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摘   要：极大距离可分(MDS)码和近极大距离可分(NMDS)码因其具有良好的代数结构和纠错能力，在通信系

统、数据存储和秘钥共享方案等领域有广泛的应用。该文利用偶特征有限域 的乘法群 的循环子群 ，

构造了几类码长为 的MDS码和NMDS码，并运用 的性质，确定了所构造码的参数和重量计数器，利用

Magma 程序举例验证了结论的正确性，另外，计算了NMDS码的最小局部度，得到了几类最优的局部修复码。

特别地，所构造的码均是关于Griesmer界的最优码。
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 1    引言
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C⊥ = {y ∈ Fn
q : ⟨x,y⟩ = 0,∀x ∈ C} ⟨x,y⟩

x y C⊥ [n, n− k]

Fq [n, k] C k × n G

H Fq (n− k)× n

C = {x ∈ Fn
q : Hx⊤ = 0} H C

⊤ C

c = (c1, c2, ..., cn)

supp(c) = {i ∈ [n] : ci ̸= 0} [n] = {1, 2, ..., n}
c wt(c) = #supp(c)

#S S Ai n C

i i ∈ [n] C

1 +
∑n

i=1
Aix

i
(1, A1, A2, ..., An)

设 为素数， 为正整数， 。 是含有

个元素的有限域， 。记 为 上的

维向量空间，则 上参数为 的线性码 是

的一个 维子空间，其中 为码长， 为信息位

数。若 的最小汉明距离 (重量 )为 ，则记为

线性码。定义 线性码 的对偶码为

，其中 表

示向量 , 的点积。显然 的参数为 。

上 线性码 的一组基构成的 矩阵 称

为该码的生成矩阵。若 是 上的 矩阵

且满足 ，则称 为 的校

验矩阵，其中“ ”表示向量的转置。码 中的每

一个向量 称为码字，其支撑定义

为 ，其中 。

显然，码字 的汉明重量 ，其中

表示集合 的基数。设 表示长度为 的码 中

汉明重量为 的码字个数，其中 ， 的重量计

数器定义为 。序列

C称为码 的重量分布。线性码的重量分布包含了关

于码的纠错能力、检错概率和纠错概率等重要信

息。因此，研究线性码的重量分布问题在编码理论

中备受关注[1–3]。

C n, k, d

C C

n ≥
∑k−1

i=0

⌈
d/qi

⌉
⌈x⌉

x C n

n− 1 k d

d ≤ n− k + 1 C d

d = n− k + 1 C

d = n− k

C

C

线性码 的参数 受到一些界的约束，若

的参数恰好达到某个界，则称 为最优码。码的

Griesmer界[4]定义为 ，其中 表

示大于等于 的最小整数。如果 的参数   (或

)， 和 达到Griesmer界，则称其为Grie-

smer码(或near Griesmer 码)。码的Singleton界定

义为： 。当 的最小距离 达到Single-

ton界时，即 时，码 被称为极大距离

可分(Maximum Distance Separable, MDS)码。

MDS码的对偶码也是MDS码。当 时，称

为几乎极大距离可分(Almost MDS, AMDS)码。

AMDS码的对偶码不一定是AMDS码。若码 及其

对偶码都是AMDS码，则称其为近极距离可分

(Near MDS, NMDS)码。NMDS码不仅在编码理论

中具有重要地位，而且在组合数学、密钥共享方案

以及局部修复码(Locally Recoverable Code, LRC)

等领域也有着广泛的应用。近年来，构造最优或接

近最优的线性码是编码理论中重要的研究课题之

一。众多学者针对MDS码和NMDS码的构造问题

进行了深入研究，相关研究结果见文献[5–9]。

C Fq [n, k, d] i ∈ [n]

r Ri ⊆ [n]\{i} Fr
q

fi(x1, x2, ..., xr) c = (c1, c2, ...,

cn) ∈ C ci = fi(cRi
) cRi c

Ri Ri ci C

设 是 上 线性码，对任意 ，都

存在大小为 的子集 以及 上的函数

，使得对于任意码字

都有 ，其中 是码字 在集合

上的投影， 称为 的修复集，则称 是局部度
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r (n, k, d, q; r)

C (n, k, d, q; r) r C

为 的局部修复码，记为 -LRC。使得

是 -LRC最小 称为 的最小局部度。

局部修复码是一种通过局部修复提高存储节点修复

效率的重要编码方法，可应用于分布式存储系统中，

以保证存储系统的可靠性，近年来，该编码方法成

为研究的热点。2021年，Luo等人[10]提出了一种构

造局部度为2的2元局部修复码的新方法。2023年，

Tan等人[6]研究了几类三维NMDS码的局部度，得

到了几类距离最优和维数最优局部修复码。同年，

Heng等人[7]利用有限域上的某些特殊矩阵构造了无

限族NMDS码，并得到了几类最优的局部修复码。

2024年，Ding等人 [ 9 ]构造了4类四维NMDS码，

确定了这些NMDS码的对偶码的局部度，得到了

4类距离最优和维数最优的局部修复码。因此构造

具有较小局部度的NMDS码是极具价值的研究课题。

Uq+1 = {u ∈ Fq2 : u
q+1 = 1} = ⟨α⟩

本文受Tang等人[11]和Yin等人[8]工作的启发，

令 ，也称为单位

圆盘，首先选取矩阵

G =

 1 1 ... 1 1
α1 α2

... αq αq+1

f(α1) f(α2) ... f(αq) f(αq+1)

 (1)

q = 2m m f(x) = x2 αi : = αi,

1 ≤ i ≤ q + 1 G

gj = (a1j , a2j , a3j) ∈ F3
q2 j ∈ {1, 2}

g1 g2 Uq+1

其中， ， 为正整数， , 

。其次，在 中添加两个线性无关的

列向量 且 ，将其

作为生成矩阵构造新的MDS码和NMDS码，并根

据 ,  的重量取值，利用 的性质计算码的重

量计数器。最后，作为应用，基于文献[6]中计算

NMDS码最小局部度的方法，判定了本文所构造的

部分NMDS码均是满足Singleton-like界、Cadambe-
Mazumdar界、Plotkin-like界和Griesmer-like界的

最优局部修复码。

 2    一些辅助引理

如下引理刻画了线性码的最小距离与其校验矩

阵之间的关系。

C Fq [n, k]

H C d H

d− 1 Fq H d Fq

引理1[12]　设 是 上 线性码，其校验矩

阵为 ，则 的最小距离为 当且仅当 的任意

列均 线性无关，并且 有 列是 线性相

关的。

引理2～引理5给出MDS码和NMDS码的一些相关

性质。

C Fq [n, k] G H

C

引理2[12]　设 是 上 线性码， 和 分

别是 的生成矩阵和校验矩阵，则以下条件等价。

C(1)  是MDS码；

G k Fq(2)  的任意 列在 上线性无关；

H n− k Fq(3)  的任意 列在 上线性无关；

C⊥(4)  是MDS码。

C Fq [n, k, d]

d = n− k + 1 C 1 ≤ i < d

Ai = 0 d ≤ i ≤ n

引理3 [ 12 ]　设 是 上的 MDS码，即

，则 的重量分布为当 时，

；当 时

Ai =

(
n
i

) i−d∑
j=0

(−1)
j

(
i
j

)
(qi+1−d−j − 1) (2)

C Fq [n, k, n− k]

(1, A1, A2, ..., An) (1, A⊥
1 , A

⊥
2 , ..., A

⊥
n ) C

C⊥ An−k+s =

(
n

k − s

)∑s−1

j=0
(−1)

j(
n− k + s

j

)
(qs−j − 1) + (−1)

s

(
k
s

)
An−k, s ∈ [k]

A⊥
k+s =

(
n

k + s

)∑s−1

j=0
(−1)

j

(
k + s
j

)
(qs−j − 1)+

(−1)
s

(
n− k
s

)
A⊥

k s ∈ [n− k]

引理4 [ 1 3 ]　设 是 上的  NMDS

码， 和 分别是 和

的重量分布，则

,

 

,  。

C C⊥下面介绍NMDS码 的最小重量码字与 的

最小重量码字之间的关系。

C C

c C⊥

c⊥ c⊥

supp(c) ∩ supp(c⊥) = ∅ C

C⊥

引理5[14]　设 是NMDS码。则对于 中任意的

最小重量码字 ，在 中存在唯一的最小重量码字

 (在不考虑与 线性相关的码字的情形下)，使

得 。特别地，码 及其对偶

码 的最小重量码字的数量相同。

Trm1 (x) = x+ x2 + x22 + ...+ x2m−1 F2m

F2

设 为 到

的迹函数，引理6给出了在特征为2的有限域中，

利用迹函数判断2次方程解的个数的方法。

f(x) = ax2 + bx+ c ∈ F2m [x]

a ≠ 0

引理 6 [ 1 5 ]　设 ,

，则

b = 0 f F2m(1) 如果 ，那么 在 中有一个解；

b ̸= 0 Trm1 (ac/b2) = 0 f F2m(2) 如果 且 ，那么 在

中有两个解；

b ̸= 0 Trm1 (ac/b2) = 1 f F2m(3) 如果 且 ，那么 在

中无解。

(n, k, d, q; r)引理7　若局部修复码 -LRC的参数

满足如下4个界之一，则称其为最优的LRC。
(1)Singleton-like界[16]

d ≤ n− k −
⌈
k

r

⌉
+ 2 (3)

(2)Cadambe-Mazumdar界[17]

k ≤ min
t∈Z+

[rt+ k
(q)
opt(n− t(r + 1), d)] (4)

k
(q)
opt(n, d) = max{k : Fq [n, k, d] }

Z+

其中 在 上存在 线性码 ，

表示正整数集合。

(3)Plotkin-like界[18]

d ≤ min
1≤τ≤⌈ k

r ⌉−1

qk−τr−1(q − 1)[n− τ(r + 1)]

qk−τr − 1
(5)
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(4)Griesmer-like界[18]

n ≥ max
1≤τ≤⌈ k

r ⌉−1

{
τ(r + 1) +

k−τr−1∑
t=0

⌈
d

qr

⌉}
(6)

C⊥ d⊥

d⊥ > 1

记 的最小距离为 ，下面给出非平凡线性

码( )有最小局部度的充要条件。

C n

C d⊥ − 1 ∪S∈B
d⊥ (C⊥)S =

[n] Bd⊥ = {supp(c) : c ∈ C⊥, wt(c) = d⊥}

引理8[6]　设 是码长为 的非平凡线性码，则

具有最小局部度 当且仅当

，其中 。

[q + 3, 3] 3    参数为 的MDS码和NMDS码

G

q + 3

dim(C) d (C)

C

本节将利用式(1)定义的矩阵 ，构造几类长

度为 的3维MDS码和NMDS码，并确定其重量

计数器。为方便起见，令 和 分别表示

线性码 的维数和最小距离。

q = 2m m ≥ 2 (1, x, x2)

g1 = (a11, a21, a31) g2 = (a12, a22, a32) ∈ F3
q2

Fq2 3× (q + 3) G1 = (G|g⊤
1 |g⊤

2 )

G C1 G1

C1 G1 Tj = 1 1 a1j
x y a2j
x2 y2 a3j

 T3 =

 1 a11 a12
x a21 a22
x2 a31 a32

 x, y ∈

Uq+1 x ̸= y j ∈ {1, 2} |Tj | = (x+ y) ·
(a1jxy + a2j (x+ y) + a3j) |T3| = (a11a12 + a12a21)·
x2 + (a12a31 + a11a32)x+ a21a32 + a31a22

下文中总假设 ,  为正整数且

与 ,  线性

无关。定义 上的 矩阵 ，

其中 由式(1)给出。设 是由 生成的线性码。

下面为了计算 的频数，考虑 的子矩阵 

,   其 中

, 且 。 显 然

, 

。

a11a32 + a12a31 ̸=
0

本节的讨论总是基于假设：当

时

Trm1

(
(a11a22 + a12a21)(a21a32 + a22a31)

(a11a32 + a12a31)
2

)
= 1 (7)

G1 C1

|T3| Fq2

事实上，Magma实验表明，如果式(7)不成立，

则由 生成的线性码 会出现五重的情况，不在

本文的讨论范围之内。显然，由引理6式(3)和式(7)
可得 在 上恒不为0。

wt(g1) wt(g2) C1

(wt(g1),wt(g2)) = (3, 3)

接下来按照 ,  的取值给出 的参

数和重量计数器。首先讨论

的情形。要完成主要结论的证明，需要以下引理。

wt(gj) = 3 aj = a2ja
q
3j + a1ja

q
2j

bj = aq+1
1j + aq+1

3j cj = aq j ∈ {1, 2}
引理9 [19]　设 ,  ,

,  ，其中 ，则

aj = bj = 0 ajbj ̸= 0 Trm1 (ajcj/b
2
j )

= 1 Fq2 |Tj | = 0 (x, y)

q/2

(1) 若 ，或 且

，则 上使得 的 的个数分别为

和1。

Fq2 |Tj | ̸= 0(2) 在其余情形下，在 上恒有 。

(wt(g1),wt(g2)) = (3, 3)定理1　设 ，则以下结

论成立。

|Tj | j ∈ {1, 2}(1) 若 中至少有1个为0，其中 ，则

C1 Fq2 [q + 3, 3, q]

C1

是 上的 NMDS码。特别地，以下

5种情形码 的重量分布分别对应表1中第1～5行。

aj = bj = 0(a)  ；

ajbj ̸= 0 Trm1 (ajcj/b
2
j ) = 1(b)  且 ；

ai = bi = 0 ajbj ̸= 0 Trm1 (ajcj/b
2
j ) = 1

i, j ∈ {1, 2} i ̸= j

(c )   ,   且 ，

其中 且 ；

ai = bi = 0 |Tj | ̸= 0 i, j ∈ {1, 2}
i ̸= j

(d)  且 ，其中 且

；

aibi ̸= 0 Trm1 (aici/b
2
i ) = 1 |Tj | ̸= 0

i, j ∈ {1, 2} i ̸= j

(e)  ,  且 ，其中

且 。

|Tj | ̸= 0 j ∈ {1, 2} C1 Fq2

[q + 3, 3, q + 1]

(2)若 ，其中 ，则 是 上

的 MDS码，重量计数器为

A(z) = 1 +
(q + 3)(q + 2)(q2 − 1)

2
zq+1 + (q + 3)

· (q2 − 1)(q2 − q − 1)zq+2

+
(q − 1)(q + 1)

2
(2q3 − 4q2 + q + 2)

2
zq+3

(8)

证明　以下分3步给出证明。

C1 C⊥
1

x, y, z ∈ Uq+1

步骤1　首先确定线性码 和 的维数。对

于任意不同的元素 ，有∣∣∣∣∣∣
1 1 1
x y z
x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣ = (x+ y)(x+ z)(y + z) ̸= 0 (9)

G1 dim(C1) = 3

dim(C⊥
1 ) = q g1 g2

|Tj | ̸= 0 j ∈ {1, 2} |T3| ̸= 0

G1 C1

[q + 3, 3, q + 1]

因此矩阵 的秩等于3，即 ，显然

。若 , 的选取满足引理9(2)的条

件，则有 ,   。又由 可知，

中任意3列线性无关，故由引理2可知， 为

MDS码。

aj = bj = 0

ajbj ̸= 0 Trm1 (ajcj/b
2
j ) = 1 |Tj | = 0

j ∈ {1, 2} G1

d(C⊥
1 ) = 3 C⊥

1

C1 [q + 3, 3, d (C1)] d(C1) ≤ q + 1

另外，根据引理9式(1)可得，当 ，

或者 且 时，有 ,

，此时 中存在3列线性相关。由引理

1可知， ，即 是AMDS码。又由

Singleton界知， 是 且

的线性码。

d (C1) = q d (C1) = q + 1

C1 [q + 3, 3, q + 1]

C⊥
1 [q + 3, q, 4] d(C⊥

1 ) = 3

d(C1) ≤ q − 1 c = ar1 + br2+

cr3 C1 (a, b, c) ∈
F3
q2 r1, r2, r3 G1 c q + 3

步骤2　证明 。若 ，则

是参数为 的MDS码。由引理2可

知， 是 MDS码，这与 矛

盾。因此不妨设 ，且

是 中重量最小的非零码字，其中

，且 为 的行向量，所以 的 个

分量中至少存在4个分量为0。下面分两种情形

讨论。

c (wt(g1),

wt(g2)) = (3, 3) a11 = a12 = 1

(1) 假设 的最后两个分量为0。因为

，不妨假设 。则存在不
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x, y ∈ Uq+1 a+ bx+ cx2 = 0 a+ by + cy2 = 0

a+ ba21 + ca31 = 0 a+ ba22 + ca32 = 0

同 使得 ,  ,

,  。

|T3| ̸= 0 a = b =

c = 0 c = 0
由 知，上述方程组只有唯一解

，从而码字 ，矛盾。

c

c q + 1

x, y, z ∈ Uq+1 a+ bx+ cx2 = 0 a+ by+

cy2 = 0 a+ bz + cz2 = 0

(2)假设 的最后两个分量至多有1个为0，因此

可以推断出 的前 个分量中至少有3个0，即存

在不同的 满足 , 
,  。

a = b =

c = 0 c = 0
由式(9)可得，上述方程组只有零解

。因此 ，矛盾。

aj = bj = 0 ajbj ̸= 0

Trm1 (ajcj/b
2
j ) = 1 d (C1) = q j ∈ {1, 2} C1

[q + 3, 3, q]

综上可得，当 ，或者 且

时， ，  。此时

是参数为 的NMDS码。

C1

A⊥
3 c ∈ C⊥

1 supp(c) = {k1, k2, k3}
步骤3　确定NMDS码 的重量计数器。首先

计算 的值，设 且 。

考虑以下3种情形。

supp(c) ⊆ [q + 1] C⊥
1

c

(1)若 ，由式 ( 9 )可得，

中不存在这样的码字 。

supp(c) = {k1, k2, k3} {k1, k2} ⊆
[q + 1] k3 ∈ {q + 2, q + 3} wt(g1) = wt(g2) =

3 C⊥
1 k3 = q + 2 c

q/2(q2 − 1) k3 = q + 3

c q2 − 1

(2)若 ， 其 中

,  。根据

 以及引理9可知， 中满足 的码字 的

个数为 ；类似地，满足 的码字

的个数为 。

|T3| ̸= 0 C⊥
1 supp(c) =

{k1, q + 2, q + 3} k1 ∈ [q + 1]

(3)由 可知， 中不存在

的码字，其中 。

aj = bj = 0 A⊥
3 = q(q2 − 1)

ajbj ̸= 0 Trm1 (ajcj/b
2
j ) = 1 A⊥

3 = 2(q2 − 1)

ai = bi = 0 ajbj ̸= 0 Trm1 (ajcj/b
2
j ) = 1 A⊥

3 =

(q + 2)(q2 − 1)/2 i ∈ {1, 2} i ̸= j ai =

bi = 0 |Tj | ̸= 0 i, j ∈ {1, 2} i ̸= j A⊥
3 =

q/2(q2 − 1) aibi ̸= 0 Trm1 (aici/b
2
i ) = 1

|Tj | ̸= 0 i, j ∈ {1, 2} i ̸= j A⊥
3 = q2 − 1

C1

综上所述，当 时， ；

当 且 时， ；

当 ， 且 ,  

，其中 且 ；当

且 ，其中 且 ，

； 当 ， 且

，其中 且 ， 。

最后利用引理4和引理5计算可得 的重量计数器。

C1

C1

特别地，当码 是MDS码时，由引理3可得

的重量计数器。  证毕

下面通过Magma实验验证定理1的正确性。

m = 2 g1 = (ζ6, ζ, ζ6) g2 =

(ζ7, ζ, ζ5) ζ F∗
42 a1 = b1

= 0 a2 = ζ b2 = 1 a2b2 = ζ ̸= 0 Trm1 (a2c2/

b2
2) = ζ2 + ζ = 1 C1 [7, 3, 4]

A(z) = 1 + 45z4+180z5 + 1290z6 + 2580z7

例1　 (1 )  取 ,   以及

，其中 是 的生成元。此时

,   ,   ，即 且

，则 是   NMDS码，重量

计数器为 ，

这与定理1(1)的结论一致。

m = 2 g1 = (ζ14, ζ13, ζ10) g2 =

(ζ14, ζ8, ζ14) ζ F∗
42 a1 = ζ

b1 = 1 Trm1 (a1c1/b1
2) = ζ2 + ζ = 1 a2 = 1 b2 = 0

C1 [7, 3, 4] A(z) =

1 + 15z4 + 270z5 + 1 200z6+2 610z7

(2)取 ,   以 及

，其中 是 的生成元。此时 ，

,  ,  ,  ，

则 是 NMDS码，重量计数器为

，这与定理1(2)
的结论一致。

m = 2 g1 = (ζ, ζ10, ζ12) g2 =

(ζ11, ζ13, ζ11) ζ F∗
42 a1 = 1

̸= 0 b1 = ζ ̸= 0 a2 = b2 = 0 Trm1 (a2c2/b2
2) =

ζ2 + ζ = 0 C1 [7, 3, 5]

A(z) = 1 + 315z5 + 1155z6 + 2625z7

(3)取 ,   以 及

，其中 是 的生成元。此时

,   ,   且

，则 是 MDS码，重量计数器为

，这与定理1(3)

的结论一致。

wt(gj) = 2 |Tj |
在继续讨论之前，先给出两个必要的引理，其

用于判断在 时 是否为0。

wt(gj) = 2 gj = (a1j , 0, a3j)

j ∈ {1, 2}
引理10 [ 1 9 ]　设 且 ，

其中 ，则以下结论成立。

a3j/a1j ∈ Uq+1 Fq2 |Tj | = 0

(x, y) q/2

(1)若 ，则 上使得 的

个数为 。

a3j/a1j /∈ Uq+1 Fq2 |Tj | ̸= 0(2)若 ，则在 上恒有 。

D = {u1 + u2 : u1, u2 ∈ Uq+1 u1 ̸= u2}下面令 且 。

wt(gj) = 2 gj = (a1j , a2j , 0)

j ∈ {1, 2}
引理11 [ 1 9 ]　设 且 ，

其中 ，则以下结论成立：

m a1j/a2j /∈ Uq+1 a1j/a2j ∈
D m a1j/a2j ∈ D Fq2

|Tj | = 0 (x, y)

(1)若 为 偶 数 ， 且

，或者 为奇数且 ，则 上使得

的 个数为1。

Fq2 |Tj | ̸= 0(2)在其余情形下，在 上恒有 。

wt(gj) = 2 gj = (0, a2j , a3j)特别地，当 且 时，

结论与引理11类似，此处不再赘述。

 

C1 A0表 1  NMDS码 的重量分布(不包括 )

Aq    Aq+1    Aq+2    Aq+3   

q(q2 − 1)   
(q2 − 1)(q2 − q + 6)

2
    (q2 − 1)(q3 + 2q2 − q − 3)   

(q − 1)2(q + 1)(2q3 − 3q − 2)

2
   

2(q2 − 1)   
(q2 − 1)(q2 + 5q − 6)

2
    (q2 − 1)(q3 + 2q2 − 4q + 3)   

(q2 − 1)(2q4 − 2q3 − 3q2 + 3q − 2)

2
   

(q + 2)(q2 − 1)

2
   

q(q2 − 1)(q + 2)

2
   

q(q2 − 1)(2q2 + 4q − 5)

2
   

q(q2 − 1)(2q3 − 2q2 − 3q + 2)

2
   

q(q2 − 1)

2
   

(q2 − 1)(q2 + 2q + 6)

2
   

(q2 − 1)(2q3 + 4q2 − 5q − 6)

2
   

(q2 − 1)(2q4 − 2q3 − 3q2 + 2q + 2)

2
   

q2 − 1   
(q2 − 1)(q2 + 5q)

2
    q(q2 − 1)(q2 + 2q − 4)   

q(q2 − 1)(q − 1)(2q3 − 3)

2
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(wt(g1),wt(g2)) =(3, 2) C1

结合引理9～引理11，并参照定理1的证明方

法，可得到定理2～定理9的结论。由于证明过程类

似，故而后续定理中不再赘述。定理2和定理3给出

了 时线性码 的参数和重量

计数器。

(wt(g1),wt(g2)) = (3, 2) a22 = 0定理2　设 且 ，

则以下结论成立。

|Tj | j ∈ {1, 2}
C1 Fq2 [q + 3, 3, q]

(1)若 中至少有1个为0，其中 ，则

是 上的 NMDS码。特别地，以下

5种情形码的重量分布分别对应表1中第1, 3, 4, 5,
4行。

a1 = b1 = 0 a32/a12 ∈ Uq+1(a)   且 ；

a1b1 ̸= 0 Trm1 (a1c1/b1
2) = 1 a32/a12 ∈

Uq+1

(b) ,   且

；

a1 = b1 = 0 a32/a12 /∈ Uq+1(c) 且 ；

a1b1; ̸= 0 Trm1 (a1c1/b1
2) = 1 a32/a12 /∈

Uq+1

(d) ,   且

；

|T1| ̸= 0 a32/a12 ∈ Uq+1(e) 且 。

|T1| ̸= 0 a32/a12 /∈ Uq+1 C1 Fq2

[q + 3, 3, q + 1]

(2)若 且 ，则 是 上

的 MDS码，重量计数器为式(8)。

(wt(g1),wt(g2)) = (3, 2) a32 = 0定理3　设 且 ，

则以下结论成立。

|Tj | j ∈ {1, 2}
C1 Fq2 [q + 3, 3, q]

(1)若 中至少有1个为0时，其中 ，

则 是 上的 NMDS码。特别地，在

以下5种情形下，码的重量分布分别对应表1中第3,
2, 4, 5, 5行。

a1 = b1 = 0 m a12/a22 /∈
Uq+1 a12/a22 ∈ D m a12/a22 ∈ D

(a)当 时，若 为偶数，

且 ，或者 为奇数，  ；

a1b1 ̸= 0 Trm1 (a1c1/b1
2) = 1 m

a12/a22 /∈ Uq+1 a12/a22 ∈ D m

a12/a22 ∈ D

(b)当 ， 时，若 为

偶数， 且 ，或者 为奇

数， ；

a1 = b1 = 0 |T2| ̸= 0(c) 且 ；

a1b1 ̸= 0 Trm1 (a1c1/b1
2) = 1 |T2| ̸= 0(d) ， 且 ；

|T1| ̸= 0 m a12/a22 /∈ Uq+1

a12/a22 ∈ D m a12/a22 ∈ D

(e )当 ，若 为偶数，

且 ，或者 为奇数且 。

|Tj | ̸= 0 j ∈ {1, 2} C1 Fq2

[q + 3, 3, q + 1]

(2)若 ，其中 ，则 是 上

的 MDS码，重量计数器为式(8)。

a12 = 0当 时，结论与定理3的结论类似，此处

不再讨论。

下面给出Magma实验验证定理2～定理3的正

确性。

m = 2 g1 = (ζ12, ζ5, ζ3) g2 =

(ζ4, 0, ζ7) ζ F∗
42 a1 = b1 = 0

ζ7/ζ10 ∈ Uq+1 C1 [7, 3, 4]

A(z) = 1 + 60z4 + 135z5 + 1 335z6 + 2 565z7

例2　(1)取 ,   以及

，其中 是 的生成元。此时 ,

，则 是 NMDS码，重量计数

器为 ，这

与定理2 (1)的结论一致。

m = 2 g1 = (ζ4, ζ7, ζ9) g2 = (1, 0,

ζ9) ζ F∗
42 a1 = ζ14 b1 = ζ10

Trm1 (a1c1/b
2
1)= ζ5 + ζ10 = 1 C1 [7, 3, 4]

A(z) = 1 + 45z4 + 180z5+

1290z6 + 2580z7

( 2 )取 ,   以及

，其中 是 的生成元。此时 ,  ,

，则 是 NM -

DS 码，重量计数器为

，这与定理2 (1)的结论一致。

m = 2 g1 = (ζ10, ζ5, ζ10)

g2 = (ζ2, ζ12, 0) ζ F∗
42

a1 = b1 = 0 ζ2/ζ12 /∈ Uq+1 C1 [7, 3, 4]

A(z) = 1 + 45z4 + 180z5 + 1 290z6+

2 580z7

例 3　 ( 1 )  取 ,   以及

，其中 是 的生成元。此时

,  ，则 是 NMDS

码，重量计数器为

，这与定理3 (1) 的结论一致。

m = 2 g1 = (ζ8, ζ12, ζ11) g2 = (ζ3,

ζ3, 0) ζ F∗
42 a1 = b1 = 0

C1 [7, 3, 4] A(z) =

1 + 30z4 + 225z5 + 1 245z6 + 2 595z7

(2)  取 ,   以及

，其中  是 的生成元。此时 ，

则 是 NMDS码，重量计数器为

，这与定理3 (2)
的结论一致。

(wt(g1),wt(g2)) = (3, 1) C1

|T2| ̸= 0

下面确定 时码 的参

数和重量计数器。注意到此时 。

(wt(g1),wt(g2)) = (3, 1)定理4　设 ，则以下结

论成立。

|T1| = 0 C1 Fq2 [q + 3, 3, q]

a1 = b1 = 0 a1b1 ̸= 0

Trm1 (a1c1/b
2
1) = 1

(1)若 ，则 是 上的 NM-

DS码，特别地，当 ，或者 且

时，码的重量分布分别对应表1第

4, 5行。

|T1| ̸= 0 C1 Fq2 [q + 3, 3, q + 1](2)若 ，则 是 上的

MDS码，重量计数器为式(8)。
(wt(g1),wt(g2)) = (2, 2)

C1

定理5～定理7给出当 时

线性码 的参数及其重量计数器，具体结果如下。

(wt(g1),wt(g2)) = (2, 2) a21 = a32

= 0

定理5　设 且

，则以下结论成立。

|Tj | j ∈ {1, 2}
C1 Fq2 [q + 3, 3, q]

(1)若 中至少有1个为0时，其中 ，

则 是 上的 NMDS码。特别地，以

下3种情形码的重量分布分别对应表1第3, 4, 5行。

a31/a11 ∈ Uq+1 m a12/a22 /∈
Uq+1 a12/a22 ∈ D m a12/a22 ∈ D

(a)当 ，若 为偶数，

且 ，或者若 为奇数， ；

a31/a11 ∈ Uq+1 |T2| ̸= 0(b) 且 ；

a31/a11 /∈ Uq+1 m a12/a22 /∈
Uq+1 a12/a22 ∈ D m a12/a22 ∈ D

(c)当 ，若 为偶数，

且 ，或者 为奇数且 。

|T1| ̸= 0 j ∈ {1, 2} C1 Fq2

[q + 3, 3, q + 1]

(2)若 ，其中 ，则 是 上

的 MDS码，重量计数器为式(8)。

(wt(g1),wt(g2)) = (2, 2) a11 = a32

= 0

定理6　设 且

，则以下结论成立。

|Tj | j ∈ {1, 2}
C1 Fq2 [q + 3, 3, q]

(1)若 中至少有1个为0时，其中 ，

则 是 上的 NMDS码。特别地，在

以下3种情形下，码的重量分布分别对应表1第2, 5,
5行。

m a31/a21 a12/a22 /∈ Uq+1 a31/(a) 当 为偶数， ,  且

第YU期 F∗
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a21 a12/a22 ∈ D m a31/a21 a12/

a22 ∈ D

,   ，或者 为奇数且 ,  

；

m a31/a21 /∈ Uq+1 a31/a21 ∈ D

|T2| ̸= 0 m a31/a21 ∈ D

|T2| ̸= 0

(b)当 为偶数， , 

且 ， 或 者 当 为 奇 数 ， 且

；

m a12/a22 /∈ Uq+1 a12/a22 ∈ D

|T1| ̸= 0 m a12/a22 ∈ D

|T1| ̸= 0

(c)当 为偶数， ，

且 ， 或 者 当 为 奇 数 ， 且

。

|T1| ̸= 0 j ∈ {1, 2} C1 Fq2

[q + 3, 3, q + 1]

(2)若 ，其中 ，则 是 上

的 MDS码，重量计数器为式(8)。

(wt(g1),wt(g2)) = (2, 2) a2j = 0

j ∈ {1, 2}
定理7　设 且 ，

其中 ，则以下结论成立。

|Tj | j ∈ {1, 2}
C1 Fq2 [q + 3, 3, q]

j ∈ {1, 2} a3j/a1j ∈ Uq+1 i, j ∈ {1, 2}
i ̸= j a3i/a1i ∈ Uq+1 a3j/a1j /∈ Uq+1

(1)若 中至少有1个为0时，其中 ，

则 是 上的 NMDS码。特别地，对

满足 ，或者对 且

满足 和 ，码的重

量分布分别对应表1第1, 4行。

a3j/a1j /∈ Uq+1 j ∈ {1, 2} C1 Fq2

[q + 3, 3, q + 1]

( 2 )若 ,   ，则 是

上的 MDS码，重量计数器为式(8)。

以下借助 Magma实验的具体实例，对定理5加
以验证。

m = 2 g1 = (ζ11, 0, ζ8) g2 =

(ζ6, ζ5, 0) ζ F∗
42 ζ8/ζ11 ∈

Uq+1 ζ6/ζ5 /∈ Uq+1 C1 [7, 3, 4]

A(z) = 1 + 45z4 + 180z5 + 1 290z6 + 2 580z7

例4　 ( 1 )取 ,   以及

，其中 是 的生成元。此时

,  ，则 是 NMDS码，重量计

数器为 ，

这与定理5(1)的结论一致。

m = 2 g1 = (ζ10, 0, ζ7) g2 = (1, ζ6, 0)

ζ F∗
42 a1 = b1 = 0 C1

[7, 3, 4] A(z) = 1 + 30z4+

225z5 + 1 245z6 + 2 595z7

(2)取 ,  以及 ，

其中 是 的生成元。此时 ，则 是

NMDS码，重量计数器为

，这与定理5(2)的结论一致。

(wt(g1),wt(g2)) = (2, 2) a11 =

a12 = 0 a31 = a32 = 0 C1

注1　显然当 且满足

或者 时，线性码 的参数及其

重量计数器的结论与定理6一致，故不再讨论。

(wt(g1) wt(g2)) =

(2, 1) (1, 1) C1 |T2| ̸= 0

定理8～定理10分别刻画了 , 

， 时码 的性质，此时 。

(wt(g1),wt(g2)) = (2, 1) a21 = 0定理8　设 且 ，

则以下结论成立。

a31/a11 ∈ Uq+1 C1 Fq2 [q + 3, 3, q](1) 若 ，则 是 上的

NMDS码，重量计数器为表1第4行；

a31/a11 /∈ Uq+1 C1 Fq2 [q + 3, 3,

q + 1]

(2) 若 ，则 是 上

MDS码，重量计数器为式(8)。

a11 = a31 = a22 = 1注2　显然当定理8取 时，

即为文献[8]中定理5.2的线性码。

(wt(g1),wt(g2)) = (2, 1) a11 = 0定理9　设 且 ，

则以下结论成立。

m a31/a21 /∈ Uq+1 a31/a21 ∈ D(1) 若 为偶数， 且 ，

m a31/a21 ∈ D C1 Fq2

[q + 3, 3, q]

或者 为奇数， ，则 是 上的

NMDS码，重量计数器为表1第2行；

C1 Fq2 [q + 3, 3, q + 1](2) 在其余情形下， 是 上

MDS码，重量计数器为式(8)。

(wt(g1),wt(g2)) = (2, 1) a31 = 0当 且 时，结论

与定理9结论类似，此处不再讨论。

(wt(g1),wt(g2)) = (1, 1) C1 Fq2

[q + 3, 3, q + 1]

定理10　设 ，则 是

上的 MDS码，重量计数器为式(8)。

注3　根据Griesmer界，本文所构造的MDS码

均为Griesmer码，NMDS 码均为near Griesmer码。

 4    在局部修复码中的应用

本节利用第3节中部分NMDS码构造最优局部

修复码。

C1 (q + 3, 3, q; 2)

定理11　当满足如下两个条件之一时，所构造

的NMDS码 是 -LRC，且关于引理7

中所有界是最优的。

aj = bj = 0 j = 1, 2(1) 定理1(1)中 ，其中 ；

a1 = b1 = 0 a32/a12 ∈ Uq+1(2) 定理2(1)中 且 。

∪S∈B
d⊥ (C⊥)S = [q + 3]

证明　当满足条件(1)时，根据定理1证明容易

得出， 。

C1 r

C1 C1

(q + 3, 3, q; 2) d ≤
q + 3− 3− ⌈3/2⌉+ 2 = q

又由引理8知， 的最小局部度 为2。下证

是关于引理7中界的最优局部修复码。将 的参

数 分别代入式 ( 3 )～ ( 6 )可得

 

k ≤ 2 + k
(q)
opt(q, q) = 3(在式(4)中取t = 1) (10)

d ≤ q3−1·2−1(q − 1)[q + 3− 1 · (2 + 1)]

q3−1·2 − 1
= q n ≥

{1 · (2 + 1) +
∑3−1·2−1

i=0

⌈
q/qi

⌉
= q + 3

, 

。

k
(q)
opt(q, q) = 1

C1

根据Singleton界得， ，所以式(10)

成立。因此， 关于引理7中所有界都是最优的。

当满足条件(2)时，证明类似，此处省略。 证毕

 5    结论

G

Fq2 q + 3

q + 3

本文通过在Yin等人[8]定义的矩阵 中添加两

个新的列向量，构造了 上几类长度为 的MDS

码和NMDS码，并确定了其参数及重量计数器。研

究表明，本文所构造的NMDS(或MDS)码都是near

Griesmer(或Griesmer)码。特别地，所构造的NM-

DS码包含了关于Singleton-like界、Cadambe-Ma-

zumdar界、Plotkin-like界和Griesmer-like界的最

优局部修复码。需要说明的是，本文的构造推广了

已有文献中的工作，其中文献[8]中长度为 的

NMDS码的构造属于本文中定理1的特殊情形。
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Abstract:
Objective　The demand for higher performance and efficiency in error-correcting codes has increased with the
rapid development of modern communication technologies. These codes detect and correct transmission errors.

Because of their algebraic structure, straightforward encoding and decoding, and ease of implementation, linear

codes are widely used in communication systems. Their parameters follow classical bounds such as the Singleton

bound: for a linear code with length   and dimension  , the minimum distance   satisfies  . When

, the code is a Maximum Distance Separable (MDS) code. MDS codes are applied in distributed

storage systems and random error channels. If  , the code is Almost MDS (AMDS); when both a code

and its dual are AMDS, the code is Near MDS (NMDS). NMDS codes have geometric properties that are useful

in cryptography and combinatorics. Extensive research has focused on constructing structurally simple, high-

performance MDS and NMDS codes. This paper constructs several families of MDS and NMDS codes of length

 over the finite field   of even characteristic using the cyclic subgroup  . Several families of optimal

Locally Repairable Codes (LRCs) are also obtained. LRCs support efficient failure recovery by accessing a small

set of local nodes, which reduces repair overhead and improves system availability in distributed and cloud-

storage settings.

Methods　In 2021, Wang et al. constructed NMDS codes of dimension 3 using elliptic curves over  . In 2023,

Heng et al. obtained several classes of dimension-4 NMDS codes by appending appropriate column vectors to a

base generator matrix. In 2024, Ding et al. presented four classes of dimension-4 NMDS codes, determined the

locality of their dual codes, and constructed four classes of distance-optimal and dimension-optimal LRCs.

Building on these works, this paper uses the unit circle   in   and elliptic curves to construct generator

matrices. By augmenting these matrices with two additional column vectors, several classes of MDS and NMDS

codes of length   are obtained. The locality of the constructed NMDS codes is also determined, yielding

several classes of optimal LRCs.

Results and Discussions　In 2023, Heng et al. constructed generator matrices with second-row entries in   and

with the remaining entries given by nonconsecutive powers of the second-row elements. In 2025, Yin et al.

extended this approach by constructing generator matrices using elements of   and obtained infinite

families of MDS and NMDS codes. Following this direction, the present study expands these matrices by

appending two column vectors whose elements lie in  . The resulting matrices generate several classes of

MDS and NMDS codes of length  . Several classes of NMDS codes with identical parameters but different

weight distributions are also obtained. Computing the minimum locality of the constructed NMDS codes shows

that some are optimal LRCs satisfying the Singleton-like, Cadambe–Mazumdar, Plotkin-like, and Griesmer-like

bounds. All constructed MDS codes are Griesmer codes, and the NMDS codes are near Griesmer. These results

show that the proposed constructions are more general and unified than earlier approaches.

Conclusions　This paper constructs several families of MDS and NMDS codes of length   over   using

elements of the unit circle   and oval polynomials, and by appending two additional column vectors with

entries in  . The minimum locality of the constructed NMDS codes is analyzed, and some of these codes are

shown to be optimal LRCs. The framework generalizes earlier constructions, and the resulting codes are optimal

or near-optimal with respect to the Griesmer bound.

Key words: Maximum Distance Separable(MDS) code; NMDS code; Weight enumerator; Locally recoverable

code; Griesmer bound
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