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摘   要：随着量子通信和量子计算技术的飞速发展，高效量子纠错编码技术已成为保障量子系统可靠性的核心需

求。传统量子纠错码在参数灵活性和最小距离约束方面存在显著局限性，难以适应复杂量子通信场景中的动态需

求。该文基于扭曲的Reed-Solomon(TGRS)码，根据码长中 的奇偶性的不同具体讨论矩阵 的秩，进一步通

过分析该矩阵的秩确定厄米特正交包的维数，从而得到两类极大距离可分纠缠辅助量子纠错码 (MDS

EAQECCs)。研究发现，通过特定的扭曲操作，所构造的两类MDS EAQECCs不仅能够灵活调整码长，还能显

著提升最小距离，突破了传统理论界限。此外，该文利用扭曲操作将两类MDS EAQECCs提升为最大纠缠态极大

距离可分纠缠辅助量子纠错码 (ME-MDS EAQECCs)。该文研究成果不仅为量子纠错码设计提供了更广泛的参

数选择，还为动态量子通信场景中的高效纠错提供了理论支撑。
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 1    引言

作为21世纪信息技术的革命性领域，量子通信

利用量子密钥分发(Quantum Key Distribution,
QKD)实现了理论上无条件安全的信息传输[1]。然

而，量子系统的脆弱性导致其在环境噪声和退相干

效应下极易产生信息误差，成为制约实用化的核心

瓶颈。基于此，量子纠错码作为保护量子信息的关

键技术[2,3]成为近年的研究焦点。

量子纠错码基于稳定子理论框架，通过构造具

有特定代数结构的码空间实现错误检测与修正[4,5]。

纠缠辅助量子纠错码(Entanglement-Assisted
Quantum Error-Correcting Code, EAQECC)理论

的发展是量子纠错领域的一项重大突破。Brun等
人[6] 提出了一个通用的框架体系，即纠缠辅助稳定

子体系。该体系表明，如果发送方和接收方之间存

在共享纠缠，那么任意不满足对偶包含约束的经典

线性纠错码都能转化为EAQECCs。近年来，利用

不满足对偶包含条件的任意经典线性码来构造

EAQECCs已成为一个重要的研究领域，越来越多

的编码学者致力于构造具有优良参数的EAQECCs。
极大距离可分纠缠辅助量子纠错码 (Maximum

Distance Separable EAQECCs, MDS EAQECCs)
因其在给定码长和维度下达到Singleton界的最优最

小距离，展现出卓越的纠错能力[7–9]。Chen等人[10]

基于循环码构造了多类MDS EAQECCs，其最小

距离较此前已知的EAQECCs具有显著优势；Guenda
等人[11]系统分析了MDS EAQECCs存在的条件，

为参数优化提供了理论依据。Gao等人[12]基于有限

非链环上的常循环码构造出新参数的MDS EAQECCs，
推广和改进了前人的工作[13–16]。

d ≤ q + 1

文献[17]基于厄米特内积，通过Reed-Solomon
(RS)码构造了EAQECCs。不过在厄米特内积下，

该方法并未涵盖所有Reed-Solomon码。Galindo等
人 [18 ]基于Reed-Solomon码构造了厄米特自正交

码，为设计纠缠辅助量子码奠定了理论基础。扭曲

的广义Reed-Solomon(Twisted Generalized Reed-
Solomon codes, TGRS)码作为Reed-Solomon码
的重要扩展，通过引入扭曲操作突破了传统Reed-
Solomon码的参数限制[19]。Huang等人[20]研究了TGRS
码的代数构造，证明其可灵活调整码长与最小距离，

并保持极大距离可分性。这一特性使其成为构造

MDS EAQECCs的理想候选线性码类[21–26]。尽管

现有研究取得显著进展，MDS EAQECCs的构造

仍面临挑战：其一，很多MDS EAQECCs受限于

固定码长，难以适应动态量子通信场景的需求；其

二，多数MDS EAQECCs的最小距离受限于有限域

大小(如 )，限制了高噪声环境下的纠错能力。

本文基于TRS码，通过分析矩阵的秩确定了厄

米特正交包的维数，从而得到两类MDS EAQECCs。
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此外，本文通过对MDS EAQECCs进行参数可调

性的扭曲操作，得到了ME-MDS EAQECCs。本

文构造的MDS EAQECCs在保持最小距离优势的

同时，实现了码长的灵活可调，并且所构造的码的

参数是新的，没有被之前的研究所覆盖。

 2    预备知识

Fq2 q2 n Fn
q2

Fq2 n Fn
q2

C q2 n C

c

c µ ν

C

k

d q2 C [n, k, d]q2 C

k k × n

设 是 -元有限域，对于任意正整数 ，

表示 上的 维向量空间。 的任意非空线性子

空间 ，称作 -元线性码，其中 是码长。 中的

向量称为码字。码字 的Hamming重量定义为向量

中非零分量的个数，码字 和 的Hamming距离

定义为二者相异位的数量，码 的最小距离定义为

不同码字之间Hamming距离的最小值。显然，线

性码的最小距离等于线性码中非零码字Hamming
重量的最小值。通常，将维数为 、最小距离为

的 -元线性码 记为 ， 的生成矩阵为

秩为 的 矩阵

G =


g11 g12 ... g1n
g21 g22 ... g2n
...

...
. . .

...
gk1 gk2 ... gkn


GH G定义 是 的共轭转置，即

GH =


gq11 gq21 ... gqk1
gq12 gq22 ... gqk2
...

...
. . .

...
gq1n gq2n ... gqkn


[n, k, d]q2 C d = n− k + 1

C

a = (a1, a2, ..., an) b = (b1, b2, ..., bn) ∈ Fn
q2

a b ⟨a, b⟩ =
∑n

i=1
aibi

q

C C⊥H = {a ∈ Fn
q2 | ⟨a, b⟩ = 0,

∀b ∈ C} HullH (C) = C ∩ C⊥H HullH (C)

C C = HullH (C) C

对于 线性码 而言，若 ，

则称 为极大距离可分(MDS)线性码。给定两个向

量 ， ，向

量 和 的厄米特内积为 。线性

码 的厄米特对偶码定义为

。令 ， 称为

的厄米特正交包。若 ，则称码 是

厄米特自对偶的。

(Cq)
⊗n

c κ

n

[[n, κ, δ; c]]q

n κ

Brun等人 [6]引入EAQECCs的定义和纠错机

制。在复向量空间 中，EAQECCs利用发送

方和接收方预先共享的 对最大纠缠态，将 维信

息编码到 个信道量子位中，形成一个特定的子空

间。这个子空间能够在受到一定错误影响时，通过

特定的纠错操作(复向量空间上的线性变换)恢复出

原始的信息量子态。通过这种方式，EAQECC在

复向量空间的框架下实现了对量子信息的有效保护

和处理。EAQECC的参数表示为 ，其

中 是编码后的量子比特数， 是信息量子比特

δ c

⌊(δ − 1) /2⌉ c = 0

数， 是码的最小距离， 是共享纠缠对数。该码能

纠正多达 个量子错误。当 时，

EAQECC退化为量子稳定子码 (QECC)。

C [[n, k, d; c]]q

d ≤ (n+ 2)

2

定理1 [27](Singleton界)设 是一个

EAQECC，其中 。

2 (d− 1) = n− k + c C(1) 若 ，则 称为M D S

EAQECC；

c = n− k C(2) 若 ，则 称为ME EAQECC。

[[n, k, d; c]]q

c = d− 1 C

若 同时满足条件 ( 1 )和 ( 2 )，即

，则 称为ME-MDS EAQECC。

C [n, k, d]q2 δ C⊥H

[[n, n− 2k + c, δ; c]]q

c = k − dim(Hull (C))

引理1 [ 2 8 ]  设 为 线性码， 为

的最小距离。则存在参数为 的

EAQECC，其中 。

[[n, κ, δ; c]]q文献[28]针对参数为 的EAQECCs

给出了Singleton界的以下几种变形形式

κ ≤ c+max{0, n− 2δ + 2} (1)

κ ≤ n− δ + 1 (2)

κ ≤ (n− δ + 1) (c+ 2δ − 2− n)

3δ − 3− n
, δ − 1 ≥ n/2 (3)

δ ≤ n/2

δ > n/2

k ≤ ⌊n/2⌉ ℓ

[n, k, n− k + 1]q2

[[n, n− k − ℓ, k + 1; k − ℓ]]q

若EAQECCs在 时满足式(1)，且在

时满足式 ( 3 )，则称该E A Q E C C s为

MDS的。当 时，基于具有 维厄米特正交

包的  MDS 线性码，引理1可产生

参数为 的MDS EAQECCs。

下面回顾TRS码的定义及相关性质。

n, k, l k < n

l

t =(t1, t2, ..., tl) ∈ {1, 2, ..., n− k}l h=(h1,

h2, ..., hl) ∈ {0, 1, ..., k − 1}l η = (η1, η2,
..., ηl) ∈ Fl

q2 {hi, ti} (i = 1, 2, ..., l

t,h, η

(k, t,h, η) Vk,t,h,η = {f (x) =∑k−1

i=0
fix

i +
∑l

j=1
ηjfhjx

k−1+tj : fi ∈ Fq2}

Vk,t,h,η Fq2 k

定义2[29]　设 是正整数且满足 。通

常 ， 称 为 扭 曲 次 数 。 定 义 扭 曲 向 量

，挂钩向量

，系数向量

，且要求向量组 )各

不相同。扭曲操作通过引入向量 ，对多项式

集合进行特定的变形得到扭曲多项式。定义

 -扭曲多项式集合为

。显然，

是 上的 维线性空间。

α1, α2, ..., αn Fq2

α = (α1, α2, ..., αn) v1, v2, ..., vn ∈
Fq2 v = (v1, v2, ..., vn) Vk,t,h,η

n k Ck (α, 1, η) =
evα (Vk,1,k−1,η) ⊆ Fn

q2 n k

Ck (α,v, η) = evα,v (Vk,1,k−1,η) ⊆ Fn
q2

定义3 [ 2 9 ]　设 为 中的互异元

素，记 。设非零元

，记 。取定义2中的 ，

则码长为 、维数为 的TRS码定义为 

； 码 长 为 、 维 数 为 的

TGRS码定义为 。

evα (·) Fq2 Fq2 [X]

Fn
q2

其中， 是从 上多项式集合 到

的映射
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evα (·) : Fq2 [X] →Fn
q2

f 7→ [f (α1) , f (α2) , ..., f (αn)]

Gk Ck (α,v, η)设 为 的生成矩阵，即

 

Gk =


v1 v2 ... vn

v1α1 v2α2
... vnαn

...
...

. . .
...

v1
(
αk−1
1 + ηαk

1

)
v2

(
αk−1
2 + ηαk

2

)
... vn

(
αk−1
n + ηαk

n

)
 (4)

v = (1, 1, ..., 1) = 1 Ck (α,v, η) =
Ck (α, 1, η) v = (1, 1, ..., 1) = 1

特别地，当 时，有

。本文主要讨论 的情

形，此时生成矩阵(4)简化为

Gk =


1 1 ... 1
α1 α2

... αn

...
...

. . .
...

αk−1
1 + αk

1 αk−1
2 + αk

2
... αk−1

n + αk
n


(5)

 3    MDS EAQECCs的构造

Fq2本节将利用 上的TRS码构造MDS EAQECCs，

并通过特定的扭曲操作构造ME-MDS EAQECCs。
与已知MDS EAQECCs相比，本文构造的码具有

新的参数，并且在码长、极小距离以及最大纠缠态

上有着更大的优势。

 3.1  MDS EAQECCs的第1种构造

γ Fq2 H =
⟨
γq+1

⟩
Fq2

q − 1 H {a1, a2, ..., aq−1}
as = γs(q+1) 1 ≤ s ≤ q − 1

设 是 的一个本原元， 是 的

阶为 的乘法子群。令 = ，其

中 ， 。设

a =
(
a1, a2, ..., aq−1, a1γ, a2γ, ..., aq−1γ, ..., a1γi−1,

a2γ
i−1, ..., aq−1γ

i−1
)

(6)

2 ≤ i ≤ q − 1 RSq+j (a) i(q − 1)

q + j

其中， ， 是一个长度为 、

维数为 的RS码。

RSq+j (a)下面的定理给出了 的厄米特正交包

的维数。

q = pm，其中p为奇素数，m

C RSq+j (a) j =
q − 3

2
t =

gcd (i, q + 1) v =

⌊
(1 + j) t

q + 1

⌉
i i2 ≡ 1 (modp)

i ≡ 0 (modp)

G

定理1　设 为正整数。

令 是由式(6)定义的 ，其中 ，

， 且 满足

或 。按照式(5)的扭曲操作对生成矩阵

进行扭曲后，有

i dim (HullH (C)) = j+

(t− 2v − 2)

(1) 当 为 奇 数 时 ，

；

i dim (HullH (C)) = j+

(t− 2v − 3)

(2) 当 为 偶 数 时 ，

。

Aβ Fq2 (q + j)× (q − 1)

β ∈
(
Fq2 \ Fq

)
∪ {1} Aβ

证明 设 为 上的 矩阵，其

中 ， 的具体形式为

Aβ =



1 1 ... 1
a1β a2β ... aq−1β
...

...
. . .

...
(a1β)

q−2
(a2β)

q−2 ... (aq−1β)
q−2

βq−1 βq−1 ... βq−1

a1β
q a2β

q ... aq−1β
q

...
...

. . .
...

aj1β
q+j−1 + aj+1

1 βq+j aj2β
q+j−1 + aj+1

2 βq+j ... ajq−1β
q+j−1 + aj+1

q−1β
q+j


(7)

C G =
[
A1 : Aγ : ... : Aγi−1

]
GGH = [A1 : Aγ : ... : Aγj−1 ]


AH

1

AH
γ
...

AH
γj−1

 =

A1A
H
1 +AγA

H
γ + ...+Aγj−1AH

γj−1 =
∑i−1

j=0
AγjAH

γj。 0 ≤ w ≤ i− 1

那 么 ， 的 生 成 矩 阵 为 。 因 此 ，

设 ，则
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AγwAH
γw =



q − 1 0 ... 0 ... ... 0 bq 0 ... 0
0 0 ... 0 ... ... bq−1 0 0 ... 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ... bq−j−1
... ... 0 0 0 ... 0

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 ... 0 ... ... 0 0 0 ... cj+1

0 0 ... 0 ... ... 0 0 0 ... cj
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 b2 ... 0 ... ... 0 0 c1 ... 0
b1 0 ... 0 ... ... 0 q − 1 0 ... 0
0 0 ... 0 ... ... d1 0 0 ... 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ... dj+1 dj ... 0 0 0 ... 0



(8)

br = (q − 1) γwr(q−1) 1 ≤ r ≤ q co = (q − 1) γwo(q−1) do = (q − 1) γwo(1−q) (1 ≤ o ≤ j) dj+1 =∑q−1

m=1
γmj−j+w−1+(m+w)j−w+1

(
1 + γm(q+1)+w

)
cj+1 =

∑q−1

m=1
γ(q−1)jw

(
1 + γm(q+1)+w

)q
其中，  ( ) ,  ,   ,  

, 。由式(8)，可得

GGH =



i(q − 1) 0 ... 0 ... ... 0 eq 0 ... 0
0 0 ... 0 ... ... eq−1 0 0 ... 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ... eq−j−1
... ... 0 0 0 ... 0

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 ... 0 ... ... 0 0 0 ... fj+1

0 0 ... 0 ... ... 0 0 0 ... fj
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 e2 ... 0 ... ... 0 0 f1 ... 0
e1 0 ... 0 ... ... 0 i(q − 1) 0 ... 0
0 0 ... 0 ... ... g1 0 0 ... 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ... gj+1 gj ... 0 0 0 ... 0



(9)

1 ≤ r ≤ q er = (q − 1)
∑i−1

u=0
γru(q−1)

1 ≤ z ≤ j fz = (q − 1)
∑i−1

u=0
γzu(q−1)

gz = (q − 1)
∑i−1

u=0
γzu(i−q) fj+1 =

∑i−1

n=0

∑q−1

m=1
γ(q−1)jn

(
1 + γm(q+1)+n

)q

gj+1 =
∑i−1

n=0∑q−1

m=1
γzj−j+n−1+(m+j)n−j+1

(
1 + γm(q+1)+n

)
。 Fq2 γl(q−1) − 1 ̸= 0 1 ≤ l ≤ q(

1 + γr(q−1) + ...+ γ(i−1)r(q−1)
) (

γr(q−1) − 1
)
= γri(q−1) − 1 = 0

∑i−1

u=0
γru(q−1) = 0

ri ≡ 0(modq + 1)

对于 ，定义 ；对于 ，定义  与

。 此 外 ， 定 义 ,  

由于γ是 的本原元，所以 ，其中 。

因此，当且仅当 时， ，即

。

t = 1 1 ≤ r ≤ q，可得γri(q−1) − 1 ̸= 0 er ̸= 0，fz ̸= 0且gz ̸= 0 GGH = (ki,j)

k1+z,q−z ̸= 0 kq+z,q−z ̸= 0 kq−m+1,m ̸= 0 1 ≤ z ≤ j，1 ≤ m ≤ i P Q

GGH

当 时，对于 。此时 。设 ，则

， 且 ，其中 。通过构造可逆矩阵 和 ，矩阵

可化为

PGGHQ =



i (q − 1) 0 ... 0 eq 0 ... 0
0 0 ... eq−1 0 0 ... 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 e2 ... 0 0 0 ... 0
e1 0 ... 0 i (q − 1) 0 ... 0
0 0 ... gj+1 gj ... 0 0


(10)

p | i y1,1 = yq,q = 0 rank
(
GGH

)
= q + 1 p ∤ i当 时， ，故 ；当 时，通过列变换消元得
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yq,q = i− i−1
∑i−1

u=0
γuq(q−1) −

∑i−1

u=0
γu(q−1) (11)

i
(
γq−1 − 1

) (
γiq(q−1) − 1

)
将式(11)两边乘以 后

化简得

T = i2
(
2− γq−1 − γiq(q−1)

)
−
(
2− γi(q−1) − γiq(q−1)

)
(12)

T = 0 u = γq−1 ui+若 ，令 ，则方程(12)化为 

u−i − u− u−1 = 0 T ̸= 0 rank
(
GGH

)
=

q + 1

，矛盾。故 ，

。

t = gcd (i, q + 1) ≥ 2 t = 1当 时，与 时情况类似，有

rank
(
GGH) = {

q − (t− 2v − 2)，i为偶数

q − (t− 2v − 3)，i为奇数

证毕

注　下面对式(7)进行新的扭曲操作

1 + (a1β)
q+j

1 + (a2β)
q+j ... 1 + (aq−1β)

q+j

a1β a2β ... aq−1β
...

...
. . .

...
(a1β)

x
+ (a1β)

q+j+x
(a2β)

x
+ (a2β)

q+j+x ... (aq−1β)
x
+ (aq−1β)

q+j+x

(a1β)
x+1

(a2β)
x+1 ... (aq−1β)

x+1

(a1β)
x+2

+ (a1β)
q+j+x+2

(a2β)
x+2

+ (a2β)
q+j+x+2 ... (aq−1β)

x+2
+ (aq−1β)

q+j+x+2

...
...

. . .
...

aj1β
q+j−1 + y1 aj2β

q+j−1 + y2 ... ajq−1β
q+j−1 + yq−1


m ≡ 1 (mod2) (anβ)

m

(anβ)
m
+ (anβ)

q+j+m
m ≡ 0 (mod2)

(anβ)
m

0 ≤ m ≤ q + j − 1 1 ≤ n ≤ q − 1 q + j−
1 ≡ 1 (mod2) yn= ajnβ

q+j−1 + aq+2j
n β2q+2j−1

q + j − 1 ≡ 0 (mod2) yn =

即当 时，式(7)中 所在位置的

元素变为 ；当

时，式(7)中 所在位置的元素不变，其中

， 。进一步，若

， 则 ；

若 ，则 0。

rank(GGH) = q + j

[[ i(q − 1), i(q − 1)−
q − j, q + j + 1; q + j]]q

该扭曲操作使得 。由定义1，

该扭曲操作将MDS EAQECCs 提升为ME-MDS

E A Q E C C s ，码的参数为

。

i = 2, 3, 4下面的定理将具体分析 时的情形。

q = pm，其中p为奇素数，m

i t = gcd (i, q + 1) C

RSq+j (a) j =
q − 3

2
v =⌊

(1 + j) t

q + 1

⌋
定理2　设 为正整

数。设 为正整数且 。令 为由式(6)

定 义 的 R S 码 ， 其 中 ，

，则

i = 2 dim (HullH (C)) = j − 1(1) 当 时， ；

i = 3 m ≥ 2 dim (HullH (C)) = j+

(t− 2v − 2)

(2) 当 且 时，

；

i = 4 p ≡ 1 (mod4) (m ≥ 2)

p ≡ 3 (mod4) (m ̸= 2) dim (HullH (C)) = j + (t−
2v − 3)

(3) 当 且 满 足 或

时，

。

G C i = 2

T = 6 − 4γq−1 − 4γq(q−1)+

γ2(q−1) + γ2q(q−1) j =
q − 3

2
T ̸= 0

rank
(
GGH

)
= q T = 0 u = γq−1

u4 − 4u3 + 6u2 − 4u+ 1 = (u− 1)
4
= 0

u ∈ Fq2 \ Fq T ̸= 0 rank
(
GGH

)
= q

证明　 (1)设 为码 的生成矩阵。当

时，式(12)可表示为

。由于 ，故当 时，

。若 ，令 ，则上式

变形为 ，这

与 矛盾。故 ， ，

dim (HullH (C)) = j − 1从而 。

u = γq−1 i = 3 T = 16− 9u−
9u−1 + u3 + u−3 T = 0 u6 − 9u4 + 16u3−
9u2 + 1 = (u− 1)

4 (
u2 + 4u+ 1

)
= 0 u q + 1

u2 + 4u+ 1 = 0 T ̸= 0 rank
(
GGH

)
=

q−t+2v+2 dim (HullH (C))=j + (t− 2v − 2)

( 2 )  令 。当 时，

。 若 ， 则

。由 的阶为

可知 不成立，故 ，

，从而 。

i = 4 T = 30− 16u− 16u−1 + u4+

u−4 T = 0 (u+ 1)
4
+ 4u2 = 0

s2 = −1 s ∈ Fq2

( 3 )  当 时，

。同理，设 ，则 。令

， ，有

p ≡ 1 (mod4) s ∈ Fp

(u+ 1)
2
= ±2su

(a) 当 时， 。则上式分解为

，由类似(2)的方法得出矛盾；

p ≡ 3 (mod4) s ∈ Fp2 u+ u−1 ∈
Fp2 \ Fp

(b) 当 时， 。由

得出类似矛盾。

T ̸= 0 rank
(
GGH

)
= q − t+ 2v + 3

dim (HullH (C)) = j + (t− 2v − 3)

故 ， ，从而

。 证毕

q = pm，其中p为奇素数，m ≥ 2

i2 ≡ 1 (modp) i ≡ 0 (modp) 2 ≤ i ≤ q − 1

j =
q − 3

2
t = gcd (i, q + 1) v =

⌊
(j + 1) t

q + 1

⌋
定理 3　设 。

令 或 ， 。设

， ， ，则

i [[i(q − 1),

i(q−1)− 2j − q − t+ 2v + 2, q + j + 1; q − t+ 2v + 2]]q

( 1 ) 当 为奇数时，存在参数为

 

的MDS EAQECCs；

i [[i(q − 1),

i(q − 1)− 2j − q − t+ 2v + 3, q + j + 1; q − t+ 2v + 3]]q

( 2 ) 当 为 偶 数 时 ,  存 在 参 数 为

 

的MDS EAQECCs。
q = pm，其中p为奇素数，m ≥ 2

i=2 j=
q−3

2
t=gcd (2, q+1) v=

⌊
(j+1) t

q+1

⌋
[[2(q − 1), 2(q − 1)− 2j − q + 1,

q + j + 1; q + 1]]q

定理 4　设 。

取 ，令 ， ， ，

则 存 在 参 数 为

的MDS EAQECCs。
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q = pm p m ≥ 2

t = gcd (3, q + 1) j =
q − 3

2
v =

⌊
(j + 1) t

q + 1

⌋定理5　设 ，其中 为奇素数， 。

令 ， ， ，则

[[3(q − 1), 3(q − 1)− 2j − q + 2v − 1,

q + j + 1; q + 2v − 1]]q

存在参数为

的MDSEAQECCs；

q = pm，其中p为奇素数，m ≥ 2

t = gcd (4, q + 1) j =
q − 3

2
v =

⌊
(j + 1) t

q + 1

⌋
[[4(q − 1), 4(q − 1)− 2j − q − t+ 2v + 3,

q + j + 1; q − t+ 2v + 3]]q

定理 6　设 。

令 ， ， ，则

存在参数为

 的MDS EAQECCs。

 3.2  MDS EAQECCs的第2种构造

RSq+1 (b)

Uq+1 F∗
q2 q + 1

γ F∗
q2 Uq+1 =

⟨
γq−1

⟩
Uq+1 =

{b1, b2, ..., bq+1}

本节通过 构造第二类MDS EAQECCs。
设 为 中所有 次单位根构成的子群，其

中 为 的生成元，则 。记

，构造向量

b = (b1, b2, ..., bq+1, b1γ, b2γ, ..., bq+1γ, ...,

b1γ
i−1, b2γ

i−1, ..., bq+1γ
i−1) (13)

2 ≤ i ≤ q − 2 i (q + 1)

q + 1 RSq+1 (b) RSq+1 (b)

其中 。由此得到码长为 ，维数

为 的 。 的厄米特正交包维

数由下面定理给出。

q = pm，其中p为奇素数，m

i i2 ≡ 1 (modp) i ≡ 0 (modp)

s = gcd (i, q − 1) C RSq+1 (b)

W C Fq2 W

dim (HullH (C)) = s

定理7　设 是正整

数。取奇数 满足 或 ，令

。设 为由式(13)定义的 ，

为 在 上的生成矩阵。根据式(5)对 进行

扭曲操作后，可得 。

(q + 1)× (q + 1) Bδ注 定义 阶矩阵

Bδ =


1 1 ... 1
b1δ b2δ ... bq+1δ
...

...
. . .

...
bq1δ

q bq2δ
q ... bqq+1δ

q


δ ∈ F∗

q2 C W =[
B1 : Bγ : ... : Bγi−1

]其中， ，从而 的生成矩阵可表示为

。

Bδ对 进行新的扭曲改造



1 + (b1δ)
q+1

1 + (b2δ)
q+1 ... 1 + (bq+1δ)

q+1

b1δ b2δ ... bq+1δ
...

...
. . .

...
(b1δ)

x
+ (b1δ)

q+1+x
(b2δ)

x
+ (b2δ)

q+1+x ... (bq+1δ)
x
+ (bq+1δ)

q+1+x

(b1δ)
x+1

(b2δ)
x+1 ... (bq+1δ)

x+1

(b1δ)
x+2

+ (b1δ)
q+x+3

(b2δ)
x+2

+ (b2δ)
q+x+3 ... (bq+1δ)

x+2
+ (bq+1δ)

q+x+3

...
...

. . .
...

(b1δ)
q
+ y1 (b2δ)

q
+ y2 ... (bq+1δ)

q
+ yq+1


，

m ≡ 1 (mod2) Bδ (bnδ)
m

(bnδ)
m

+ (bnδ)
q+1+m

m ≡ 0 (mod2)

Bδ (bnδ)
m

0 ≤ m

≤ q + 1 1 ≤ n ≤ q + 1 q ≡ 1 (mod2)

yn = (bnδ)
q
+ (bnδ)

2q+1
q ≡ 0 (mod2) yn =

即当 时， 中 所在位置的元

素 变 为 ； 当

时， 中 所在位置的元素不变，其中

， 。进一步，若 ，则

；若 ，则 0。

rank
(
WW H

)
= q + 1

[[i(q + 1),

(i− 1)(q + 1), q + 2; q + 1]]q

该扭曲操作使得 。由定

义1可知，该扭曲操作将MDS EAQECCs 提升为

ME-MDS  EAQECCs，码的参数为

。

根据定理7，本文得到如下新参数的MDS
EAQECCs。

q = pm，其中p为奇素数，m

i i2 ≡ 1 (modp) i ≡ 0 (modp)

2 ≤ i ≤ q − 2 s = gcd (i, q − 1)

[[ i(q + 1), (i− 1)(q + 1)− s, q + 2; q − s+ 1]]q

定理8　设 是正整

数。取奇数 满足 或 ，

。令 ，则存在参数为

的MDS

EAQECCs。

q = pm，其中p为奇素数，m

i = 3 s = gcd (i, q − 1)

[[ 3 (q + 1) , 2q + 1, q + 2; q]]q

定理9　设 是正整

数。取 ， ，则存在参数为

的MDS EAQECCs。

本文构造的MDS EAQECCs见表1。

 

表 1  本文构造的MDS EAQECCs

构造类 构造参数 参数来源

1 [[ 120, 58, 37; 10]]25  定理3

[[ 156, 106, 40; 28]]27  定理3

[[ 288, 194, 73; 50]]49  定理3

[[ 160, 2, 121; 82]]81  定理4

[[ 78, 11, 40; 11]]27  定理5

[[ 72, 22, 40; 28]]25  定理5

[[ 496, 250, 187; 126]]125  定理6

[[ 32, 18, 13; 10]]9  定理6

[[ 32, 20, 13; 12]]9  定理3的ME提升

[[ 78, 39, 40; 39]]25  定理3的ME提升

2 [[ 130, 103, 27; 25]]25  定理8

[[ 30, 23, 7; 5]]5  定理8

[[ 630, 503, 127; 125]]125  定理8

[[ 84, 55, 29; 27]]27  定理9

[[ 12, 7, 5; 3]]3  定理9

[[ 30, 19, 11; 9]]9  定理9

[[ 12, 8, 5; 4]]3  定理8的ME提升

[[ 30, 24, 7; 6]]5  定理8的ME提升
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基于定理1与定理7，本文得到几类新参数的

MDS EAQECCs，具体见定理3～6, 8, 9。
q2

q + 1

λ ≥ q + 3

8
q + 1

q + 1
q2 − 1

4
,
(q − 1) (q + 1)

8
,
q2 − 1

i
(i ∈ {3, 5, 7})

q2 + 1

2

注：表2总结了码长小于 且最小距离超过

的已知MDS EAQECCs。在文献[30]中，虽然

码的码长较为灵活，但是最小距离需要保持一定限

制，即只有在 时，最小距离才能优于 。

文献[31,32]也存在同样的缺陷。而文献[33–36]中的

MDS EAQECCs虽然在最小距离上优于 ，但

是码长 与

都固定不变，不够灵活。与表2 中已知的 MDS

EAQECCs 对比可知，本文构造的码在保持最小距

离优势的同时，实现了码长的灵活可调，并且所构

造码的参数是新的，没有被之前的研究所覆盖。

 4    结束语

本文利用TRS码构造了两类MDS EAQECCs，

对比分析表明，本文构造的EAQECCs具有以下优势：

(1)相较于表2中已知的MDS EAQECCs，本文

的 MDS EAQECCs参数是新的，没有被之前的研

究所覆盖；

q + 1

(2)本文构造的EAQECCs不仅实现了码长灵活

可调，所构造码的最小距离也显著突破了 的

理论界限；

 

q表 2  与已知 -元MDS EAQECCs的参数对比

构造类 n  d  c  限制条件 文献

1 2λ (q − 1)  d  2i  
i ∈ {1, 2} λ λ| (q − 1) 8| (q + 1)

q − 1

2
(i− 1) + 4λ+ 1 ≤ d ≤

q − 1

2
+ 2 (i+ 1)λ

 , 为奇数, , 

 
[30]

2 q2 − 1

λ
  y + 1  y  1 ≤ y ≤

⌊
q2 − 1

2λ

⌋
  [31]

3 q2 + i  d  1 2 ≤ d ≤ 2q + i− 1), i ∈ {−1, 1} , [32]

q2 − 1

i
  d  2 q + 1

2
+ 2 ≤ d ≤

3

2
q −

1

2
  

4 q2 + 1  2q + 2  5 q ≡ 3 (mod4)  [33]

q2 + 1  2λ+ 2  9 q ≡ 3 (mod4) q + 1 ≤ λ ≤ 2q − 2 ,  

q2 − 1

4
  d  4 q ≡ 3 (mod4)

3q + 7

4
≤ d ≤

5q + 1

4
 ,  

5
(q − 1) (q + 1)

8
 

 
d  8 q + 1 ≤ d ≤

9q − 1

8
  [34]

6 q2 − 1

i
  d  i  i ∈ {3, 5, 7}, q + 1 ≤ d ≤

(i+ 1) (q + 1)

j
− 1  [35]

q2 − 1

j
  d  7 d =

8 (q + 1)

j
− 1  

7 q2 + 1

2
  3q − 1  13 q ≥ 5  [36]

4q − 2  25 q ≥ 7  

6q − 4  61 q ≥ 11  

8 i (q − 1)  q + j + 1 q − t+ 2v + 2 
i2 ≡ 1 (modp) i ≡ 0 (modp) i

j =
q − 3

2
v =

⌊
(j + 1) t

q + 1

⌋
t = gcd (i, q + 1)

 或 , 为奇数,

 , ,  
定理3

i (q − 1)  q + j + 1 q − t+ 2v + 3 
i2 ≡ 1 (modp) i ≡ 0 (modp) i

j =
q − 3

2
v =

⌊
(j + 1) t

q + 1

⌋
t = gcd (i, q + 1)

 或 , 为偶数,

 , ,  

i (q − 1)  q + j + 1  q + j  c = d− 1  ME提升

2 (q − 1)  q + j + 1  q − t+ 2v + 3  c = d− 1 i = 2 ，  

3 (q − 1)  q + j + 1 q − t+ 2v + 2 c = d− 1 i = 3 ，  

9 i (q + 1)  q + 2  q − s+ 1  
i i2 ≡ 1 (modp) i ≡ 0 (modp) 2 ≤ i ≤ q − 2

s = gcd (i, q − 1)

 为奇数, 或 ， ,

 
定理8

i (q + 1)  q + 2  c = d− 1  ME提升

3 (q + 1)  q + 2  q  c = d− 1 i = 3 ，  
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(3)通过给出特定的扭曲操作，本文的MDS
EAQECCs达到了ME-MDS EAQECCs。

本文的研究成果表明，TRS码是构造性能良好

EAQECCs的重要线性码类。
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Constructing Two Classes of Maximum Distance Separable
Entanglement-Assisted Quantum Error-Correcting Codes
by Using Twisted Generalized Reed-Solomon Codes

PAN Xin      GAO Jian

(School of Mathematics and Statistics, Shandong University of Technology, Zibo 255000, China)

Abstract:

Objective　With the rapid development of quantum communication and computation, efficient error-correction

technologies are critical for ensuring the reliability of quantum systems. Maximal Distance Separable (MDS)

Entanglement-Assisted Quantum Error-Correcting Codes (EAQECCs) with flexible code lengths and larger

minimum distances offer significant advantages in enhancing quantum system robustness. However, classical

quantum codes face limitations in parameter flexibility and minimum distance constraints. This study addresses

these challenges by leveraging Twisted Generalized Reed-Solomon (TGRS) codes to construct novel MDS

EAQECCs, aiming to improve performance in complex quantum communication scenarios. In this paper, TGRS

codes are innovatively applied to construct MDS EAQECCs. Different from polynomial construction methods,
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we determine the dimension of the Hermitian Hull through special matrix rank analysis, and successfully

construct -ary MDS EAQECCs with a minimum distance exceeding . Two construction schemes with

flexible code lengths are proposed. Notably, the minimum distances of the constructed -ary codes all exceed

. Table 2 systematically summarizes the known MDS EAQECCs with a length less than  and a

minimum distance exceeding . The novelty of the construction schemes in this paper is highlighted

through parameter comparison. Reasoning shows that our schemes achieve flexible adjustment of the code

length while maintaining the advantage of the minimum distance.

Methods　The proposed approach integrates TGRS codes with algebraic techniques to design MDS EAQECCs.

Two families of MDS EAQECCs are constructed by using TGRS codes over finite fields. The key steps are as

follows: (1) TGRS Code Construction: Utilizing twisted polynomials and hook parameters to generate TGRS

codes with adjustable dimensions and minimum distances. (2) Hermitian Hull Analysis: Applying matrix rank

analysis to determine the dimensions of the Hermitian Hull of the constructed codes, which is crucial for

satisfying the Singleton bound in quantum codes. (3) Twisted Operation Optimization: Employing twisted

operations to transform the constructed MDS EAQECCs into ME-MDS EAQECCs.

Results and Discussions　This paper constructs two families of MDS EAQECCs using TGRS codes and gives

certain twisted conditions under which the codes are ME-MDS EAQECCs. Compared with other known codes,

these new codes have more flexible parameters and significant advantages in terms of code length, minimum

distance, and maximum entanglement state. This paper constructs -ary EAQECCs with 

 when  is odd and 

 when  is even. Based on Theorem 1 and Theorem 2, several types of MDS

EAQECCs are obtained, and their parameters are listed in Table 1.Theorems 3～6 give the existence conditions

of specific -ary EAQECCs under different parameter settings. Furthermore, this paper upgrades the MDS

EAQECCs to ME-MDS EAQECCs with  by a twisted operation.

Meanwhile, this paper constructs -ary EAQECCs with .

Moreover, this paper upgrades the MDS EAQECCs to ME-MDS EAQECCs with 

 by a twisted operation. Theorem 7 gives the dimension of the Hermitian Hull of this RS

code after the twisted operation on its generating matrix. Similar to the first construction, a new twisted

operation is applied, which upgrades the MDS EAQECCs to ME-MDS EAQECCs with specific parameters.

Theorems 8, 9 give the existence conditions of specific -ary EAQECCs under different parameter settings

based on this construction method.

Conclusions　Two families of MDS EAQECCs are constructed using TGRS codes, and the parameters of

known MDS EAQECCs are systematically summarized. Comparative analysis reveals that the EAQECCs

proposed in this paper offer the following advantages: Compared with the known -ary MDS EAQECCs (Table 2),

the parameters of the MDS EAQECCs constructed here are new and have not been covered by previous

studies; The codes not only enable flexible code-length adjustments but also achieve a minimum distance that

significantly exceeds traditional theoretical bounds; Under specific twisted conditions, the constructed MDS

EAQECCs are upgraded to ME-MDS EAQECCs. By introducing the twisted operation on RS codes, more

flexible parameter combinations are obtained. This provides greater flexibility in the design of quantum error-

correcting codes, enabling better adaptation to different quantum communication requirements. This

improvement further optimizes the performance of quantum error-correcting codes, enhancing the

entanglement-assisted error-correcting ability and improving the overall efficiency of quantum systems. These

research results indicate that TGRS codes are important theoretical tools for constructing high-performance

EAQECCs with excellent parameters. They play a pivotal part in advancing the development of quantum

communication technology. Moreover, they offer a firm theoretical underpinning for the practical

implementation of quantum error-correcting codes. Future research can focus on further exploring the potential

of TGRS codes in constructing more advanced quantum error-correcting codes and expanding their applications

in different quantum communication scenarios.
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