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摘   要：针对真实信源位置与字典网格不匹配导致波达角估计(DOA)误差过大的问题，该文提出一种基于修正迭

代自适应(IAA)功率谱算法的离网格(Off-Grid)DOA估计方法(OGIAA)。该方法首先通过修正IAA方法得到信号

功率谱，读出功率峰值的对应网格角度作为粗估计结果，再利用平方误差代价函数，将代价函数2阶泰勒展开并

最小化得到初始偏移量，最后交替优化功率分量和偏移量，实现高精度的离网格DOA估计。理论分析和仿真结果

表明，该方法实现过程简单，无正则化参数影响，能准确估计出偏移网格的信源角度，在高阵列自由度的非均匀

阵列上也同样具备高估计精度。
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Abstract: According to the problems that the mismatch between the real source location and the dictionary

grid leads to the great error of Direction Of Arrival (DOA), an Off-Grid DOA estimation based on modified

Iterative Adaptive Approach (IAA) is proposed (OGIAA). Firstly, the signal power spectrum obtained by the

IAA is modified, and the corresponding grid angle of the peak power is read out as the coarse estimation

results. Then, the square error cost function is expanded to the second order Taylor expansion and minimized

to obtain the initial offset. Finally, the power component and offset are optimized alternately to achieve high

precision off grid DOA estimation. Theoretical analysis and simulation results show that the implementation

process of this method is simple, and it can accurately estimate the source angle of the migration grid without

regularization parameters. It also has higher estimation accuracy on non-uniform arrays with more degrees of

freedom.
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1    引言

波达方向估计(Direction Of Arrival, DOA)在
雷达、通信、电子对抗、生物医学等领域有着广泛

的应用。在现有的DOA估计方法中，基于稀疏重

构的估计算法适用于非均匀阵列，能估计出比阵元

数更多的信源个数，并且在低信噪比、低快拍、相

干信源条件下具有优良的性能，因此得到了广大学

者的关注[1–20]。

基于稀疏重构的DOA估计方法需要选择一个

稀疏度量，在预定义的离散字典网格上进行信号的

重构。一些方法利用正则化系数综合重构精度与稀

疏程度，这往往会导致估计结果精度无法保证[3,4]。

为了消除正则化系数的干扰，一系列无参数的估计

方法被提出，如基于稀疏迭代的协方差估计(SParse
Iterative Covariance based Estimation, SPICE)、
迭代自适应(Iterative Adaptive Approach, IAA)、
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基于似然的稀疏参数估计(LIkelihood-based Estim-
ation of Sparse parameters, LIKES)等[5–7]，这些方

法能在预定义的网格上重构信号，然而实际上待估

计信源的位置往往不会正好定位在网格上，导致估

计结果误差较大。

为了解决网格与信源位置不匹配的问题，一类

方法是提高网格的密集度，但这会导致算法复杂度

急剧上升 [8 ]；另一类方法是自适应的网格细化方

法，徐文先等人[9]在IAA算法的估计的基础上细化

网格，进行自适应的字典校正，能准确估计出偏离

网格的信源角度，但是细化网格会带来较大运算负

担，并且当网格间的相关度过高时，根据有限等距

性质(Restricted Isometry Property, RIP)准则，此

时算法的估计能力反而大大降低[10]。针对该问题，

近年来国内外学者提出了基于偏移量的离网格稀疏

重构估计方法[11–15]。Gretsistas等人[11]基于正交匹

配的原则提出了同步正交匹配追踪(Simultaneous

Orthogonal Matching Pursuit, SOMP)方法，交替

优化信号分量和网格偏移量，实现了离网格的

DOA估计，但是其计算量过高，并且部分情况下

精度无法保证；Yang等人[12]提出了一种离网稀疏

贝叶斯推理(Off-Grid Sparse Bayesian Inference,

OGSBI)的方法。在OGSBI方法基础上，一系列基

于贝叶斯框架内的估计算法被提出，如Wu等人[13]

提出的基于期望最大化的改进稀疏贝叶斯推理方法

等。然而上述方法大多涉及非凸优化，只能保证局

部收敛，并且具有较大计算复杂度。Ma等人[14]提

出了一种基于迭代相位偏移校正的估计方法(Iter-

ative Phase Offset Correction, IPOC)，该方法利

用虚拟阵的等效单快拍接收数据结构进行DOA估

计，应用在稀疏阵上能在增大阵列自由度的同时减

小算法复杂度，但应用在均匀阵时估计精度受限；

王洪雁等人[15]提出了一种基于协方差矩阵重构的离

网格DOA方法，但其功率求解涉及凸优化问题，

具有较高的计算复杂度。与此同时，一类基于原子

范数最小化及Toeplitz矩阵范德蒙德分解的无网格

方法也被提出[16–18]，但是这类方法仅适用于均匀阵

列。对于非均匀阵列，Zhou等人[19,20]提出了基于阵

元内插的Toeplitz矩阵重构方法，并在互质阵列上

取得了良好的效果。然而阵元内插不可避免地带来

额外的估计误差，并且半定规划问题求解具有较高

的计算复杂度。

针对上述算法存在的问题，本文将离网格的思

想引入到IAA算法中，并对IAA算法功率计算进行

修正，提出了一种基于修正IAA功率谱的离网格DOA
估计算法(Off-Grid Iterative Adaptive Approach,

OGIAA)。该算法可以解决信源位置与网格不匹配

等问题，并且能够进行全局寻优以实现高精度的DOA
估计。算法可以分为基于修正IAA算法功率谱的粗

估计和基于最小平方误差准则的偏移量求解两个部

分。首先，对IAA方法求出的功率谱进行修正，得

到预定义网格上更加准确的信号功率分量和噪声功

率分量；之后，基于最小平方误差准则构建代价函

数，利用泰勒二次展开并最小化代价函数得到初始

偏移量；最后，交替优化功率分量和网格偏移量，

直至满足收敛条件。仿真验证了算法的有效性。 

2    基于修正IAA功率谱算法的粗估计

sk θk

本文分别在第2节和第3节推导了OGIAA算法

的两个步骤。首先，通过修正IAA算法求出的空域

功率谱得到信号功率和波达角方向的粗估计结果。

假设存在一个M元均匀线阵，各个阵元全向同性且

阵元间距为d，远场处有K个信号 以角度 抵达

线阵，则阵列接收到的窄带信号数据可以表示为

y(n) =

K∑
k=1

A(θk)sk(n) + e(n), n = 1, 2, ..., N (1)

A

A = (a(θ1),a(θ2), ...,a(θK))

a(θk) = e−j2πmd sin θk/λ

其中，N是快拍数， 是大小为M×K的导向矢量

矩阵， ，在远场条件

下，导向矢量 ，则有限快拍

下的信号协方差矩阵可以表示为

R =
1

N
yyH = APAH (2)

P = diag(p) p

sk

Q(θk)

其中， ， 表示K个信源的功率分量组

成的向量。此外，除了期望信号 之外的干扰和噪

声的协方差矩阵 可以表示为

Q(θk) = R− p(θk)a(θk)a
H(θk) (3)

JWLS

θk sk

接下来根据基于加权最小二乘法 (Weighted
Least Squares, WLS)的代价函数 [21]得到波达

角方向为 的信号分量

JWLS =

N∑
n=1

(y(n)− aH(θk)sk(n))Q
−1(θk)

· (y(n)− a(θk)sk(n)), n = 1, 2, ..., N (4)

最小化式(4)得到

sk(n) =
aH(θk)Q

−1y(n)

aH(θk)Q−1a(θk)
, n = 1, 2, ..., N (5)

根据式(3)和矩阵求逆定理，式(5)可以进一步

化简为

sk(n) =
aH(θk)R

−1y(n)

aH(θk)R−1a(θk)
, n = 1, 2, ..., N (6)

要求出信号在空域上的功率谱，首先基于等角
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Φ = (ϕ1, ϕ2, ..., ϕQ) Q ≫ M > K

Ā(Φ) = (a(ϕ1),a(ϕ2), ...,

a(ϕQ))

度划分的原则在空间域上设置过完备表示的离散网

格 ，其中 ，网格角

度对应的导向矢量矩阵为

，根据式(1)的信号模型，对每个网格点对应

的功率分量进行初始估计

p̄(1)(ϕq) =
1

N

N∑
n=1

∣∣∣s̄(1)(ϕq, n)
∣∣∣2

=
1

aH(ϕq)a(ϕq)N

N∑
n=1

∣∣aH(ϕq)y(n)
∣∣2 (7)

s̄(ϕq, n) p̄(ϕq) ϕq其中， ,  分别是字典角度 对应的信号

分量和功率分量，根据式(6)进一步更新网格上的

功率谱，在第i次迭代有

R̄(i) = Ā(Φ)P̄ (i)(Φ)Ā(Φ) (8)

s̄(i+1)(ϕq, n) =
aH(ϕq)R̄

−1(i)y(n)

aH(ϕq)R̄−1(i)a(ϕq)
, n = 1, 2, ..., N

(9)

p̄(i+1)(ϕq) =
1

N

N∑
n=1

∣∣∣s̄(i+1)(ϕq, n)
∣∣∣2 (10)

P̄ (Φ) = diag(p̄)∥∥p̄(i+1)(Φ)− p̄(i)(Φ)
∥∥2
2
< ε

其中， ，循环至满足收敛条件

，得到信号在预置网格上

的功率谱。

p̄k θ̄k

如果信源数已知，则可以直接根据功率谱得到

对应的功率谱峰值分量 和对应的粗估计结果 。

如果信源数未知，则可以根据贝叶斯信息准则

(Bayesian Information Criterion, BIC)[22]进行粗估计。

BIC(η)

= 2MN ln

 N∑
n=1

∥∥∥∥∥∥y(n)−
∑

k∈{J∪j}

a(ϕk)ŝ(ϕk, n)

∥∥∥∥∥∥
2

2


+ η ln(2MN) (11)

η其中， 是剩余的峰值数，j是功率谱峰值对应的网

格位置，J是选中网格的集合。

e(n)

M ·min(p̄(θ̄k))
假设附加噪声 为高斯白噪声，文献[7]直接

利用 求解噪声功率，但是这一表达

式得到的噪声功率估计结果并不准确。本文利用

IAA求解过程中得到的信号分量估计出噪声分量

ē(n) = y(n)−
K∑

k=1

A(θ̄k)s̄(θ̄k, n) (12)

ē(n)

σ̄2
n

p̂k

求出噪声分量 的方差，就能得到估计更为

准确的噪声功率 ，此时进一步对功率谱修正，得

到修正后的峰值处功率分量

p̂k = p̄k − σ̄2
n

M
(13)

 

3    基于最小平方误差准则的偏移量求解

接下来求解网格偏移量得到精细估计的结果。

首先对协方差矩阵R进行向量化

ȳ = vec(R) = Ā(θ)p̄+ īσ2
n (14)

Ā(θ) = A(θ)⊙A∗(θ) ⊙ ī其中， ， 表示克罗内克积，

是M阶的单位阵I向量化后的单位向量。

ȳ根据 的表达式，结合粗估计结果，基于最小

平方误差准则设置目标函数F

F (θ̄k) =

∥∥∥∥∥ȳ − īσ2
n −

K∑
k=1

Ā(θ̄k)p̂k

∥∥∥∥∥
2

2

= zH(θ̄k)z(θ̄k)

(15)

z(θ̄k) = ȳ − īσ2
n −

∑K

k=1
Ā(θ̄k)p̂k

θ̄k

其中， ，接下来

分别求解目标函数F对 的1阶导数和2阶导数

F ′(θ̄k) = 2real

(− K∑
k=1

Ā′(θ̄k)p̂k

)H

z

 (16)

F ′′(θ̄k) =2real((−
K∑

k=1

Ā′′(θ̄k)p̂k)
Hz)

+ 2real

(− K∑
k=1

Ā′(θ̄k)
⌢
p k

)H

·

(
−

K∑
k=1

Ā′(θ̄k)
⌢
p k

))
(17)

real(·)
θ̄k

F̄

其中， 表示取括号内复数变量的实部，在目

标函数F中对第k个信源的粗估计结果 进行2阶泰

勒展开，得到新的代价函数

F̄ = F (θ̄k) + F ′(θ̄k)δk +
1

2
F ′′(θ̄k)δ

2
k (18)

δk θ̂k F̄

F̄ δk

其中， 是 的偏移量，为了求出代价函数 的最

小值，将 对偏移量 求导，并令导数为零，解得

δ
(1)
k = −F ′(θ̄k)/F

′′(θ̄k) (19)

求解K次得到K个偏移量，则第1次DOA估计

的结果为

θ̂
(1)
k = θ̄k + δ

(1)
k (20)

δ
(L)
k − δ

(L−1)
k ≤ β

将第1次估计的结果代回IAA算法中，重复式(7)—
式(10)，求出新的信号功率分量和噪声功率分量，

再代入式(15)—式(19)中求出新的偏移量。交替优

化功率和偏移量，假设循环L次后满足收敛条件

，结束循环。最终估计结果为

θ̂
(L)
k = θ̄k + δ

(1)
k + ...+ δ

(L)
k (21)

综上所述，算法具体的步骤如下：
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θ̄k p̄k σ̄2
n

p̂k

步骤1　根据式(7)—式(10)的IAA算法得到参

数粗估计的结果 ， ， ，并且根据式(13)对功

率谱进行修正，得到修正后的信号功率 。

F̄ (1)

F̄ (1) δ
(1)
k

θ̂
(1)
k

步骤2　基于最小平方误差准则，根据粗估计

的结果设置代价函数 ，按式(15)—式(19)最小

化 得到偏移量 ，根据式(20)能得到精细估计

结果 。

p̂
(1)
k σ̄

2(1)
n

步骤3　将步骤2的估计结果代回IAA算法中，

更新功率谱并修正，得到 ,  。

F̄ (2) F̄ (2) δ
(2)
k

步骤4　利用更新后的参数重新构建目标函数

，最小化 得到新的偏移量 。

δ
(L)
k − δ

(L−1)
k ≤ β

imax

θ̂
(L)
k = θ̄k + δ

(1)
k + ...+ δ

(L)
k

步骤5　 重复步骤3、步骤4，交替优化功率分

量和偏移量，当满足 或达到最大

迭代次数 时结束循环，得到最终的估计结果

。
 

4    仿真验证

本节首先研究OGIAA算法中的一些预定义参

数，如字典间隔、最大迭代次数的取值对估计结果

的影响。之后分别在均匀阵与互质阵上进行仿真实

验，通过对比SOMP[10], OGSBI[11]和IPOC[14]等算

法，验证本文提出的OGIAA算法的有效性。

∣∣∣θ̂i − θi

∣∣∣ ≤ 0.15◦

仿真1　为了探究最大迭代次数和字典网格间

隔对算法估计结果的影响，设置阵元数M=10，快

拍数N=100，待估计信源个数K=5，波达角方向

分别为40.80°, 17.78°, 5.25°, –28.28°, –51.30°，假

设估计结果 为估计正确，在每个条

件下进行T=200次蒙特卡罗实验。不同迭代次数

imax和不同网格间隔r在信噪比–10～30 dB下的估

计正确率分别如图1(a)、图1(b)所示。

由图1可以看到，图1(a)中除了1次迭代的条件

下精度明显降低，在两次迭代后几乎都能达到最高

精度，可见本文所提算法具有较快的收敛速度。

图1(b)中除了网格间隔为4°时在低信噪比情况下估

计精度略有降低，其余网格间隔下的估计精度几乎

一致，可以看出预定义字典间隔的设置对所提算法

估计精度影响有限。综上所述，在计算量受限的场

合，减少最大迭代次数或者增大网格间隔都是一种

减少算法运算量的有效选择。

θ1

θ2

仿真2　假设存在阵元数M=10的均匀阵列，

待估计信源个数K=2，信源波达角分别为 =40.8°,
=–51.3°，信噪比SNR=10 dB，快拍数N=100，

设置字典离散网格间隔为r=2°，图2为本文所提

OGIAA算法与IAA, SOMP, OGSBI和IPOC算法

的空域谱对比结果。

由图2放大的部分可以看到，由于待估计信源

角度不会正好定位在网格上，所以IAA算法峰值对

应的网格无法正确估计出信源角度，而其余4种离

网格估计方法都能得到准确的估计结果。为了进一

步说明本文所提算法的有效性，将算法估计精度用

均方根误差(Root Mean Squared Error, RMSE)表示

RMSE =

√√√√√√
T∑

i=1

K∑
k=1

[(θ̂ik − θk)
2
]

TK
(22)

保持其他条件不变，在–10～30 dB的范围内改

变信噪比的取值，并令快拍数N分别为200和20，
在每个条件下进行T=200次蒙特卡罗实验，则不同

算法的估计精度为随信噪比的变化如图3所示。

由图3(a)可以看到，当N=200时，由于网格不

匹配的原因，IAA算法估计精度最低，而OGSBI算
法和SOMP算法无法做到全局寻优，导致精度受

限。IPOC算法对均匀阵列的虚拟阵进行处理，虽

然减少了计算量，但是估计精度受到限制。MU-
SIC算法虽然在高信噪比下具有较高的估计精度，

然而在低信噪比下精度不足。相比之下，本文提出

的OGIAA算法精度最高，并且能接近克拉默-拉奥

界(Cramer-Rao Bound, CRB)。由图3(b)可以看

 

 
图 1 不同参数条件下的估计正确率
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到，当N=20时，OGSBI算法和MUSIC算法在高信

噪比下能取得较好的效果，但是在低信噪比下精度

就无法保证，而本文所提算法在不同信噪比和快拍

数下都具有更高的估计精度，并且在高信噪比下估

计精度能接近CRB。

O(M1M2)

M1 = 3 M2 = 5

仿真3　互质阵列由两个阵元数互质的子阵组

成，利用2阶相关矩阵向量化，并删去其中重复的

元素，观察剩余数据的结构，其对应的虚拟阵列具

有更大的阵列口径和高达 的阵列自由度，

因此在近几年，基于互质阵列扩展虚拟阵列的信号

处理技术得到了广大学者的关注。为了说明本文算

法应用在高自由度的稀疏阵上仍然具有较高的估计

精度，如图4所示，假设存在一个 , 

M = 7

M̄ = 21

的互质阵列，总阵元个数 ，利用2阶相关矩

阵向量化，可以得到阵元数 的中间连续，

两端稀疏的扩展虚拟阵列。

ỹ对虚拟阵列等效单快拍接收数据 进行处理，

此时更改代价函数F的表达式为

ỹ = Gȳ = Ãp+ īσ2
n (23)

F =

∥∥∥∥∥ỹ − ĩσ2
n −

K∑
k=1

Ã(θ̄k)p̂k

∥∥∥∥∥
2

2

= z̃Hz̃ (24)

z̃ = ỹ − ĩσ2
n −

∑K

k=1
Ã(θ̄k)p̂k

M̄ ×M2

ỹ

Ã

ĩ

其中， ，G是大小为

的选择矩阵，每行只有一个单元为1，其余

单元都为0，目的是剔除 中的重复元素，构建虚拟

阵列的单快拍接收数据。 是非均匀虚拟阵对应的

导向矢量矩阵， 是除了中间单元为1其余单元都为

0的列向量。

θ1

θ2

设置信噪比SNR=20 dB，快拍数N=200，待

估计信源个数K=9，其波达角方向在 =–60.3°，
=60.8°间均匀分布。图5为利用虚拟阵列单快拍

数据进行DOA估计的结果。可以看到，对于总阵

元数为7的互质阵来说，利用本文算法对其虚拟阵

列的单快拍接收数据进行DOA估计，可以准确估

计出比阵元数更多的信源个数。

为了进一步说明本文算法在互质阵DOA估计

上的优势，假设待估计信源波达角为40.8°, –51.3°，

 

 
图 2 不同算法在空域网格上的幅度对比图

 

 
图 3 不同快拍数和信噪比下的算法估计精度

 

 
图 4 互质阵列结构

 

 
图 5 互质虚拟阵估计结果
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保持其他条件不变，分别改变信噪比和快拍数的取

值，每个条件下进行T=200次蒙特卡罗实验，不同

算法估计精度随信噪比和快拍数的变化如图6所
示。由图6(a)可以看到，当N=200时，对于虚拟阵

列等效单快拍接数据，SOMP和OGSBI算法无法做

到全局寻优，而IPOC算法和OGIAA算法具有更高

的估计精度。MUSIC算法由于只能对虚拟阵列中

间连续阵元进行平滑处理，导致两端稀疏部分阵元

的接收数据丢失，因此算法精度受限。由图6(b)可
以看到，当N=20时，IPOC算法在低信噪比情况

下精度无法保证。相比之下，OGIAA算法仍然具

有较高的估计精度。综上所述，在不同信噪比和快

拍数下，本文所提OGIAA算法能做到全局寻优，

具有更强的估计性能。

 

 
图 6 不同快拍数和信噪比下的算法估计精度

 
 

5    结论

本文提出了一种基于修正IAA算法功率谱的离

网格DOA估计方法，有效解决了常规稀疏重构算

法字典网格与信源位置不匹配问题，实现了高精度

的离网格DOA估计。本文算法以修正IAA算法得

到的功率谱构建基于最小平方误差准则的代价函数，

并通过泰勒展开最小化代价函数求解偏移量，原理

清晰，结构简单，无正则化系数的干扰。仿真结果

表明，相比其他离网格DOA估计方法，本文算法

具有更高的估计精度，能准确估计出偏离网格的信

源波达角方向。
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