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OFDMA 毫微微小区双层网络中基于分组的资源分配 
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摘  要：毫微微小区(Femtocell)网络能够增强室内覆盖，提高系统容量，但是在频谱共享的正交频分多址(OFDMA)

毫微微小区网络中，毫微微小区之间的同层干扰以及毫微微小区与宏小区(Macrocell)之间的跨层干扰严重限制了系

统的性能。针对这两种干扰，该文提出一种基于分组的资源分配算法。该算法包括两部分：一部分是宏基站先利用

改进的匈牙利算法为宏小区用户分配信道，再用注水算法分配功率，保证宏小区用户的正常传输；另一部分是在避

免干扰宏小区用户的基础上，先采用模拟退火算法对毫微微小区进行分组，再进行信道和功率分配，满足毫微微小

区用户的数据速率需求，最大化频谱效率。仿真结果表明，该算法有效地抑制了这两种干扰，既能保证用户的数据

速率需求，又能有效提升网络频谱效率。 
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Abstract: Femtocell is a promising technology to enhance indoor coverage and system capacity. However, the 

co-tier and cross-tier interference impair greatly the network performance for spectrum-sharing OFDMA femtocell 

networks. To mitigate the co-tier/cross-tier interference, a cluster-based resource allocation algorithm is proposed. 

The proposed algorithm consists of two parts: In the first part, an improved Hungarian algorithm is first adopted 

to assign sub-channels to the Macro Users Equipments (MUEs). Then the averagely assigned power is reallocated 

in linear water-filling fashion in order to ensure the transmission of MUEs. In the other part, Simulated Annealing 

algorithm is first used to cluster femtocells into disjoint groups. Then under the condition of avoiding causing 

interference to MUEs, femtocells perform sub-channel and power allocation according to the rate requirements of 

Femtocell User Equipments (FUEs) to maximize spectrum efficiency. Simulation results show that the proposed 

algorithm not only guarantees the data rate requirements of users, but also improves the spectrum efficiency. 
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1  引言  

毫微微小区就是短距离、低功率、低成本的家

庭小区，由用户部署通过DSL或光纤连接到核心网，
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并且工作在授权频带。毫微微小区不仅可以为用户

提供更好的室内体验，还能够卸载宏小区网络流量，

增加网络覆盖[1]。然而，毫微微小区在带来诸多优势

的同时也带来了许多干扰问题。由于宏小区与毫微

微小区之间缺乏协同，当它们使用相同的信道时，

可能会带来严重的跨层干扰。同时，当毫微微小区

使用相同的信道时，可能会产生严重的同层干扰。

随着毫微微小区部署密度的提高，这两种干扰更加

严重。 
针对这一问题，一些文献提出了减小跨层干扰

和同层干扰的资源分配方案 [2 13]− 。文献[2]提出了一
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种基于斯坦伯格博弈的资源分配策略。文献[3]提出

了一种子信道和功率联合分配算法。文献[4]提出一

种分布式的自组织资源分配方案，该方案在保证用

户服务质量的基础上，最小化总的发射功率。文献

[5]研究了双层毫微微小区网络中的资源分配问题，

旨在宏小区总速率约束条件下，最大化毫微微小区

总的吞吐量。文献[6]将毫微微小区网络中的资源分

配问题模型化，在宏小区用户干扰约束下，保证毫

微微小区的公平性。文献[7]提出了一种基于效用公

平的功率控制策略。文献[8]研究了正交频分多址

(OFDMA)系统中一种面向多业务应用的自适应资

源分配算法。 

在现有的研究中，集中式的资源分配方案随着

毫微微小区数量的增加，计算复杂度急剧增加，使

得集中式的方案，难以在毫微微小区密集部署的场

景中应用[9]。因此，本文提出了基于分组的资源分配

方案 [10 13]− 。分组方法包括组内正交分组和组间正交

分组。组内正交分组方法将干扰严重的毫微微小区

分在相同组，相同组中的毫微微小区使用不同的子

信道，不同组可以复用子信道。相反，组间正交分

组方法是将没有干扰或干扰很小的毫微微小区分在

相同组，相同组中的毫微微小区可以复用子信道，

不同组分配正交的子信道。组内正交分组方法是从

每个毫微微小区自身出发进行分组，难以找到全局

较优的分组方案[10]。文献[11]提出了一种着色分组方

法，利用图论中的着色原理对毫微微小区进行分组。

文献[12]通过限制每组中毫微微小区的最大数目，进

而保证 FUEs 的服务质量(QoS)。另外，上述文献研

究共享频谱方式下的干扰抑制技术时，只考虑了毫

微微小区之间的同层干扰。考虑到宏小区用户的重

要性，双层毫微微小区网络中应优先保证宏小区用

户(MUEs)的传输[13]。本文综合考虑了双层毫微微小

区网络中的跨层干扰和同层干扰。 

本文讨论了OFDMA双层毫微微小区网络中的

资源分配问题，提出了基于分组的资源分配算法。

本文所提算法分为两个部分。第 1 部分是宏基站根

据宏小区用户的信道条件，采用改进的匈牙利算法

为宏用户分配子信道，再采用线性注水算法分配功

率；第 2 部分，分为 3 个步骤：首先，根据毫微微

小区间的干扰情况建立干扰表；然后，利用模拟退

火算法对毫微微小区进行分组；最后，在避免对

MUEs 造成干扰的条件下，根据毫微微小区用户的

速率需求进行子信道和功率分配。  

2  系统模型和问题规划 

2.1 系统模型 
考虑由一个宏小区和F 个毫微微小区构成的基

于 OFDMA 的双层毫微微小区网络的下行传输系

统。宏小区中心有一个宏基站。每个毫微微小区中

有一个毫微微基站(FBS)。假设宏基站和毫微微基站

使用相同的频带。整个可用频带分为K 个资源块

( RB ), RB为分配给用户的最小资源单元，对应一

个子信道。假定子信道是缓慢时变的，并且服从瑞

利多径衰落分布。MUEs 均匀地分布在宏小区的覆

盖范围内。FBSs 工作在封闭模式，只允许授权用户

接入，MUEs 只能接入宏基站。系统模型，如图 1。 

 

图 1 系统模型 

在初始阶段，假定每个 FBS 可以使用全部RB。

每个 FBS 通过用户的测量报告可以得到相邻 FBSs
的参考信号接受功率。 ijw 表示FBSi 所有服务的用

户接收到的FBSj 参考信号功率的平均值。同理， jiw

表示FBSj 所有服务的用户接收到的FBSi 参考信号

功率的平均值。本文用两者中的较大值，表示FBSi

与FBSj 的干扰，即 max( , )ij ji ij jiw w w  w= = 。由所

有 ijw 可以建立一张反映所有 FBSs 间干扰情况的干

扰系数矩阵W 。根据干扰系数矩阵W ，可以确定

每个 FBS 潜在的干扰对象。具体方式如式(1)： 

thii ijw w I− ≤               (1) 

其中， iiw 表示FBSi 所有服务的用户接收到的FBSi

参考信号功率的平均值。 thI 为设定的 FBSs 间的干

扰阈值。如果满足式(1)，那么FBSi 和FBSj 互为潜

在的干扰对象。根据式(1)，可以得到潜在的干扰矩

阵E。E是一个F 行F 列的 0 1 矩阵，如果第 i 行

第 j 列的元素为 1，表示FBSi 和FBSj 互为潜在的干

扰对象。 
无向的权重关系图 [ , , ]G T= EW 可以描述毫微

微小区网络的拓扑结构。 1 2{ , , , }FT t t t= 是顶点集

合，即 FBSs 的集合。W 和E分别为干扰系数矩阵

和潜在的干扰矩阵。 
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2.2 问题规划 
所提算法分为两个部分：第 1 部分，根据 MUEs

的信道条件和速率需求为每个 MUE 分配子信道和

功率；第 2 部分，在保证 MUEs 正常传输的前提下，

为 FUEs 分配子信道和功率。 
2.2.1 MUEs子信道和功率分配  假定宏基站在每个

子信道上的发射功率是相等的。MUEm 在子信道k

上的信干噪比(SINR)为   
M M

M
F F 2

PL
=

PL +
k k,m

m,k
j,k j,k,m

j

p

p
φ

γ
σ

∈
∑        

(2)
 

其中， M
kp 和 F

j,kp 分别为宏基站和FBSj 在子信道k 上

的发射功率。 {1,2, , }Kδ = 表示子信道的集合，

k δ∈ 。 {1,2, , }Mϕ = 表示 MUEs 集合，m ϕ∈ 。

对于给定的子信道 k , MPLk,m 和 FPL j,k,m 分别为宏基站

和FBSj 到 MUEm 的信道增益。 {1,2, , }Fφ = 表

示 FBSs 的范围。 2σ 为噪声功率。为保证 MUEs 的
正常传输，每个 MUE 在所分配到的子信道上需满

足一定的干扰约束。例如，MUEm 在分配到的子信

道k 上需要满足式(3)： 
F F MPLj,k j,k j,k,m m,k

j

N p I
φ∈

≤∑          (3) 

其中， M
m,kI 表示 MUEm 在子信道k 上的干扰容限，

{0,1}j,kN ∈ 。 
MUEs 的子信道分配问题是在满足 MUEs 数据

速率需求的条件下，最大化系统容量。结合式(2)，
MUEs 的子信道分配问题规划如式(4)~式(7)：  

( )M
2

=1 =1

max log 1+
M K

m,k m,k
m k

BΓ γ∑∑
        

(4) 

( )M
2

1

s.t.  log 1+
K

m,k m,k m
k=

B RΓ γ ≥∑        (5) 

=1

1
M

m,k
m

Γ ≤∑                      (6) 

     {0,1}m,kΓ ∈                      (7) 

其中，B 为子信道的带宽， mR 为 MUEm 的数据速

率需求。 m,kΓ 指示子信道k 的分配情况。 
MUEs 的子信道分配完成后，再使用注水算法

对平均分配的功率重新分配，以进一步提升系统容

量。MUEs 的功率分配可按式(8)，式(9)规划： 

( )M
2

=1

max log 1+
K

k k
k

B p g∑           (8) 

tot
=1

s.t.  P
K

k
k

p ≤∑                 (9) 

其中， ( )M F F 2PL PL +k k,m j,k j,k,mj
g p

φ
σ

∈
= ∑ 是子信道 

k 上的增益干扰比，m 在子信道分配时已确定。 M
kp

为子信道k 上的功率。 totP 为总的发射功率。 

2.2.2 FUEs 子信道和功率分配  FBSs 高密度随机

部署的场景中，子信道和功率分配问题是一个难以

解决的混合整数非线性规划问题(NP 难问题)。为了

解决这个问题，我们将其分解为两个子问题，包括

FBSs 分组问题，以及子信道和功率分配问题。 
子问题 1  FBSs 分组： 附录 1 中证明了当

FUEs 的平均信干噪比低于一定值时，分组可以提

高系统容量。本文利用图论中的着色原理进行分组，

将图 [ , , ]G T= EW 中的F 个 FBSs 分到L 个组χ =  
{1,2, , }L ，使得相同组中的 FBSs 间的干扰总和最

小，以此得到最优的分组方案。规划如式(10)~式

(14)： 

1 1, 1

min 
F F L

ij il jl
i j j i l

w v v
= = ≠ =
∑ ∑ ∑              (10) 

1

s.t.  
L

l
l

C T
=

=∪                      
(11)

 

 ,l gC C l gΦ χ= ∈∩ ( )           
(12)

 

0 ( )h,v le h,v C= ∈               
(13)

 

{0,1}ilv ∈                     
(14)

 

其中， ijw 和 h,ve 分别为干扰系数矩阵W 和潜在干扰

矩阵E中的元素。 lC 表示第 l 组中 FBSs 的集合。

( )il F Lv ×=V 是着色矩阵， =1ilv 表示FBSi 着第 l 种颜

色，同样也表示FBSi 分到第 l 组。当 =0ilv 时，FBSi

不分到第 l 组。式(12)要求每个 FBS 不能分在多组。

式(13)表明相互间干扰的 FBSs 不能分在同一组。 
子问题 2  子信道和功率分配：这个优化目标

是为不同组分配正交的子信道并调整子信道上的功

率，在满足各个 FUEs 的速率需求的基础上，最大

化频谱效率。规划如式(15)~式(17)： 

( )F
2

=1 =1

max log 1+
l j

K L

j,k,n k,l
k l j C n D

B γ λ
∈ ∈

∑∑∑ ∑     (15) 

=1

s.t.  = 1,  {1,2, , }
L

k,l
l

k Kλ ∈∑          (16) 

( )F F
2

=1

log 1+
K

j,k,n k,l j,n
k

B Rγ λ≤ ≥∑       (17) 

其中 
F F

F
F F M M 2

PL

PL PL
l

j,k j,k,n
j,k,n

i,k i,k,n k k,n
i C ,i j

p

p p
γ

σ
∈ ≠

=
+ +∑

 

是FBSj 到其服务的 FUEn 在子信道 k 上的信干噪

比。 jD 为FBSj 服务的 FUEs 集合。 F
j,nR 为FBSj 服

务的 FUEn 的数据速率需求。如果 k,lλ 为 1，子信道

k 分配给组 lC ，否则 k,lλ 为 0。式(16)表明所有子信

道都必须选择一组进行分配。式(17)为 FUEs 数据

速率需求约束。为减少对 MUEs 的干扰，这个分配

问题还需要满足式(3)。 
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3  基于分组的子信道和功率分配 

3.1 MUEs 子信道分配和功率分配 
从式(4)可以看出，这个分配问题实际上是给定

的M 个 MUEs 和K 个子信道的指派问题。本文提

出了改进的匈牙利算法，改进的思想是：将标准匈

牙利算法[14]的一次求解过程变为动态地迭代求解过

程。第 1 次的迭代求解问题如式(18)，式(19)： 

( )M
2

=1 =1

max log 1+
M K

m,k m,k
m k

BΓ γ∑∑        (18) 

1

1,   {0,1}
K

m,k m,k
k

Γ Γ
=

= ∈∑             (19) 

其中，M 为 MUEs 总数，K 为子信道总数。式(18)
为第 1 次迭代求解的优化目标。由于每个子信道上

的带宽是相等的，根据式(18)可以得到第 1 次迭代

所需的效益矩阵 M
2log (1+ )K M m,kγ× =c 。本文所提改

进的匈牙利算法的具体过程如下： 
(1)根据所有需要分配子信道的 MUEs 的信道

增益，构建第 1 次迭代所需的效益矩阵 K M×c ； 
(2)若K M≤ ，添加M K− 个虚拟子信道，将

效益矩阵变为M M× 阶的方阵。若K > M ，添加

K M− 个虚拟 MUEs，将效益矩阵变为K K× 阶的

方阵； 
(3)用标准匈牙利算法计算出子信道分配方案； 
(4)如果满足终止条件，则结束程序。否则，查

看每个 MUE 是否满足速率需求，更新需要分配子

信道的 MUEs 以及待分配的子信道。根据更新后的

情况，构建新的效益矩阵，然后转至(2)。终止条件

为所有 MUEs 满足数据速率需求或没有待分配的子

信道。 
根据 MUEs 功率分配的优化目标和约束条件，

采用注水算法分配功率。由拉格朗日乘数法得到 

( )M M
2 tot

=1 =1

( ) log 1+ P
K K

k k k
k k

L p,u B p g u p
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑ ∑ (20) 

其中，u 是拉格朗日乘子，为常数。计算偏导 ( , )L p u∂  
M/ 0kp∂ = 可以得到K 个等式，根据这些等式得 

M [ 1 ]k kp /gη += −             (21) 

其中， [ ] max{0, }ϕ ϕ+ = 。 /( ln2)B uη = 为注水线。 
3.2 FUEs 子信道和功率分配 
3.2.1 FBSs 分组  FBSs 分组问题与图论中的 Max 
K-Cut 问题模型相同。本文采用启发式的模拟退火

算法来解决这个分组问题。具体过程如下： 
(1)初始化：初始温度Tem (充分大)，初始解状

态S (算法迭代的起点)，每个Tem 值的迭代次数L ，

每组中的最大 FBS 数M ，初始解S 是所有 FBS 都

在第 1 组。 

(2)产生新解 'S ，即随机选择一组中某个 FBS
放到另外符合约束条件的一组。若一组的 FBS 数目 
达到M 则这一组只能更换或减少 FBS。 

(3)计算增量 ( ) ( )t' C ' CΔ = −S S ，其中C( )S 为

式(10)。 
(4)若 t' 0Δ < 则接受 'S 作为新的当前解，否则

以概率 t'/exp( Tem)−Δ 接受 'S 作为新的当前解。 
(5) 如果满足终止条件则输出当前解作为最优

解，结束程序。否则Tem 减小，然后转至(2)。如

果连续若干个新解都没有被接受，则程序终止。 
3.2.2 FBSs子信道和功率分配  FBSs的子信道和功

率分配分为两个子问题。 
子问题 1  子信道分配：假定每个子信道上的

功率平均分配。首先，根据每组中 FUEs 的平均速

率需求确定每组需要分配的子信道数目。然后，计

算各个子信道在不同组中获得的吞吐量，依次将子

信道分配给获得吞吐量最大的组。每组分得的子信

道数目满足需求后，不再参与分配，直至满足所有

组的子信道数目需求。每组中的 FBSs 只能使用本

组分配到的子信道，从而消除组间干扰。为保证

MUEs 的正常传输，如果 FBS 对某个 MUE 的干扰

超过一定值，它就不能使用这个 MUE 正在使用的

子信道。这样就确定了每个FBS所能使用的子信道。

最后，每个 FBS 根据它服务的各个 FUE 的数据速

率需求和信道条件，采用改进的匈牙利算法为它们

分配子信道。 

子问题 2  功率分配：考虑到 FBSs 的高密度随

机部署的特点和 FBSs 有限的计算处理能力，本文

设计了一种对FBS处理能力要求较低的分布式功率

控制方法。设定更低的干扰阈值，计算同一组中

FBSs 间的干扰，若 jFBS 对其它 FBSs 不造成干扰

则 jn 0= ，否则 1jn = 。功率分配按式(22)进行。  

min,

max,

( ) ,  1,

( )
     SINR

( )

( +1) ( )+ ,  0,

( )+
     SINR

( )

( ),                       

j j

j
j j

j

j j j

j
j j

j

j

p t p n =

p t p
I

p t

p t p t p n =

p t p
I

p t

p t

⎧⎪ −Δ⎪⎪⎪⎪ −Δ⎪⎪ >⎪⎪⎪⎪⎪⎪= Δ⎨⎪⎪⎪ Δ⎪⎪ <⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩ 其它

  (22) 

其中， jImin, 和 jImax, 分别为 jFBS 的最小和最大信干

噪比需求。 jSINR 为 jFBS 的平均 SINR。 jp t( )为

jFBS 在第 1 次迭代时的发射功率。 pΔ 为发射功率

的调整粒度。FBSs 有最大发射功率 maxp 限制，FBSs

的发射功率需要满足式(23)。 
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j jp t p t max( +1) min( ( +1),p )=        (23) 

功率按照式(22)，式(23)调整之后，若仍有

MUEs 的 SINR 需求没有得到满足。将对同一个

MUE 造成干扰的 FBSs，按照干扰大小进行排序。

依次降低干扰最大的 FBSs 的发射功率，每次降低

pΔ ，直至 MUE 满足最低信干噪比需求。 

4  仿真结果 

3GPP 标准规定的城市部署场景[15]中有 7 个宏

小区，宏基站在小区的中心，每一个小区分为 3 个

扇区。为了简化仿真，本文仿真中考虑只有一个宏

小区的场景，包括一个宏基站和F 个毫微微小区，

如图 1。信道模型主要考虑穿墙损耗、阴影衰落、

天线增益等，具体参数见表 1。本文分析了所提算

法的多项性能，包括 MUEs 中断概率、MUEs 平均

吞吐量、FBSs 频谱效率、FUEs 间的公平性。比较

的算法包括组内正交分组算法[10]，未分组的 RRA 算 
法[11]、基于着色的分组算法 GCRA[11]和 HCMA 算

法[12]。 
图 2 显示了 MUEs 在不同室内比例下的中断概

率。在仿真中，设置-6 dB 为阈值，如果 SINR 低

于阈值就认为 MUE 发生中断。本文算法通过子信

道和功率分配降低了 FBSs 对 MUEs 的干扰，使得 

表 1 仿真参数 

最大发射功率(宏基站/FBS) 46 dBm/20 dBm 

用户数目 10MUE/扇区，1-4FUEs/FBS

天线增益(宏基站/FBS) 14 dBi/5 dBi 

阴影衰落标准差(室内/室外) 8 dB/4 dB 

系统带宽 10 MHz 

RBs 数目 50 

穿透损耗(外墙/内墙) 20 dB/5 dB 

MUEs 能够满足最低 SINR 需求。从图中可以看出， 

随着 MUEs 在室内的比例增加，RRA 算法得到的

MUEs 中断概率一直增加到接近 100%，但是本文算

法得到的 MUEs 中断概率一直在 10%以下。因此，

本文算法能很好地消除 FBSs 对 MUEs 的干扰，满

足 MUEs 的正常传输。 

图 3 描述了室内 MUEs 在 FBSs 不同部署密度

下的平均吞吐量。在不考虑 FBSs 对 MUEs 干扰的

场景中，比较改进的匈牙利算法、RRA 算法和最大

载干比算法的性能。最大载干比算法得到的 MUEs

平均吞吐量是理论上可以获得的最大值。但是，这

种算法完全不考虑 MUEs 间的公平性，使得信道质

量差的 MUEs 分配不到信道。改进的匈牙利算法考

虑了 MUEs 的公平性，找到了较匹配的子信道分配

方案，尽管吞吐量有所下降，但更能满足 MUEs 的

正常传输。本文算法 1 是在改进的匈牙利算法的基

础上，使用注水算法调整子信道上的功率。可以看

出，功率分配能进一步提升系统性能。本文算法 2

是采用本文所提干扰管理方案，得到的性能曲线。

可以看出，本文所提算法能有效地抑制 FBSs 对

MUEs 的干扰。 

图 4描述了FBSs不同部署密度下的FBSs频谱

效率。本文算法 1 是本文所提分组算法。本文算法

2 在算法 1 的基础上进行功率调整。对比其它算法，

本文算法 1 从全局出发动态地分组，更能消除 FBSs

间的干扰，提高 FUEs 的 SINR，进而提高频谱效率。

组内正交分组由于各个组中的 FBSs 数目不均衡，

频带不能得到充分利用，使得频谱效率较低。可以

看出，本文算法 2 优于本文算法 1。因为功率分配

可以进一步减少干扰，提高 FUEs 的 SINR。 

图 5 描述了 FUEs 间的公平性[16]。从图中可以 

 
图 2  MUEs 中断概率                                   图 3  MUEs 的平均吞吐量 
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图 4  FBSs 频谱效率                                    图 5  FUEs 间的公平性 

看出，本文算法 1 得到的 FUEs 公平性明显高于其

它算法。未分组算法 RRA 随着 FBSs 部署密度的提

高，FUEs 会受到严重的干扰导致更低的 SINR。其

它组间正交分组算法没有考虑 FUEs 间的公平性，

分得的各个组中的 FBSs 数目差距较大，导致不同

组中的 FUEs 受到的干扰差别较大。本文算法 2 在

算法 1 的基础上进行功率调整，降低 SINR 过高的

子信道上的功率，尽量提高 SINR 低的子信道上的

功率。这样更能满足 FUEs 间的公平性。 

5  结束语 

本文讨论了OFDMA双层毫微微小区网络中的

资源分配问题，在保证宏小区用户和毫微微小区用

户正常传输的前提下，最大化频谱效率。本文采用

基于分组的算法简化此分配问题，并最小化毫微微

小区用户间的干扰。仿真结果表明在保证宏小区用

户正常传输的前提下，本文算法不仅能够有效地提

高毫微微小区网络的频谱效率，还能够保证用户之

间的公平性。这两项指标的提高表明用户满意度必

然提高。 

附录 1 

假定 FUE 的接受功率为 p，干扰为 I ，带宽为

1。噪声功率相对于干扰 I 很小可以忽略。假定 FBS
分为L 组，每组可用的子信道数目是未分组的1/K 。

由于分组的方式是将相互间干扰小的FBS分在同一

组，同时每组中的 FBS 只有未分组的1/K ，很显然

分组后的干扰 /I' I K< 。未分组的系统容量为 =C  

2log (1+ / )p I ， 分 组 的 系 统 容 量 为 (1/ )C' K=  

2log (1+ / )p I'⋅ 。令 = ( )I' f K I ，可以得出 ( ) < 1/f K K 。 

2 2

2 2

log (1+ ) log (1+ )

log (1+ ) log (1+ )
 

K

p/I' K p/I
C' C

K
p/f(K)/I p/I

        
K

−
− =

−
=  

令 /p I = γ ， 

( )1

2 2

1+ / ( )/ (1+ / )

  = 1+ / ( ) (1+ )

  = 1+(1/ ( )) 1+ + +

  = (1/ ( ) )

K

K

K K
K K

K K
K K

p f K I p I

f K

f K C C

f K K C C

γ γ

γ γ γ

γ γ γ

−

−

−

− − −

 

令 2 2( ) = (1/ ( ) ) K K
K Kf K K C Cϕ γ γ γ γ− − − ，对 ( )ϕ γ 进

行求导： 1
=2

( ) ( ) 1/ ( )
K i i

Ki
' f K K iCφ γ ϕ γ γ −= = − −∑ 。 

由于 (0) = 1/ ( ) 0f K Kφ − > 并且 (+ )=φ ∞ −∞  
0< ，很明显可以看出 ( )φ γ 随着 γ 增大而逐渐降低，

又因为 ( )φ γ 是一个连续函数，一定存在一个值 0γ 满

足 0 0( ) = 0( 0)φ γ γ > 。可以推出 ( )ϕ γ 先增后减，又

因为 (0) = 0ϕ 且 (+ ) =ϕ ∞ −∞，必然存在一个值 γ∗

满足 ( ) 0φ γ∗ = 。这样就可以推出当 γ γ∗< 时，

0C' C− > ，即分组比未分组的系统容量大。 
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