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统一混沌系统与其变形系统间的间歇反馈同步控制 
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摘  要：采用间歇反馈控制方法，研究了统一混沌系统与其变形系统间的同步控制问题。通过合理设计间歇反馈控

制器，将同步问题转化为误差动力学系统方程在原点处的收敛问题。根据连续系统的稳定性准则及相关实验，推导

出了满足同步条件的同步定理。分析了初始值 (0)X 和 (0)Y 、反馈系数 k 、比例因子D 、步长h 以及统一系统参数

α 对同步系统的同步性能的影响。最后，采用间隙反馈同步方案，设计了一个混沌掩盖保密通信系统，并进行了

仿真研究。仿真实验研究证明了该同步方法的有效性。 
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Abstract: The synchronization issue between unified chaotic system and its modified system is studied by 
employing intermittent feedback control. After properly designing intermittent feedback controller, the practical 
stability of synchronization systems is equivalent to that of the origin of the error dynamic system equation. A 
synchronization theorem, which satisfies the synchronization condition, is developed based on the stability theorem 
of the continuous systems and our simulation experiments. The synchronization performances with different initial 
value (0)X  and (0)Y , coefficient k , ratio D , step h  and parameter α  are discussed in detail. A security 
communication system based on chaotic masking method is designed and simulated by applying the scheme of 
intermittent feedback synchronization. Simulation experiments proved the effectiveness of the synchronization 
approach. 
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1  引言  

自 1990年Pecora和Carroll[1]提出驱动-响应法实现混沌

系统同步以后，混沌同步理论及其在保密通信领域的应用成

为非线性科学的研究热点。统一混沌系统[2]由于具有单参数、

全域性等混沌特性，成为研究混沌控制和同步以及混沌保密

通信的新模型[3]。在多种同步控制方法中，间歇反馈控制方

法 [4 9]− 由于可用较低的代价获得预定的同步要求，且简单易

行而备受关注。文献[9]中讨论了具有不同初值的两个超混沌

系统的间歇同步，得到了较好的同步效果。然而基于相同系

统的混沌同步，由于传输信道中保密信号的单一性和重复

性，以及要求系统参数精确匹配，保密性能不是非常理想[10]。

近年来，两个不同系统之间的混沌问题引起了人们的广泛重

视 [11 13]− 。本文研究了两个具有拓扑相似性的异结构混沌系
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统间的间歇同步控制问题，讨论了通过调节间歇控制器的比

例因子D 和反馈系数 k 来改善系统同步性能等问题。理论分

析和数值仿真表明了该方案的有效性。 

2  统一混沌系统与其变形系统间的间歇同步控制

原理 

现在，研究两个具有拓扑相似性的异结构混沌系统间的

间歇同步控制问题。对于统一混沌系统 
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当参数 [0,1]α ∈ 时，系统处于混沌态。 

对方程的非线性项进行替换[14]，在保持系统参数α 不变

的同时，用 2
1x 替换掉 1 2x x 项，并改用 y 表示变量，就得到

统一混沌系统的一种变形系统  
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相应地，当 0.8α = 时，系统式(1)和系统式(2)分别称为 Lü

系统和变形 Lü系统。当初始值为[-1,1,0]时，其相空间的演

化轨迹如图 1 所示。比较图 1(a)和图 1(b)可看出，Lü系统与

变形 Lü系统的相轨迹曲线具有一定的相似性，但变形系统在

相空间的演化轨迹更加发散，系统更复杂。 

 

图 1 =0.8α 时两系统的相空间演化图 

为了实现混沌系统式(1)和变形系统式(2)的同步，对式

(2)加入同步控制信号 iu ( )t ，则(2)式变为 

1 2 1 1

2 1 1 3 2 2

2
3 1 3 3

(25 10)( ) ( )

(28 35 ) (29 1) ( )

(8 ) /3 ( )

y y y u t

y y y y y u t

y y y u t

α

α α

α

⎧⎪ = + − +⎪⎪⎪⎪ = − − + − +⎨⎪⎪⎪⎪ = − + +⎪⎩

   (3) 

下面来推导式(1)和式(2)实现同步的条件。 

令误差变量为 i i ie x y= − ，则由式(1)和式(3)组成的同

步系统的误差系统方程为  
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设控制变量为 
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其中 ( )p t 是D (脉冲长度和脉冲周期比值)一定、周期为T 的

脉冲信号，其表达式为 
1,    

( )
0,    ( 1)
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可见，式(5)是由非线性连续反馈与线性间歇反馈构成的复合

控制器。这样式(4)变为 
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若上式在原点处渐近稳定，即 lim ( ) 0
t

e t
→∞

= ，则系统式 

(1)和系统式(3)就可实现同步。下面给出两系统的同步定理。 

定理 1  对于统一混沌系统式(1)及其变形系统式(2)，在

如式(5)的控制变量作用下，当反馈系数 k 满足： 27k >  

6α− ，且 0.4D ≥ 时，受控的变形系统式(3)和统一混沌系统

(1)可以实现渐进稳定同步。 

证明  把误差系统方程式(7)进行分解，当 iT t≤ ≤  

iT TD+ 时， 
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其中 1A 为有控制脉冲时误差系统的 Jacobi 矩阵 
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当 ( 1)iT TD t i T+ < < + 时 
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其中 2A 为无控制脉冲时误差系统的 Jacobi 矩阵 
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误差系统的非线性项为 2
1e− ，因为对所有的 t 都满足当

0e → 时， 2
1|| ||/|| || 0e e− → ，所以误差的演化依赖于 1A 和

2A 。在 iT t iT TD≤ ≤ + 时间内，e 的演化受 1A 控制，因

为 [0,1]α ∈ ，根据连续系统的稳定性准则计算得，如果 k 满

足： 27 6k α> − 时，则矩阵 1A 的特征值都具有负实部，故

此时误差系统的零点渐近稳定。在 ( 1)iT TD t i T+ < < + 时

间内，受控系统失去部分外加反馈，e 的演化受 2A 控制。由

于 2A 不满足稳定条件，此时两个系统的轨迹将指数度发散，

出现失步。但只要保证e 还在足够小的范围内，再继续施加

控制脉冲，仍可保证e 不会偏离很远，使两系统渐进达到同

步状态。将连续系统离散化后，误差的方程可写成 
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其中 ( )ie 是第 i 个脉冲周期的误差向量。 1DT m h= ，

(1 )D T− 2m h= ， h 是积分步长， 1 2m m， 是有脉冲和无脉

冲时对应的积分迭代次数。可见，由于 2
2( )mA 的存在，在同

步过程中将产生振荡，同步过程的稳定性将依赖于整个

1 2
1 2| ( ) ( ) |m mA A 。如果满足 1 2

1 2| ( ) ( ) | | | 1m m J= <A A ，误差方

程将趋于稳定[9]。为了获得D 值确切范围，我们进行了一系

列数值实验。对不同的α 值，都取满足 27 6k α> − 的最小 k
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值，数值统计表明，一般只要满足 0.4D ≥ ，就可以保证在

10s内达到精确同步。                            证毕 

3  同步仿真与性能分析 

同步系统性能的研究直接关系到混沌系统的实际应用，

开展同步性能的机理研究具有重大意义。通过合理选择系统

初值、控制参数可改善系统的同步性能，如缩短同步建立时

间，提高同步系统的稳定性和收敛速度，增大同步系统的抗

干扰能力等。在 Matlab 6.5 仿真平台上，作者对统一混沌系

统及其变形系统的同步控制和性能改善进行了研究。令同步

误差信号为 2 2 2
1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )e x y x y x y= − + − + − 。下面

主要从系统初值、反馈系数 k 值、比例因子D 、步长h 和系

统参数α 等方面观察同步建立时间。 

3.1 系统初值对同步性能的影响 

取 0.8α = ， 40k = ， 0.1sT = ， 0.6D = ， 0.001h = ， 

系统初值 (1) 、(2)、 (3)分别为：(1)
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x

y
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时，系统的同步误差 

收敛曲线如图 2 所示。可见，两系统在 1.5s 内就能建立同步；

同步建立过程中出现振荡现象，这与 2A 的特征值有关，因

在刚开始的 ( 1)iT TD t i T+ < < + 时间内，误差e 还未达到

稳定状态。此外，初值(3)的振荡最小，初值(1)的振荡最大，

可见，两系统的初值差越大，产生的振荡越大，建立精确同

步的时间越长。但总体来说，即使在初值差较大的情况下，

也能达到令人满意的同步效果。 

3.2  不同k 值，D值和步长h对系统同步性能的影响 

取 0.8α = ， 0.1T = s， 0.8D = ， 0.0001h = ，初值

(0) [5,5,5]x = ， (0) [ 2,1,0]y = − ，当 1k ， 2k ， 3k 值分别为 42，

32，27 (此时 k 满足 27 6k α> − ) 时，系统的同步误差收敛

曲线如图 3 所示。可见，不同 k 值对应的曲线平滑程度是不

一样的， 27k = 收敛最慢， 42k = 收敛最快。因此，同步

建立时间随着 k 增大而减小，这是与理论分析相符合的。因

此，满足 27 6k α> − 的前提下，可通过调节 k 的大小来调节

同步建立时间。实际应用中，考虑到成本和实现难易等因素，

k 也不应取得过大。 

为了满足同步，D 的调节同样至关重要。数值实验研究 

 

图 2 不同初值条件下           图 3 不同 k 值条件下 

的同步误差收敛曲线           的同步误差收敛曲线 

表明，与 k 值相似，同步建立时间同样随着D 增大而减小。

进一步实验还证明，选取的步长h 越小，振荡时间越小，误

差曲线收敛速度越快。 

3.3 参数值α对系统同步性能的影响 

取 45k = ， 0.1T = s， 0.6D = ， 0.0001h = ，初值

(0) [15,15,15]x = ， (0) [ 15, 15, 15]y = − − − ，建立精确同步的

时间 tb 随参数值 α 变化的关系如图 4 所示。可见，当

[0,1]α ∈ 时，在此条件下，统一混沌系统与其变形系统基本

都能在 4s 内实现同步，且同步建立时间随参数α 的增加而

减小。总体来说，当参数α 取不同值时，同步性能良好。 

 

图 4 同步建立时间 tb 与参数 α 的关系图 

4  工程案例研究以及探讨 

采用本文提出的间隙同步方案设计混沌掩盖保密通信

系统，保密系统原理框图如图 5 所示。发送端由统一混沌系

统产生混沌信号，并对待传输信号进行掩盖调制，接收端通

过控制变形系统的同步来解调出有用信号。设待传输信号为

( ) 15sin(0.4 )m t t= ，压缩比率为 0.02，则调制后的信号为

3( ) 0.02 ( ) ( )z t m t x t= + ，系统参数为 0.8α = ， 0.4D = ，

1(0) 10x = ， 2(0) 10x = ， 3(0) 10x = ， 1(0) 2y = − ， 2(0) 1y = ，

3(0) 0y = ， 30k = 。 

 

图 5 保密通信系统原理框图 

信道中的传输信号与接收端解调后的信号分别如图 6和

图 7 所示。由图 6 可见，信道中传输的信号为随机信号，很

好地掩盖了有用信息，实现保密通信。从图 7 可见，系统能

很快实现同步，并能正确恢复信息信号，解调后的有用信号

与原信号一致。但是在实现同步之前，信号严重失真，这与

初始值的差值大小有关。仿真实验证明，初值差越大，则初

始失真越大，这也对混沌系统同步性能提出了更高的要求。 

由于以往的保密通信方案大多基于相同系统，本文中同

步方案的发送端和接收端的混沌系统不同，就使保密通信方

案可以更为灵活。例如，可以把发送端的系统在原系统和其

变形系统间切换，即通过相同系统或不同系统的同步切换来 
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图 6 信道中的传输信号 ( )z t           图 7 接收端解调后恢 

复的有用信号 ( )m' t  

实现保密通信，增加了破译的难度。另一方面，与连续控制

方法相比，间歇性的控制方法可以用较低的代价达到预期的

同步要求，同步效果好，实现容易。 

5  结束语 

本文以统一混沌系统及其变形系统为例，研究了具有拓

扑相似性的异结构混沌系统间的歇反馈同步控制方法，并从

理论和数值仿真实验两方面证明了该方法的有效性。研究表

明，可以通过调节反馈系数 k ，脉冲的比例因子D ，步长h

等来改善同步系统的同步性能。最后，通过实际的工程案例

验证和讨论了其在保密通信中的应用。 
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