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抛物方程方法的亚网格模型及其应用研究 
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摘  要：该文在抛物方程非均匀网格技术的基础上，提出了抛物方程方法的亚网格模型，并给出了该亚网格模型的

具体构建方法，以快速准确地求解大尺度复杂电磁环境中存在关键目标的电波传播问题。通过对存在强散射体的复

杂电磁环境中电磁波的分布特性进行模拟，探讨了抛物方程亚网格技术的高效性。结果表明：与细网格相比，亚网

格技术使得抛物方程的计算速度提升了 4.57 倍，网格空间数下降了 86.64%，且较非均匀网格具有更高的计算精度。

可见，抛物方程的亚网格模型能够极大地提升抛物方程的仿真效率。 
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Abstract: In order to rapidly and accurately solve the radio wave propagation problems in a large scale complex 

electromagnetic environment with key targets, a subgridding model of the Parabolic Equation (PE) method based 

on the non-uniform mesh technology is presented with the detailed description on how to construct specificaly this 

model. The high efficiency of subgridding technique is verified by computing a complex electromagnetic 

environment case with a strong scattering object. The results show that the subgridding technique for the parabolic 

equation can improve the computational speed by 4.57 times and decrease the grid number by 86.64% as compared 

with the fine grid. It has a higher precision in comparition with the non-uniform mesh, demonstrating that the 

subgridding model can significantly enhance the simulation efficiency in solving the parabolic equation. 
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1  引言  

电波传播一直是工程电磁场理论和环境电磁特

性研究领域中最为人们广泛关注和研究的方向之 
一 [1 5]− 。随着现代无线通信的高速发展、战争电子

装备的大量使用等，复杂环境下的电波传播预测已

经成为一个重要的研究课题。 
抛物方程 (Parabolic Equation, PE)方法由

Leontovich 和 Fock[6]在 20 世纪 40 年代提出，它本

身就能体现电波传播的折射和绕射效应，能处理各

种复杂环境因素，不但计算简单、计算速度快，计

算精度也高。因此，抛物方程方法被广泛应用于复

杂电磁环境电波传播问题的研究 [7 9]− 。 
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目前，求解抛物方程的方法主要有分步傅里叶

变换法(Split-Step Fourier Transform, SSFT)[10]和

有限差分解法(Finite Difference, FD)[11]。SSFT 允

许相对较大的水平步长，且在 SSFT 算法中不需要

进行矩阵运算，所以 SSFT 算法的计算时间短，速

度快。在求解远距离、大范围的电波传播问题时，

抛物方程主要采用 SSFT 来进行求解。对区域复杂

电磁环境中的关键目标，如建筑物、电子装备等，

其结构往往比较精细，在应用抛物方程模拟大区域

环境中关键目标区域的电磁特性时，如果采用均匀

粗网格来划分整个计算空间，得到的关键目标区域

的场值会产生较大的误差，而如果采用均匀细网格

则会占用过多的运行时间和计算资源，为此，必须

对抛物方程的高效网格技术进行研究，以获得计算

速度与计算精度的均衡。文献[12]研究了抛物方程在

水平方向上的非均匀网格技术，使得大尺度区域中

抛物方程的计算效率得到了有效提升，但是其在高
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度方向上仍是采用均匀网格来划分，且高度网格较

大，当我们关心的目标区域结构精细时，抛物方程

仿真精度会降低，为此，本文在文献[12]的基础上提

出了抛物方程的亚网格模型，以进一步提升抛物方

程的仿真效率，并从抛物方程的网格占用量、计算

速度、计算精度等方面探讨了该亚网格模型的高效

性。 

2  抛物方程方法简介 

在直角坐标系中，设电磁场的时谐因子为 i te ω− ，

以标量ψ 表示与 y 方向无关的任一电磁场分量。在

电波传播过程中，ψ 满足 2 维标量波动方程[13]： 
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式(1)中： 0k 为真空中的传播常数；n 为媒质的折射

率。 
定义沿 x 轴正向传播的波函数为 
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将其代入式(1)并进行因式分解可得前向抛物方程

为 
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式(3)中：Q 为伪微分算子，且 
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对 Q 进行不同的近似可以得到不同形式的抛物

方程，对其采用 Feit-Fleck 近似[14]，可以得到 Feit- 

Fleck 型宽角 PE 方程为 
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Feit-Fleck 型宽角抛物方程 SSFT 解的形式为 
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式(6)中，ℑ和 1−ℑ 分别表示傅里叶正变换和逆变换；

0 sinp k α= 为傅里叶变换的频域变量，α为每一步

进的传播仰角； ( , )u x z 为上一步进上的场分布； xΔ

为步进的水平网格步长值。由式(6)可知，抛物方程

的 SSFT 解法是一个步进求解的过程，由前一个面

上的场就可以求得下一步进上的场分布。 

3  抛物方程的亚网格模型 

在抛物方程方法的 SSFT 解法中，根据 Nyquist 

准则，高度上的网格大小要满足： 

( )max2sin
z

λ
α

Δ ≤            (7) 

其中， zΔ 为高度网格大小，λ为波长， maxα 为 PE
的最大计算仰角。在大区域环境电波传播特性仿真

中，一般取 
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z
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Δ =            (8) 

由式(8)可以看出：抛物方程 SSFT 解法的高度

网格大小一般由抛物方程的最大计算仰角决定，且

网格的电长度较大。当关键目标结构精细时，抛物

方程的仿真将会产生较大误差。由式(7)可知，抛物

方程高度网格在满足小于或者等于 max/(2sin )λ α 的

条件下，可以进行不同的细网格划分，基于此，本

文在文献[12]的基础上，提出了抛物方程的亚网格模

型，以提高抛物方程的仿真效率。 
抛物方程亚网格模型的网格分布如图 1 所示，

图中 A 区为关键目标区域。 

 

图 1 抛物方程的亚网格示意图 

图 1 中，对于关键目标区域，抛物方程在水平

方向和高度方向上均采用细网格划分，而在其它区

域则采用粗网格来划分。抛物方程具体的仿真流程

如图 2 所示，该过程主要包含以下 3 个部分。 

(1)应用粗网格抛物方程步进计算至粗细网格

边界 2 处，并得到粗细网格边界 1 处的粗网格场值； 

(2)由边界 1 上的粗网格场求解细网格区域的初

始场值，并在细网格空间应用抛物方程对关键目标

区域的电磁场进行精确模拟； 

(3)通过边界 2 处细网格上的场值来对该边界上

的粗网格场进行修正，再用修正后的粗网格场继续

步进求解边界 2 右边整个区域的电磁场分布。 

通过以上 3 个步骤就可以对整个空间的电磁场

分布特性进行求解。 

在通过粗网格场求解细网格上的初始场值时，

本文采用了线性插值的方法，具体的插值方法为 
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图 2 抛物方程亚网格模型仿真流程图 

其中，H 为要计算的细网格点所在高度；h 为细网

格下方靠近细网格的粗网格点所处高度； zΔ 为粗网

格大小。抛物方程的 SSFT 解法是一个步进求解的

过程，通过插值方法得到细网格点上的初始场后，

就可以对整个关键目标区域的场值进行更精确的求

解。 
为了提高粗细网格边界 2 右边区域电磁场的求

解精度，必须用边界 2 上的细网格场来对该处粗网

格场进行修正。由于该处粗网格正好位于细网格上，

因此本文直接采用细网格的场值来修正粗网格场。 

4  数值算例 

4.1 水平地面电波传播特性模拟及分析 
本文首先应用抛物方程的亚网格模型仿真了电

波在水平地面上的传播特性，并将仿真结果与均匀

粗网格和均匀细网格抛物方程的结果进行对比，以

验证抛物方程高度网格取值条件的正确性及亚网格

技术的有效性。 

算例设置：发射天线频率为 1 GHz，方向图采 
用高斯方向图，能量的 3 dB 宽度为 3°，水平极化，

天线高为 25 m；大气为折射率为 1 的均匀大气，地

表采用 PEC 边界。  
本算例的亚网格设置为在距离 1.0~1.1 km 的

空间划分细网格，其它区域划分粗网格。采用两种

不同的亚网格设置，分别为细网格在高度上和水平

方向上均为粗网格大小的 1/4 和 1/8，高度粗网格

大小为 0.225 m，水平粗网格大小为 1 m。 
图 3 为电波传播 1.1 km处不同高度上的场实部

对比图，其中 1/4 亚网格和 1/8 亚网格分别代表亚

网格模型中细网格在高度上和水平方向上均为粗网

格大小的 1/4 和 1/8。 
在本算例中，高度网格大小均满足式(7)，由图

可知：不同高度网格划分时，抛物方程的仿真结果

基本相同，由此说明了抛物方程高度网格取值条件

即细网格取值条件的正确性。同时，通过亚网格抛

物方程仿真的结果与均匀细网格抛物方程模拟的结

果基本一致，由此验证了本文抛物方程亚网格技术

的可行性和正确性。 
4.2 包含强散射体的复杂环境中电磁特性的模拟及

分析 
本算例应用抛物方程的亚网格模型对一个包含

强散射体、大气波导结构等因素的复杂环境中电磁

波的传播特性进行了模拟，并从抛物方程的计算精

度、网格占用量、计算时间等方面探讨了该亚网格

技术的高效性。 
算例源参数设置与上一节相同，大气采用表面

波导，其修正折射率随高度的变化如图 4 所示；地

表的相对介电常数为 20，导电率为 0.08 S/m；地面

存在一无限长的圆柱强散射体，圆柱圆心的距离为

1.01 km，高度为 5 m，半径为 5 m。仿真的最大距

离为 1.5 km。 
本文分别采用抛物方程的非均匀网格模型、亚

网格模型以及细网格模型仿真了空间电磁波的传播

特性，并对比了各模型的仿真结果及性能。算例中 

 

图 3 电波传播 1.10 km 处不同高度上的场分布图                图 4 表面波导修正折射率分布图 
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非均匀网格模型在距离 1.00~1.02 km 处水平网格

大小设置为 1 m，其余水平网格大小设置为 10 m，

在高度上均划分粗网格，大小为 0.225 m；亚网格设

置为在距离 1.00~1.02 km 处在水平方向和高度方

向均划分细网格，其中高度细网格为非均匀网格模

型中高度网格大小的 1/8，水平细网格为非均匀网

格模型的 1/4，其余设置与非均匀网格相同；细网

格模型为在非均匀网格的基础上，对高度方向均划

分为细网格，且在距离 1.00~1.02 km 处在水平方向

上也采用细网格划分。 
图 5 和图 6 分别为采用非均匀网格和亚网格抛

物方程计算得到的空间传播因子伪彩图，图 7 为电

波传播 1.02 km 处不同高度上的传播因子输出。 
从图 5 与图 6 可以看出，和抛物方程非均匀网

格模型相比，亚网格模型能够更好地描述圆柱散射

体的物理边界，当关键目标结构变化较快时，抛物

方程亚网格模型的优势将会更加明显。由于空间存

在圆柱散射体，从散射体绕射到散射体后面的波会

在地面发生反射，并与直达的绕射波发生相干叠加，

由图 7 可知，在低于 10 m 的高度上，抛物方程采用

非均匀网格仿真的结果基本呈线性变化，没有出现

明显的空间场相干叠加现象，而采用亚网格以及细

网格仿真的结果中可以看到电磁波的相干叠加现象

明显，且亚网格抛物方程结果与细网格的结果吻合

较好，可见，相对于非均匀网格，抛物方程亚网格

模型的计算结果更加准确。 
图 8 为采用粗网格场修正后的抛物方程计算得

到的电波传播至不同距离时传播因子随高度的变化

曲线，并将结果与未修正的粗网格抛物方程以及细

网格抛物方程的结果进行了对比。 
由图 8 可知：在离散射体较近的距离处，未修

正粗网格抛物方程仿真的结果会带来一定误差，而

在距离较远处，未修正粗网格抛物方程带来的误差

很小。这是因为在距离散射体较近距离处，较低高

度上的波受强散射体的影响较大，因此未修正粗网

格抛物方程的仿真结果误差较大，在较远距离处，

到达的电磁波主要是发射源的直达波和发射源直达

波被地面反射后的电磁波到达，而由散射体绕射的

波几乎为 0，因此未修正粗网格抛物方程的仿真结

果误差很小，几乎可以忽略。图 8 中，不同传播距

离处，粗网格场修正后的抛物方程仿真结果与细网

格抛物方程的仿真结果均吻合很好。由此可见，采

用细网格场对粗网格场进行修订后，能够在一定范

围内有效地提升抛物方程的计算精度。 
表 1 为细网格抛物方程和亚网格抛物方程的计

算时间及空间网格数对比。 

表 1 计算时间和网格空间对比 

 计算时间(s) 网格数 

细网格 17.113 7.471×6 

亚网格  3.744 9.953×5 

 
由表 1 可知：在本算例中，细网格抛物方程的

计算时间为 17.113 s，亚网格抛物方程的计算时间

为 3.744 s，相对于细网格抛物方程，亚网格抛物方

程的计算速度提高了 4.57 倍；同样，由表 1 可知，

相对于细网格，亚网格抛物方程的网格数下降了

86.64%，这极大地减少了抛物方程仿真所需的计算

机资源。 
由以上分析可知：本文的亚网格技术在保证抛

物方程仿真精度的同时，极大地减少了计算所占的

资源和计算时间，具有综合优势。在实际包含关键

目标的大区域环境电波传播问题，特别是 3 维问题

中，随着仿真范围的增加和目标区域环境因素的复

杂化，亚网格技术对抛物方程仿真效率的提升将会

更明显。 

5  结束语 

在预测大区域复杂电磁环境中的电波传播特性

时，对于本文关心的目标区域，需要获得更精确的 

 

图 5 非均匀网格抛物方程仿真结果                             图 6 亚网格抛物方程仿真结果 
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图 7 电波传播 1.02 km 时不同高度上的传播因子分布图                  图 8 不同传播距离时传播因子随高度变化图 

电磁场分布，为此，本文基于抛物方程的非均匀网

格技术构建了抛物方程的亚网格模型，并对亚网格

模型的具体构建方法及其高效性进行了探讨。仿真

结果表明：与非均匀网格相比，亚网格抛物方程能

够更好地描述关键目标的边界，其仿真结果更准确，

且与细网格相比大大减少了计算所需的时间和计算

机资源，具有高效性。 
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