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摘   要：针对双基地MIMO雷达收发角及多普勒联合频率估计问题，该文基于参数流型矩阵的多维范德蒙德结构

特征，提出一种低运算量的3维参数联合估计算法。首先根据回波模型的多维结构特性构造3阶张量，并对其分别

沿发射维、接收维和脉冲维切片得到3个等效矩阵；然后结合多维范德蒙德结构特征和等效矩阵的左奇异矩阵具

有Khatri-Rao乘积结构特征，估计收发阵列流型矩阵和多普勒流型矩阵；最后通过Root-MUSIC算法估计收发角

和多普勒频率。与现有算法相比，该算法显著改善了参数估计精度，在小脉冲数下，其运算量与旋转不变子空间

算法(ESPRIT)相当。仿真实验验证了该算法的有效性。
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Abstract: In order to solve the problem of Direction Of Departure (DOD), Direction Of Arrival (DOA) and

Doppler frequency estimation in bistatic MIMO radar, a low complexity method is proposed for joint estimation

of the three parameters based on the multi-dimensional Vandermonde structure characteristic of the parameter

manifold matrices. First, a third-order tensor is constructed according to the multi- dimensional structure of the

echo model. Three equivalent matrices are obtained by cutting the tensor along transmit dimension, receive

dimension and pulse dimension respectively. Then, combining the multi-dimensional Vandermonde

characteristic with the Khatri-Rao product characteristic of the left-singular matrix of the equivalent matrix,

transmit manifold matrix, receive manifold matrix and Doppler manifold matrix are estimated. Finally, the

DOD, DOA and Doppler frequency are estimated by Root-MUSIC algorithm. Compared with the existence

methods, the proposed algorithm improves obviously the estimation precision, and its computational cost is

comparable to that of Estimation of Signal Parameters via Rotation Invariant Techniques (ESPRIT) method in

small pulse number. The effectiveness of the proposed method is verified by simulation results.

Key words: Bistatic MIMO radar; Direction Of Departure and Direction Of Arrival (DOD-DOA); Doppler

frequency; Third-order tensor; Vandermonde structure

1    引言

近年来，多输入多输出(Multiple-Input Mul-
tiple-Output, MIMO)雷达以其在目标检测、参数

估计、杂波抑制等方面的诸多优势，成为雷达领域

的研究热点[1–4]。双基地MIMO雷达不具有空间分

集特性，但可利用波形分集技术形成大的虚拟孔

径，具有提高角度分辨率和增加可检测目标数等优

点[4]。利用波形分集特征，双基地MIMO雷达可同

时估计多个目标的发射角(Direction Of Departure,
DOD)和接收角(Direction Of Arrival, DOA)，实

现对目标交叉定位[5–14]。
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现有的DOD和DOA估计算法大都基于传统阵

列信号处理中的超分辨算法，如2维MUSIC、2维
ESPRIT及其改进算法。当搜索角度范围较大、精

度要求较高时，2维 MUSIC算法运算量巨大。文

献[5]将2维搜索转化为两个1维搜索，降低了MUSIC
算法的运算量，但需要额外的角度配对运算。文献

[6]通过对回波矩阵协方差矩阵的重构，结合MU-
SIC算法估计单基地MIMO雷达DOA，该算法不需

要已知目标个数。文献[7]提出了一种基于 ESPRIT
的收发角能自动配对的DOD-DOA估计算法，算法

通过对协方差矩阵重排，将2维ESPRIT算法转化

为两个1维ESPRIT算法，分别估计DOD和DOA，
在保证性能不变的同时降低了运算量。文献[8]将
ESPRIT算法应用于单基地十字型阵列MIMO雷

达，实现对接收方位角和俯仰角的估计。文献[9]针
对收发阵列均为电磁矢量阵列的双基地MIMO雷

达，基于ESPRIT算法同时估计2维发射角(发射方

位角和俯仰角)和2维接收角(接收方位角和俯仰

角)。文献[10]提出一种基于多项式求根的DOD-
DOA估计算法，其算法性能与MUSIC算法接近，

但避免了角度搜索，具有运算量小的优点。

利用目标空域稀疏性，文献[11]将压缩感知理

论应用于MIMO雷达DOD-DOA估计，提出一种快

速OMP算法实现稀疏恢复，算法基于FFT实现，

运算速度快，但在低信噪比下，参数估计性能有

限。文献[12]将L型阵列的2维角度估计问题转化为

稀疏求解问题，采用L1范数最小化求解，估计方位

角和俯仰角，其角度估计精度优于ESPRIT算法。

通过对回波信号结构特征分析，多维信号处理模型

被用于MIMO雷达参数估计[13,14]。文献[13]利用双

基地MIMO雷达回波信号的3维结构特征，采用交

替最小二乘(ALS)算法估计收发阵列流型矩阵，其

角度估计精度高于传统基于回波协方差矩阵的估计

算法，但ALS算法收敛速度慢，易收敛至局部最优

解，需要通过多组初始值寻找最优解，运算量较

大。文献[14]建立了均匀分布的单基地矩形阵面

MIMO雷达的回波模型，并构造了回波信号的张量

表达式，通过ALS算法和高阶奇异值分解实现张量

分解，达到估计方位角和俯仰角流型矩阵目的。

众所周知，在收发阵列为均匀线阵时，收发阵

列流型矩阵均为范德蒙德矩阵，而现有算法未充分

利用该结构特征。本文基于双基地MIMO雷达回波

模型，提出一种基于多维范德蒙德结构的双基地

MIMO雷达收发角及多普勒参数估计算法。文章首先

建立了信号模型，通过分析模型特性构造一个3阶
张量，对该张量沿发射维、接收维和脉冲维进行3

维展开，得到3个等效矩阵；然后，利用参数矩阵的

多维范德蒙德结构特性，给出收发阵列流型矩阵和

多普勒矩阵的解析表达式；最后，通过Root-MUSIC
算法估计收发角和多普勒频率。该算法同时利用了

回波数据的3维结构特征、流型矩阵的范德蒙德特

征、等效矩阵的左奇异矩阵具有Khatri-Rao乘积结

构特征，从而有效提高了目标参数估计精度，且在

小脉冲数下，其运算量与ESPRIT算法相当。

(¢)T (¢)H

M M £M

vec(¢) jj ¢ jjF
diag( )

(¢)y

¯ ­
©

( © )y = [( H )¯ ( H )]¡1( © )H C

文中符号定义： 和 分别表示矢量/矩阵

转置和共轭转置， 表示 维单位矩阵，

表示将矩阵按列排成列矢量， 表示矩阵

Frobenius范数， 表示以矢量 为对角元素

的对角矩阵， 表示矩阵Moore-Penros(MP)逆，

表示矩阵Hadamard乘积， 表示Kronecker乘
积， 表示矩阵Kha t r i - R a o乘积 [ 1 5 ]，且有

， 表示

复数域。

2    信号模型

M N
dt dr

1 M M
µk 'k f dk

k

图1为典型双基地MIMO 雷达的收发阵列结

构，发射和接收阵列分别为包含 和 个阵元的等

间距均匀线阵， 和 分别为发射和接收阵元间

距， ～ 为 个正交的基带窄带发射信号。假

设多个点目标位于收发阵列远场，用 , 和 分

别表示第 个目标的DOD, DOA和多普勒频率。

K
q

假设在某一感兴趣的距离单元内有 个目标，

则接收阵列接收到的第 个回波脉冲为

q = q
T + q (1)

q 2 CN£L L

= [ 1; 2; ¢¢¢; M]
T 2 CM£L

H=L = M = [ 1; 2; ¢¢¢; K] 2 CM£K

= [ 1; 2; ¢¢¢; K] 2 CN£K

k = [1; e¡j2 dt sin(µk)=¸; ¢¢¢;

式中， ,   为单个脉冲的采样点数；

为发射信号矩阵，满

足 ； 为发

射阵列流型矩阵， 为接

收 阵 列 流 型 矩 阵 ，

 

 
图 1 双基地MIMO雷达阵列结构
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e¡j2 (M¡1)dt sin(µk)=¸]T k = [1; e¡j2 dr sin('k)=¸; ¢¢¢;
e¡j2 dr(N¡1) sin(')=¸k]T k

¸ q = diag( q) 2
CK£K

q = [¯q1ej2 f d1qTr; ¯q2ej2 f d2qTr; ¢¢¢; ¯qKej2 f dKqTr]

¯qk k q f dk
k Tr

q 2 CN£L f mgM
m=1

q MN £ 1

和

分别为第 个目标的发射和接收

导向矢量，其中 为雷达工作波长；

,  ,

为第 个目标在第 个脉冲的散射系数， 为第

个目标的多普勒频率， 为脉冲重复周期；

为回波噪声矩阵。在接收端用

对 进行匹配滤波可获得 维矢量[13]。

q = ( © ) T
q + q (2)

q = vec( q
H=L) q = vec( q

H=L)

Q

MN £Q

式中， ， 。

将 个回波脉冲匹配滤波后得到的矢量排列成

维矩阵：

= [ 1; 2; ¢¢¢; Q] = ( © ) T + (3)
T = [ T1 ;

T
2 ; ¢¢¢; T

Q] = [ 1; 2; ¢¢¢; Q]式中， ,  。

2 CM£N£Q

基于多维信号处理模型[16,17]，可将式(3)看作对

图2的3阶张量 沿脉冲方向的切片组成

的矩阵。将y沿脉冲方向、发射方向和接收方向的

切片各自平铺可组成式(4)所示的3个等效矩阵：

1 = ( © ) T + 1

2 = ( © ) T + 2

3 = ( © ) T + 3

9>>=>>; (4)

f ng3n=1 1 2 CMN£Q

2 2 CNQ£M
3 2 CMQ£N

Q

Q

式 中 ， 为 噪 声 项 。 ,

和 均是回波信号张量的

矩阵表示，但其矩阵排列结构和维数均不同。可以

看出，当收发阵列为均匀线阵时， 和 具有范德

蒙德结构。当 个脉冲的目标散射系数相等时(散

射系数服从Swerling-I模型[18])， 也具有范德蒙德

结构；当 个脉冲的目标散射系数不相等时(散射

系数服从Swerling-II模型[18] )， 不具有范德蒙德

结构。为方便，将 称为发射流型矩阵， 称为接

收流型矩阵， 称为多普勒流型矩阵。

3    基于多维范德蒙德结构的参数估计算法

3.1  流型矩阵估计

1对式(4)中 进行奇异值分解得

1 =
H (5)

2 CK£K结合式(4)和式(5)，存在非奇异矩阵 满

足[15]

= © (6)

M ¡ 1 M ¡ 1
1 = (1 : M ¡ 1; :) 2 = (2 : M; :)

分别取 的前 行和后 行构成矩阵

和 ，则有

1 = 1©
2 = 2©

¾
(7)

1 = [1 : (M ¡ 1)N; :] 2 C(M¡1)N£K
2 =

[N + 1 : MN; :] 2 C(M¡1)N£K

式中， , 

。根据 为范德蒙

德矩阵特性可得

( 1© ) = 2© (8)

= diag([a1; a2; ¢¢¢; aK]) 2 CK£K

ak=e¡j2 dt sin(µk)=¸

式中，对角矩阵 ，

其中 。由式(7)和式(8)可得

1 = 2 (9)

= ¡1令 ，则

=
y
1 2 (10)

K a1;a2; ¢¢¢; aK

â1; â2; ¢¢¢; âK

对 特征值分解，其 个特征值即为 的

估计值 ，特征矩阵即为 。因此发射

阵列流型矩阵估计为b
1 = [b1; b2; ¢¢¢; bK] (11)bk = [1;bak; ¢¢¢;ba(M¡1)k ]T bk

(bk ­ N)(bk ­ bk) = bk

(bk ­ bk) = k k

k

式中， 。对 进行归一化，

使其具有单位范数，则有 ，

根据式(6)可知 ，其中 为 的第

列，因此有 b
k = (bk ­ N) k (12)

则接收阵列流型矩阵估计为

 

 
图 2 回波信号的3阶张量表示
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b
1 = [b1; b2; ¢¢¢; bK] (13)b

1
b
1

b
1=
h
(b 1© b 1)y 1

iT
得到 和 ，结合式(4)可估计 ，

利用Khatri-Rao乘积逆矩阵[11]的性质可得

b
1 =
h
(bH1 b 1¯ b H1 b 1)¡1(b 1© b 1) 1

iT
(14)

2b
2; b 2; b 2

3b
3; b 3; b 3

对 做类似处理，可以得到第2组流型矩阵估

计 ；当目标散射系数服从Swerling-I模型

时，多普勒流型矩阵服从范德蒙德特性，对 做

类似处理，可以得到第3组流型矩阵估计 。

1 2 3

1 2

3

在无噪声情况下，对 , 和 处理的结果

是等效的。但是，在有噪声情况下， , 和

中信号项和噪声项的排列结构均不同，造成由

式(5)的奇异值分解得到的左奇异矩阵 不同，从

而对噪声的抑制性能也不同。计算

min
n=1;2;3

°°° 1¡ (b n © b n) b Tn°°° F (15)

b ; b ; b取使得式(15)中3个剩余项中最小的估计作为最终

的流型矩阵，用 表示。

3.2  收发角度和多普勒频率估计

b k bk

= bkbHk =M
n = n

H
n m

m ¡M m = 1; 2; ¢¢¢;
(2M ¡ 1)

® kbµk = ¡asin(®¸=2 dt) ¢ 180= b b

利用 , 和 (仅Swerling-I模型)具有范德蒙

德结构的特性，对其估计矩阵每列分别采用谱估计

算法[19]，如ESPRIT, Root-MUSIC，可得到目标

DOD, DOA和多普勒频率估计值。由于Root-MU-
SIC不需要参数搜索，且估计精度与MUSIC算法一

致，因此本文采用Root-MUSIC算法估计收发角和

多普勒频率。下面给出基于Root-MUSIC的参数估

计算法：取 的第 列 ，计算其协方差矩阵

，对其进行奇异值分解得到噪声子空

间 ，令 ，则第 个多项式系数等于

的第 个对角线元素之和，

。然后对多项式求根，取其最接近单位圆

上的根，用 表示，则第 个目标的发射角估计值

。对 和 的每列做

bbf dk = ®=(2 Tr)

相同处理，就可以得到目标的收发角。当目标散射

系数服从Swerling-I模型时，对 的每列做相同处

理即可得到多普勒频率估计值 。

= 1
¡ T¢y = ( © )根据式 ( 4 )，令 ，

则求解 和 可转化为求解秩1近似问题[19]：

min
k; k

k k ¡ ( k ­ k)k F (16)

k 1

© (bk ­ bk)

^
k ^kb = h(b © b )y 1

iT
b bk

^
k ^k ^k

^
k bk

式中， 为 的第k列。式(6)中 的左奇异矩阵

的列与 的列一一对应。由于 为秩

1的Kronecker乘积，因此由式(12)得到的 与 对

应着同一个目标。根据 和式

(16)的秩1近似问题解的唯一性[19]， 的第k列 与

和 对应着同一个目标。由于 , 和 分别与

第k个目标的发射角、接收角和多普勒频率对应，

因此3个参数可自动配对。

3.3  算法步骤

根据3.1节和3.2节可知，算法主要包括：(1)构
造等效矩阵；(2)估计流型矩阵；(3)估计收发角和

多普勒频率。表1给出本文基于多维范德蒙德特征

的角度和多普勒联合估计算法的具体步骤。

4    运算量分析

1

O(KMNQ + p[(M 2N +M 2)

¢(MN ¡K)]) p

1

O(M 2N 2K +M 3N 3)

O(K 3 +KMNQ)

O(3KMNQ)

本文运算量分析中矩阵奇异值分解采用运算量

较小的正交迭代算法实现[20]。MUSIC算法的运算

量集中在对式(4)中 的奇异值分解和2维角度搜

索，运算复杂度为

，其中 为搜索次数；ESPRIT算法的

运算量集中在对 的协方差矩阵计算及其特征值

分解，其运算复杂度为 ；文

献[13]算法的运算量集中在交替最小二乘(ALS)算

法，其单次迭代运算复杂度为 ；

本文算法运算量主要在对3个等效矩阵的奇异值分

解，其运算复杂度为 。

表 1  基于多维范德蒙德结构的参数估计算法步骤

　输入：匹配滤波输出的回波信号式(3)。

　输出：目标收发角和多普勒频率估计值。

1; 2; 3　步骤1　根据式(3)的回波模型构造3阶张量，对其做3维展开，得到式(4)的等效矩阵 ；

1
b
1　步骤2　对 做奇异值分解，根据式(10)计算矩阵 ；对 特征值分解，利用其特征值和式(11)估计发射流型矩阵 ；b

1
b
1　步骤3　据式(12)和式(13)计算接收流型矩阵 ，根据式(14)计算多普勒流型矩阵 ；

2 1
b
2; b 2; b 2 3 1b

3; b 3; b 3　步骤4　用 代替 ，重复步骤2和步骤3，得到 ；当目标散射特性服从Swerling-I模型时，用 代替 ，重复步骤2和步骤3，

　  得到 ； b ; b ; b　步骤5　求解式(15)，将误差剩余最小的一组作为最终流型矩阵的估计 ；b ; b ; b　步骤6　采用Root-MUSIC算法处理步骤5得到的 的每一列，估计收发角和多普勒频率。
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5    仿真结果与性能分析

L = 256

Tr = 50

假设发射信号为正交的窄带Hadamard编码信

号，单脉冲内编码数 ，脉冲重复周期

 μs，回波噪声为零均值的高斯白噪声。下

面分别从目标参数估计均方根误差和运算量两个方

面比较经典的MUSIC算法[5]、ESPRIT算法[7]、交

替最小二乘(ALS-RMUSIC)算法[13]和本文基于多维

范德蒙德特征(VDM-RMUSIC)算法，验证本文算

法的有效性和优越性。需要指出的是，文献[13]算

法利用了回波信号的3维结构特征，从发射维、接

收维和脉冲维3个维度抑制噪声，其角度估计精度

优于传统的基于协方差矩阵的子空间算法。RMUSIC

表示采用3.2节中Root-MUSIC算法处理流型矩阵估

计参数。角度均方根误差和多普勒频率均方根误差

分别定义为

RMSEµ=

8<: 1K
KX

k=1

·³bµk ¡ µk

´2
+ (b'k ¡ 'k)

2
¸9=;

1=2

RMSEf d=

8<: 1K
KX

k=1

³bf dk ¡ f dk
´29=;

1=2

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
(17)

µk 'k f dk kbµk b'k
bf dk式中， , 和 分别表示第 个目标DOD, DOA

和多普勒频率真实值， , 和 表示对应的估计值。

10¡6

下面通过3个仿真实验及实验结果分析来比较

算法性能和运算量，每个实验均进行了1000次蒙特

卡洛仿真。MUSIC算法中，首先以1°的步长搜

索，获取最高的K个峰值，然后分别在每个峰值的

附近以较小的步长搜索，直到步长达到0.001°。文

献[13]中ALS算法迭代终止条件为相邻两次迭代误

差不超过 或迭代次数超过500次，为了获得较

好的估计精度，对ALS算法进行5次初始化，取其

中误差剩余最小的估计作为的输出。

实验1 Swerling-I模型下，收发角和多普勒频

率均方根误差比较

M = 6
N = 8

fµkg3k=1
= f20o; 45o;¡20og f'kg3k=1 = f¡10o; 20o; 35og

ff dkg3k=1 = f¡435; 530; 630g
Q = 16

b bb

双基地MIMO雷达的发射阵元数 和接收

阵元数 ，收发阵元间距均为半波长。假设存

在3个目标，其发射角和接收角分别为

， ，

多普勒频率为  Hz，散

射系数服从Swerling-I模型[18]，脉冲数 。图3

给出了MUSIC算法、ESPRIT算法、ALS-RMUSIC
算法和本文VDM-RMUSIC算法的角度均方根误差

和多普勒频率均方根误差与信噪比的关系，同时给

出了角度克拉美-罗界[5] (CRB)作为比较。对于MUSIC
算法和ESPRIT算法，在得到DOD和DOA后，可

构造发射和接收流型矩阵 和 ，然后根据式

(14)计算 ，再利用3.2节算法估计多普勒频率。从

图3可以看出，VDM-RMUSIC算法较传统MU-
SIC算法和ESPRIT算法性能有较大改善，且优于

ALS-RMUSIC算法，其角度估计精度接近CRB。
本文VDM-RMUSIC算法性能提升得益于同时利用

了回波信号的3维结构特征和流型矩阵的多维范德

蒙德特征。

实验2 Swerling-II模型下，收发角均方根误差

比较

假设存在3个目标，其散射系数服从Swerling-

II模型[18]，即Q个脉冲的目标散射系数不相等，其

他参数与实验1相同。通常，Swerling-II模型下，

认为目标散射系数服从某一种随机分布，因此多普

勒流型矩阵的每一列均为随机信号，此时无法估计

多普勒频率。图4给出了4种算法的角度均方根误差

与信噪比的关系。可以看出，VDM-RMUSIC算法

的角度估计精度优于其他3种算法。

实验3 运算时间比较

假设存在3个目标，其参数与实验2相同。为方

便比较，以ESPRIT算法运算量为基准，图5给出

了其他3种算法的运算时间与ESPRIT算法运算时

 

 
图 3 Swerling-I模型下均方根误差与信噪比的关系
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间比值随阵元数的变化关系。可以看出，本文算法

的运算量与ESPRIT算法相当，低于ALS-RMUSIC
算法1个数量级。MUSIC算法由于需要角度搜索，

运算量巨大。

以上实验充分说明本文算法能有效估计目标收

发角和多普勒频率，且三者自动配对。与现有算法

相比，本文算法：(1)充分利用了回波数据的3维特

征，因此具有更佳的参数估计性能；(2)基于流型

矩阵的多维范德蒙德特征和等效矩阵的左奇异矩阵

具有Khatri-Rao乘积结构特征，给出了流型矩阵的

解析表达式，不需要任何搜索和迭代，运算量小。

需要指出的是，ALS-RMUSIC算法同样利用了回

波数据的3维结构特征，但由于其采用随机初始

化，算法收敛速度慢，且仅能获得局部最优解。

6    结束语

本文针对双基地MIMO雷达的多维参数联合估

计问题，提出一种低复杂度的收发角和多普勒频率

估计算法。算法利用回波张量的等效矩阵的左奇异

矩阵具有Khatri-Rao乘积结构特征，推导了收发流

型矩阵和多普勒流型矩阵的解析表达式。理论分析

和仿真实验表明，与现有方法相比，本文算法充分

利用了回波数据的3维结构特征和参数流型矩阵的

范德蒙德结构特征，有效提高了收发角和多普勒频

率估计精度，且3个参数自动配对；在小脉冲数下，

其运算量与ESPRIT算法相当。另外，本文算法可

直接应用于单基地均匀矩形阵、L型阵、十字型阵

MIMO雷达的角度估计。
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