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摘   要：野值是一种异于总体数据的非高斯量测值，在实际传输中野值的加入常使信号出现厚尾特性。粒子滤波

是基于贝叶斯框架的适用于非线性/非高斯系统的一种滤波方法。如果在量测噪声中存在野值会使粒子滤波的精

度下降。该文利用学生t分布建模量测噪声模型，结合变分贝叶斯(VB)递推方法设计一种新颖的边缘粒子滤波

(MPF-VBM)，它在滤波同时可对量测噪声的包括均值在内的全部参数进行实时估计。进一步，利用该估计算

法，在量测噪声时变条件下研究了噪声关联的粒子滤波算法(MPF-VBM-COR)。通过对典型单变量增长模型的仿

真，验证了所提两种算法相比于已有算法在状态估计上具有更优越的鲁棒性。
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Abstract: Outliers are non-Gaussian measurement values far from the bulk of data. In practical transmission,

the signals added with outlier often have the heavy-tailed property. Particle filter is based on the Bayesian

framework and applicable to the non-linear and non-Gaussian system. However, measurement noise with outlier

degrades the performance of particle filter. In this paper, student-t distribution is used to model the

measurement noise, combined with Variational Bayes (VB), a novel particle filter Marginalized Particle Filter

with VB Mean(MPF-VBM) is designed, which can estimate all parameters of t-distributed measurement

distribution including mean parameter as well as state. Further, particle filter with noise correlation (MPF-

VBM-COR) at the same epoch which is applicable to time variant measurement noise is developed. For

verifying the performances of the proposed algorithms, the simulations on the typical univariate non-stationary

growth model are performed under the different noise conditions in detail. The outcomes show that the

proposed two algorithms of MPF-VBM and MPF-VBM-COR (MPF-VBM-Corrlation) have the superior

performances to the compared ones.
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1    引言

粒子滤波是通过对后验滤波密度的量测更新给

出离散状态的贝叶斯近似解。不但适用于非高斯非

线性离散系统的状态估计，而且序列重要性重采样

是获取样本的主要方法，通过样本与对应似然权值

的加权和得到滤波状态[1]。由于粒子滤波方法结构

简单局限性小，因此已被广泛应用到各种实际问题中。

粒子滤波要求系统的模型参数或者量测噪声统

计信息保持不变，但在实际应用中可能噪声参数未

知且随环境的变化而变化，这时再使用传统粒子滤

波算法会使滤波性能下降甚至滤波失效。因此在滤

波的同时需要对噪声统计特性或模型结构参数进行

更新。针对这个问题，Storvik[2]给出未知静态参数
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下的状态和参数同时估计的粒子滤波算法，通过给

定模型和未知噪声参数的充分统计量，利用已知的

参数递推方法更新参数，得到实时状态估计。文

献[3,4]又考虑了统计特性恒定和时变的高斯噪声，

用共轭先验设定Gauss分层参数的分布，并进行递

推更新。变分贝叶斯(Variational Bayes, VB)方法

是一种从结构上近似推断的贝叶斯方法，在假定参

数和隐变量独立情况下，能将联合参数估计问题分

解为近似的单变量估计问题，依据后验密度和真实

密度在KL (Kullback–Leibler)距离最大化准则下表

示近似程度[5]。Piche等人[6]首次提出用VB结合学

生t量测分布模型进行状态估计，从而解决观测过

程中出现厚尾非高斯量测，文献[7,8]用学生t分布

分别来建模量测模型和过程模型，结合VB方法得

到新颖的鲁棒卡尔曼滤波。文献[9]将VB方法与粒

子滤波结合用来实现对具有学生t分布的厚尾量测

模型进行非线性状态估计，同文献[3,4]一样采用边

缘化的方法对状态与参数分别估计，不同之处在于

将学生t分布的自由度参数设为待估计参数，同尺

度参数与隐变量一道，通过伽马共轭先验分布和VB
方法得到参数后验分布表达式。仿真表明，由于自

由度可以调节，使学生t分布厚尾形状可变，所以

在相同噪声情况下估计性能优于文献[3,4]中所提的

方法。粒子滤波与变分贝叶斯方法相结合在文献[10]
中也给出一种形式，但它是利用变分贝叶斯在分割

的空间内采样粒子，以使粒子滤波适用于高维状态

空间的估计，这种形式不同于本文用VB估计参数

的研究领域。

t从学生 构成形式可以发现，决定学生t分布对

称轴位置的均值变量与尺度参数、自由度参数具有

同等重要地位。而且在实际应用中，如导航 [ 1 1 ]

和测距[4]中，由于传感器偏移使噪声均值非0且随

系统运行发生变化，所以对均值变量的估计也十分

必要。文献[11,12]通过极大后验和VB方法对线性

状态模型的量测噪声均值进行了估计。但对于非线

性状态空间模型，使用VB方法对噪声均值的估计

还没有涉及。从贝叶斯推断的角度，均值作为变量

与尺度参数相关联，因此通过VB推导的均值后验

分布表达式不同于以往没有均值参与的，如文献[9]
所给形式。在得到量测噪声参数后，对量测噪声时

变的噪声同时关联的粒子滤波问题进行探究。尽管

文献[13,14]涉及了粒子滤波的噪声关联问题，但是

它们不能解决量测噪声时变或有野值的情况。

基于以上讨论，本文用学生t分布对非高斯量

测噪声进行建模，同时考虑均值参数的影响，将均

值与尺度矩阵联合共轭先验为高斯-伽马分布，利

用变分贝叶斯方法结合粒子滤波对时变量测噪声下

非线性状态进行估计得到MPF-VBM算法，然后通

过获得参数估计研究过程噪声依赖时变量测噪声的

粒子滤波算法MPF-VBM-COR。文章的其余部分

组织如下，问题公式化在第2节给出，在学生t量测

分布下的参数和状态估计算法及噪声关联算法在

第3节给出，仿真演示的例子在第4节给出，第5节
给出结论。

2    问题公式化

首先考虑如式(1)、式(2)所示的非线性状态空

间模型
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都是已知非线性函数，过程噪声 假定服从

0均值高斯分布，具有方差 ，厚尾

观测噪声 服从对称学生t分布，分布表达式为
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其中， 表示学生t分布， 表示伽马函数，

和 分别表示均值，尺度矩阵和自由度参数。

应该指出的是学生t分布是一种厚尾的高斯分布，

当 时就成为具有相同 的对应高斯分布。从

式(3)可见，即使对于同一个数据点 ，均值的不同

也会使密度值不同。所以准确知道均值变量十分重

要。为进行利用VB的参数估计，不失一般性，假

定 的尺度矩阵 为对角矩阵，即

。对于式(1)、式 (2)所给状态空间模型，

依据学生t的量测噪声分布特点，时刻 的量测似然

可表示为具有隐变量 的如式(4)、式(5)的高斯分层形式
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其中， 是引入的隐变量， 表示服从参

数为 的伽马分布。由文献[15]所示，均值和尺

度矩阵的联合共轭先验服从高斯-伽马分布，并且

可分解为各自单独分布的乘积
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其中， 和 分别为 的均值和

方差， 为精度系数。

ºk自由度 的共轭先验服从伽马分布

p (ºk) = G
¡
ºk
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akjk¡1; bkjk¡1
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k
为了更清晰地说明各变量之间的关系，用图1

所示的有向图对 时刻状态，量测和超参数的贝叶

斯分层模型进行表示：
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从图1中可见，相比于在文献[9]，两个额外的

超参数 和 被加入进来，并且 之间具有关联

性，相比于文献[6]，自由度变量具有超参数 。

3    主要结果

本节主要应用VB对式(1)—式(7)的中参数的

变分后验进行推导。VB方法的原理及公式详见文

献[7,15]。
首先，状态、量测和参数的联合分布可分解为
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其中， 表示 时刻第 个粒子，令

表示参数集，利用边缘化思想可分别进行状态与参

数的估计，在时刻 ，状态参数联合后验分布为
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且依赖于 时刻参数一步预测的样本值。下面

给出在量测更新后， 依据VB的具体更新过程。

k k
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首先，对于均值变量 和尺度矩阵 ，通过

基本贝叶斯公式 ,   联

合变分后验的对数函数表示为
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其中， 表示括号中的概率分布对变量 求期

望， 是独立于 和 的常数项， 表示括号

中向量的第 个分量。 边缘后验对数函数为
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k的变分后验分布对数式由式(11)减式(12)

得到

 

 
图 1 贝叶斯推断图模型
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简和共轭先验的概念，得到 变分后验服从伽马
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推导中，使用了 的如式(20)的
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在以上每一个参数推导过程中，都需要对其余

参数进行期望操作，根据分布期望公式，参数期望

如式(24)给出
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ª(¢)其中， 为di-gamma函数。
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k ¯k

尽管以上参数更新相互耦合，但这一问题解决

可通过对任一参数初始化实现，然后依次迭代更

新。同时可见，如果均值变量为0，涉及均值的超

参数 和 的递推式(13)、式(14)以及在式(17)和

式(19)含有的 和 都消失了，算法退化为文献[9]

所提算法。因此所提算法可视为文献[9]算法的丰富

和扩展。

½ 2 (0; 1)
噪声可能为时变的情形，因此引入遗忘因子

标识噪声波动程度，噪声参数时间更新模

型为

kjk¡1 = ½ k¡1jk¡1; ¯kjk¡1 = ½¯k¡1jk¡1;

akjk¡1 = ½ak¡1jk¡1; bkjk¡1 = ½bk¡1jk¡1;

ckjk¡1;t = ½ck¡1jk¡1;t; dkjk¡1;t = ½dk¡1jk¡1;t

9>=>; (25)

表1给出所提算法1的流程。

依据表1，接着考虑过程噪声依赖时变量测噪

声的粒子滤波算法。将学生t量测似然式(4)改写成

高斯分层形式

p
³

k

¯̄̄
(i)
k ; k; uḱ =N

µ
k

¯̄̄̄
h
³

(i)
k

´
+ k;

k

uk

¶
(26)
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p (uk jºk) = G (uk jºk=2; ºk=2) (27)

k=uk k

( k)
¡1

k

其中，正态分布的方差表达式为 ,  表示式(4)

中 。假定过程噪声依赖量测噪声的关联矩阵

为 ，即

E
£

k
T
k

¤
= k (28)

k k

k ¡ h ( k)¡ k = 0

同时假定 ,  各自单独序列仍然是相互独立

的。下面利用解关联框架进行噪声解关联操作，根

据式(2),  ，那么状态传递方程式(1)

修改为

k+1 = f ( k) + k + k ( k ¡ h ( k)¡ k)

= f ¤ ( k) + k k +
¤
k (29)

f ¤ ( k) = f ( k)¡ kh ( k)
¤
k = k¡

k k k
¤
k

k

这里， , 

,  是要确定的辅助参数。 可被看成新的

过程噪声，由于是高斯分布的线性组合，所以仍然

服从高斯分布，且它与量测噪声 的协方差为

E
£ ¤

k
T
k

¤
= E [ k k]¡ kE

£
k
T
k

¤
= k ¡ k (E [ k] =E [uk]) (30)

E
£ ¤

k
T
k

¤
= 0 k令协方差 ，得到辅助矩阵 为

k = k

³
E [uk] (E [ k])

¡1
´

(31)

¤
k

式(29)，式(2)连同式(31)一起给出噪声同时关

联的等价状态空间模型。通过式(31)，等价传递模

型的高斯过程噪声 的均值与方差为

E [ ¤
k ] =

¤
k = E [ k]¡ kE [ k]

=¡ k

³
E [uk] (E [ k])

¡1
´

k (32)

var [ ¤
k ] =

¤
k = k + k (E [ k] =E [uk])

T
k

¡ k
T
k ¡ k

T
k

= k ¡ k

³
E [uk] (E [ k])

¡1
´

T
k (33)

因此，由式(1)，式(2)组成具有噪声关联的系

¤
k

p k

³
(i)
k

¯̄̄
(i)
k¡1

´
p ¤

k

³
(i)
k j

(i)
k¡1; k¡1

´

统转化为由式(29)，式(2)组成不含噪声关联的等价

系统滤波问题。算法流程与表1算法相同，就是在

第(2)步中增加对 噪声参数的计算式(32)和式(33)，

状态转移模型由 替换为

，这样得到时变量测噪声下噪声同时关

联的粒子滤波算法，记作MPF-VB-COR-1(Margina-
lized Particle Filter with VB for Correlation-1)。

4    仿真验证

这里考虑在文献[4,9]广泛使用的如下非线性模

型来验证上面所提两种算法的性能

xk = 0:5xk¡1+ 25
xk¡1

1+ x 2k¡1
+8 cos(1:2(k ¡ 1)) + wk¡1

zk = 0:05x 2k + vk

9>>>=>>>; (34)

0 » N (0; 5)

p (wk) = N (wk j0; 5) vk

a0 = b0 = 0:12 c0 = 2 d0 = 5 ´0 = 1

¯0 = 2

½ = 1¡ exp (¡4)

算法1　初始状态 ，过程噪声分布

，量测噪声 服从学生t分布，初

始超参数为： ,  ,  , 

和 ，遗忘因子选取根据文献[9]的遗忘因子与

超参数收敛时间的比较说明，设为 。

仿真时间长度设为1000。根据文献[9]的粒子数与状

态均方根误差平均值(ARMSE)的关系，考虑程序

运行的时间因素，粒子数设为100。Monte Carlo仿
真运行30次，所提的MPF-VBM算法与另外两种算

法MPF-VBS (Student)[9]和MPF-CP (Conjugate
P r i o r ) [ 3 ]在相同仿真状况下进行均方根误差

(RMSE)[8]及(ARMSE)[9]比较。仿真设置3种不同情

况噪声，噪声及对应的状态ARMSE及时间如表2
所示。

U (¢)表示均匀分布，野值以随机形式进入噪声

分布。第1种标准高斯噪声加入20%服从均匀分布

野值，噪声均值为0；第2种高斯噪声无野值加入，

均值为6；第3种高斯噪声均值为6有20% U(20, 60)

表 1  基于VB带有噪声均值估计的边缘粒子滤波(MPF-VBM)算法¡
0
¯̄

0j0; 0j0
¢ (i)

0 i = 1; 2; ¢¢¢;N !
(i)
0 = 1=N a(i)0 ; b(i)0 ; c(i)0 ; d(i)0 ; º

(i)
0 ;

(i)
0 ¯

(i)
0

0 0 º0 k = 1; 2; ¢¢¢;K
　从分布 采样粒子 ，并且设置权值 ；初始化超参数 和 ；计算初

  始参数 ,  和 期望。对时刻

i = 1; 2; ¢¢¢;N　对每一个粒子

p
³

(i)
k

¯̄̄
(i)
k¡1

´　(1) 使用式(25)做噪声参数的时间更新；

　(2) 从状态传递方程 做粒子的一步预测；

k　(3) 通过新量测 用式(15)更新重要性权值；

　(4) 必要的话，粒子重采样；

£
(i)
kjk = T

³
£
(i)
kjk¡1; x

(i)
k ; zk

´
T(¢)

　(5) 使用式(13)，式(14)，式(16)，式(17)，式(18)，式(19)，式(22)，式(23)，并利用重采样粒子做噪声参数后验更新，

  ；其中 代表参数充分统计量；

　得出当前的噪声参数期望值及对应状态值；

k == K　在 前，进行下一次循环。
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的野值加入。MPF-VBM与MPF-CP量测噪声均值

估计比较图如图2所示。

从图2可见，本文MPF-VBM算法对3种噪声情

况的均值都具有稳健而准确的估计能力，相比较而

言，MPF-CP的均值估计易受到野值干扰，跟踪真

值时的震荡性较强。但从图2(b)估计图所示，在没

有野值干扰时，MPF-CP均值估计具有收敛速度快

优点。

图3—图5给出了3种算法对应3种噪声的RMSE
的比较图，为了清晰起见，这里只列出了300～
330 s时间范围内的RMSE的比较曲线。从图3—
图5可见，所提MPF-VBM算法对3种噪声都始终

处于估计性能最优越的算法行列。3种算法对应3
种噪声ARMSE如表2所示，结果验证了RMSE图
的显示。在运行时间上，MPF-VBM近似为MPF-
VBS时间的1.5倍，为MPF-CP时间的2倍。量级为

ms级。

k k k = k k

k [ k] = 0:8

算法2　所提噪声关联的MPF-VB-COR与算法

MPF-VBM及文献[13]中的算法PF-COR在相同噪

声关联情况下进行性能比较。Monte Carlo仿真次

数为30次。过程噪声与量测噪声超参数设置与算法1相
同。设过程噪声 量测噪声 有关系式 ，

其中 为常矩阵，此处设为 ，得到关联矩

 

 
图 2 算法噪声均值估计比较图

 

 
图 3 3种算法对应第1种噪声RMSE比较图

 

 
图 4 3种算法对应第2种噪声RMSE比较图

表 2  对应3种噪声的3种算法的均方根误差平均值(ARMSE)

量测噪声 MPF-VBM MPF-VBS MPF-CP

N(0,1)+20%U(–20, 20)野值 5.5673 5.5468 8.5571

N(6, 1)无野值 4.6170 8.1141 8.8132

N(6,5)+20%U(20, 60)野值 6.3353 8.6288 8.7588

运行时间(s) 0.01067 0.007187 0.005587
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k=E
£

k
T
k

¤
= kE

£
k
T
k

¤
= kE [ k] =E [uk]

R t 2 [1 s : 300 s]
R = 8 t 2 [301 s : 700 s] R = 20 t 2 [701 s :
1000 s] R = 2

阵 。

为了更清晰表示算法性能，图6—图8给出单次

Monte Carlo状态的ARMSE的曲线比较图，表3给
出设置的量测噪声及30次Monte Carlo的ARMSE。
其中，第2种噪声方差 如下变化，当 ,

；当 ,  ；当

,  。

从图6—图8及表3可见，当第1种量测噪声是参

数确定的高斯噪声时，PF-COR的估计性能最好，

本文的MPF-VB-COR-1与PF-COR估计性能相

近，两者都好于没有考虑关联性的MPF-VBM，从

ARMSE曲线看，含有变分估计方法的估计一致性

更好；第2种量测噪声是方差时变的高斯噪声，

MPF-VB-COR的估计性能好于PF-COR，两者的

性能都优于MPF-VBM，仍然说明考虑了噪声关联

情况粒子滤波算法此时更好。在第3种具有野值的

高斯噪声，MPF-VB-COR与MPF-VBM的性能基

本相同，好于PF-COR，说明此时具有抑制野值干

扰的滤波算法具有更好性能，而所提MPF-VB-
COR也是具有这一能力的。

5    结论

10¡2

本文讨论了具有学生t量测噪声的鲁棒粒子滤

波算法。量测噪声被设计成服从学生t分布，利用

变分贝叶斯方法对t分布的噪声包括均值在内的全

部参数进行了估计。先给出了参数的共轭先验，然

后推导出参数变分后验表达式。通过边缘化思想给

出估计参数值对应的状态值。将此算法与已有学生

t量测噪声的粒子滤波方法比较，对于给出的噪声

情况，所提粒子滤波展现出其有效性和优越的性

能。接着基于所提鲁棒粒子滤波框架，探究了量测

噪声时变的噪声关联的粒子滤波，仿真表明当量测

噪声时变或有野值存在时，所提噪声关联的粒子滤

波算法优于已有噪声关联粒子滤波算法。所提算法

运行时间一般为  s的量级。
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