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摘   要：通过对干涉仪通道间信号相位差的多次测量求平均来减小测量误差是工程上提高干涉仪测向精度的重要

途径之一，在这一过程中有标量积累与矢量积累两种方式。为了分析这两种积累方式的特性，该文在对干涉仪测

向模型与相位差形成过程简要介绍之后，基于信号矢量方法获得了相位差的统计特性，并利用推导得到的概率密

度分布结果对相位差标量积累与矢量积累进行了详尽对比，不仅揭示了标量积累过程中的门限效应，而且从理论

上证明了矢量积累对真实值的无限逼近过程。最后通过仿真验证了理论分析的有效性与正确性。从而为干涉仪工

程应用中相位差测量数据的有效处理提供了重要的理论指导。
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Characteristics Analysis and Contrast between Scalar Accumulation and
Vector Accumulation in Interferometer Phase Difference Measurement
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Abstract: It is one of the important approaches to improve the direction finding accuracy of interferometer to

reduce the measurement error by averaging the signal phase difference between the channels in the

interferometer. In this process, there are two methods: scalar accumulation and vector accumulation. In order

to analyze on these two methods, after a brief introduction to the direction finding model of interferometer and

the formation process of phase difference, the statistical characteristics of phase difference are deduced by using

the signal vector method. Then a detailed contrast between scalar accumulation and vector accumulation of

phase difference is made by using the probability distribution results derived. This not only reveals the

threshold effect in scalar accumulation, but also the infinite approximation process of vector accumulation to

the real value is theoretically proved. Finally, the validity and correctness of the theoretical analysis are verified

by simulations. It provides an important theoretical guidance on the data processing of interferometer phase

difference measurement for engineering application.

Key words: Direction finding by interferometer; Phase difference measurement; Scalar accumulation; Vector

accumulation; Distribution characteristic of phase difference

 

1    引言

比幅测向与干涉仪测向是最常用的两种测向手

段[1,2]，虽然比幅测向设备简单，但在测向精度上

远不及干涉仪测向[3,4]，所以干涉仪测向成为电磁

波来波方向精确测量中的主流技术 [ 5 , 6 ]，并在雷

达、通信、电子战等工程项目中得到了广泛应用[7–10]。

干涉仪测向中的关键步骤之一就是干涉仪通道间信

号的相位差测量，因为相位差的测量精度直接决定

了干涉仪的测向精度，所以长期以来对如何提升干

涉仪通道间信号的相位差测量精度的研究工作就一

直没有间断过，很多方法被提出并得到应用[11,12]。

在这些众多方法之中，通过多次测量求平均来减小

测量误差是最常用的工程处理方法，又被称为相位

差的积累。特别是在低信噪比条件下的相位差测

量，只有通过大量的积累才能达到更高的测量精

度 [13,14]，这也成为工程技术人员关注的一个重要

手段。

按照相位差积累的不同方式，可分为标量积累
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与矢量积累两种。尽管这两种积累方法都在工程上

应用[15,16]，但是针对二者之间的差异对比与特性分

析的理论研究缺失，造成对实践应用的指导不明

确，工程经验并没有得到有效的总结。鉴于上述情

况，本文在干涉仪测向应用与相位差测量模型简要

回顾之后，对干涉仪测向过程中各个通道间所接收

信号的相位差的形成过程及其统计特性进行了分

析，阐述了相位矢量的模值在莱斯分布形成过程

中，其相位分布产生的过程及其统计特性。并利用

推导得到的概率密度分布结果对相位差标量积累与

矢量积累进行了对比分析，对这两种方式的特性进

行了详尽研究。不仅揭示了标量积累过程中面临的

门限效应，而且从理论上证明了矢量积累对真实值

的无限逼近过程，展现了矢量积累相对于标量积累

在低信噪比条件下的优越性。从而为干涉仪相位

差测量过程中的数据有效处理提供了重要的理论

指导。 

2    干涉仪测向与相位差测量

V1 V2

d

θ

以单基线干涉仪为例，干涉仪测向模型如图1
所示，图1中干涉仪的两个单元天线 与 之间的

直线距离为 ，信号来波方向与干涉仪基线法向之

间的夹角为 。

 

 
图 1 单基线干涉仪测向模型
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∆φ

θ ∆φ

干涉仪单元天线 与 输出的信号在经过接收

机放大变频之后输入鉴相器，测量得到同一个信号

在两个通道之间的相位差为 。由图1所示的几何

关系可得信号的来波方向角 与相位差测量值 之

间存在关系式为

∆φ = 2πd sin θ/λ (1)

λ d ≤ λ/2

∆φ

θ d

d > λ/2

式(1)中， 表示电磁信号的波长，在 的条件

下，通过相位差测量值 能够唯一求解出来波方

向角 。由式(1)可知： 越大测向精度越高。当

时，单基线干涉仪会产生相位模糊，所以

在实际测向工程应用中通常采用多基线干涉仪，由

短基线测量的相位差来逐级解长基线相位差测量过

程中的相位模糊，从而达到高精度测向的目的。

从上述干涉仪测向过程可知：干涉仪通道之间

信号的相位差测量的精度将直接决定干涉仪测向所

能达到的精度，所以在干涉仪测向应用中，高精度

的相位差测量一直是工程应用关注的重点。干涉仪

相位差测量有两类方法：一类是时域鉴相；另一类

是频域鉴相。这两种鉴相方法在高信噪比条件下性

能几乎一样，在低信噪比条件下频域鉴相的精度优

于时域鉴相的精度。鉴于上述情况，在本文后续讨

论中均采用频域鉴相方法来获得干涉仪通道间信号

的相位差测量值。 

3    相位差的形成及其统计特性分析

V1 V2

Z1 Z2

在多基线干涉仪测向应用中每一条独立基线都

可以用单基线模型表示，所以以图1所示的模型为

基础分析干涉仪相位差测量问题具有普适性。按照

频域鉴相法，对单元天线 与 后端接收机输出的

信号在频域进行测量可分别得到对应的综合矢量

和 如式(2)所表达

Z1 = S · exp (j∆φ) +N1 (2)

Z2 = S +N2 (3)

S N1 N2

σ2
N

式(2)和式(3)中， 表示信号矢量， 和 分别表

示两个接收通道中的噪声矢量，满足均值为0，方

差为 的复高斯分布。上述矢量在复平面中的相

互关系如图2所示。

 

 
图 2 各矢量在复平面中的相互关系
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A α Z2 z β

由图2可见，将综合矢量 和 看成是2维随

机变量，它们的分布特性相同。记信号矢量 的模

值和相位分别为 和 ，则 的模值 和相位 满足

如式(4)的联合概率密度分布函数

f (z, β) =
z

2πσ2
N

exp
[
−z2 +A2 − 2zA cos (α− β)

2σ2
N

]
(4)

z [0,+∞) β

[0, 2π) z

fz (z)

式(4)中， 的取值范围为 , 的取值范围为

。于是根据式(4)可得模值 满足的概率密度分

布函数 如式(5)所表达

fz (z) =

∫ 2π

0

f (z, β) dβ

=
z

σ2
N

exp
[
−z2 +A2

2σ2
N

]
· I0

(
zA

σ2
N

)
(5)

I0(·) fz (z)式(5)中 表示0阶修正贝塞尔函数，所以 又

第 7期 石  荣：干涉仪相位差测量标量积累与矢量积累的特性分析与对比 2001



β fβ (β)

fβ (β) f (z, β)

称为莱斯分布或广义瑞利分布[17]。根据式(4)可得

相位 满足的概率密度分布函数 如式(6)所表

达，由于 是通过联合概率密度分布函数

对幅度变量积分而得到，所以本文称之为莱斯分布

形成过程中的相位分布

fβ (β) =

∫ ∞

0

f (z, β) dz =
1

2π exp
(
− A2

2σ2
N

)

+
A cos (β − α)

2
√
2πσN

exp
(
−A2sin2 (β − α)

2σ2
N

)

·
{
1+erf

[
A cos (β − α)√

2σN

]}
(6)

erf (·)式(6)中 表示误差函数，如式(7)

erf (x) =
2√
π

x∫
0

exp
(
−γ2

)
dγ (7)

erf (∞) = 1

fβ (β) α

k

显然， 成立。如果纯粹从式(6)来

讲，函数 具有周期性，而且具有关于 的对称

性，即有如式(8)、式(9)两式成立，其中 属于任意

整数

fβ (β) = fβ (β + 2π · k) (8)

fβ (α− ε) = fβ (α+ ε) (9)

ε

2π β

β [0, 2π)
[α− π, α+ π)

式(9)中， 为任意实数。由此可见，可以将任意连

续的长度为 的区间作为自变量 的定义域，即

的定义域既可以定义在 范围，也可以定义在

范围，这对于干涉仪相位差测量误差

问题的研究并无本质影响。

A = 0

fβ (β) = 1/ (2π)

A → ∞ fβ (β) ≈ δ (β − α)

δ(·)

A/σN fβ (β)

[α−π,α+π) fβ (β)

2π 2π
[α−π+ε, α+π+ε)

另一方面，由式 ( 6 ) 可知，当 时，

，这意味着相位满足在定义域范围

内的均匀分布，实际上此时莱斯分布已经退化为瑞

利分布，而瑞利分布形成过程中的相位的确是满足

均匀分布的。当 时， ，其

中 表示冲激函数，这意味着信噪比无穷大时，

在干涉仪相位差测量过程中没有任何误差。于是在

不同信噪比 条件下， 的概率密度分布曲

线如图3所示。需要说明的是：图3中的横坐标虽然

标注的是 范围，如前所述，由于 具

有以 的周期性，所以在长度为 的任意区间

内来表示均是可以的。

S

Z1 Z2

βA β

∆φ̂

如果在一次测量中将 看成一个固定的矢量，

显然综合矢量 和 的模值都满足相同的莱斯分

布，它们的相位值 和 都满足莱斯分布形成过程

中对应的相位分布。于是按照干涉仪的频域鉴相

法，相位差测量值 为

∆φ̂ = βA − β (10)

S

∆φ̂

2σ2
N

由式(2)和式(3)可知：在相位差形成过程中，

消除了信号矢量 自身相位的影响，所以相位差测

量值 仍然满足莱斯分布形成过程中对应的相位

分布，由式(10)可知此时的噪声方差会增大为

。 

4    相位差的标量积累及特性分析

N N

βn n = 1, 2, ···, N

N

βn [0, 2π)
N β

如果干涉仪对同一个辐射源的来波信号进行了

次测量，那么可以得到 个相位差测量值，记为

, 。为了提高测量精度，在工程上

通常对上述 个相位差测量值进行平均处理，以此

来减小噪声对测量误差的影响，显然这就是一个积

累过程，将 作为一个 范围内的实数，则上

述 个测量样本的均值 就是相位差标量积累的结

果，如式(11)所表达

β =
1

N

N∑
n=1

βn (11)

βn

∞ β E (β)

如前所述， 服从莱斯分布形成过程中对应的

相位分布密度函数，如式(6)所示，当测量次数趋

近于 时，均值 将趋近于其数学期望 ，如

式(12)所表达

β̄ → E (β) =

2π∫
0

β · fβ (β) dβ (12)

α = π fβ (β)

π E (β) = π = α

α ̸= π fβ (β)

π

当 时，由图3可见概率密度函数 关

于 点对称，于是由式(6)可知 ；但是

当 时，由图3可见概率密度函数 不能关

于 这一点对称，下面分两种情况进行讨论。

α < π(1)情况1：当 时，在扩展定义域的条件

下，并利用式(8)的特性，可将数学期望式(12)按照

式(13)分解为几部分

 

 
图 3 在不同信噪比条件下的概率密度分布曲线
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E (β)

=

α+π∫
α−π

β · fβ (β) dβ+
2π∫

α+π

β · fβ (β) dβ−
0∫

α−π

β · fβ (β) dβ

=α+

0∫
α−π

(β+2π) · fβ (β+2π) dβ−
0∫

α−π

β · fβ (β) dβ

=α+

0∫
α−π

(2π) · fβ (2π) dβ (13)

∫ 0

α−π
(2π) · fβ (2π) dβ >

0 E (β) > α

由于式(13)结果中第2部分

，所以有 成立。

α > π(2)情况2：当 时，同理可将数学期望式(12)
按照式(14)分解为几部分

E (β)=

α+π∫
α−π

β · fβ (β) dβ−
α+π∫
2π

β · fβ (β) dβ

+

α−π∫
0

β · fβ (β) dβ

=α−

 α−π∫
0

(β+2π) · fβ (β+2π) dβ−
α−π∫
0

β · fβ (β) dβ



=α−
α−π∫
0

(2π) · fβ (2π) dβ (14)

α−π∫
0

(2π) · fβ (2π) dβ > 0

E (β) < α

由于式(14)中第2部分 ，

所以 成立。

α ̸= π综合上述两方面的情况，在 时始终有

式(15)成立

E (β) ̸= α (15)

∞ β α

于是这就从理论上证明了：通过相位差测量值

的标量积累方式在绝大部分情况下，即使积累次数

趋近于 ，也不能确保样本均值 收敛于真实值 。

A/σN

A/σN E (β) α

A/σN βn [0, 2π)
E (β) π α

大家可能对上述理论推导结果有些疑惑，似乎

打破了常规的工程惯性思维结果，与工程应用中多

次测量取平均值来提高相位差测量精度的通常做法

好像有些矛盾。实际上相位差标量累积与信噪比

紧密相关，从图3的概率密度分布曲线可以看

出：当 比较大时， 趋近于 ；但是当

比较小时，又由于 作为一个 范围内的

实数，所以 趋近于 ，几乎与 无关。这一现

象与工程上大家遇到的相位差测量的门限效应是相

互对应的，即当信噪比降低到一定数值之下时，相

位差测量误差非常大，在此情况下即使通过多次测

量取平均值也难以达到应有的精度，这一理论分析

结果与工程实践结果是相吻合的，因为工程应用中

在标量积累时都是限定在信噪比门限以上时的实施

结果，所以此处的理论分析结果与工程实践之间并

没有产生矛盾。 

5    相位差的矢量积累及特性分析

N βn

exp (j · βn) N

β

相位差的矢量积累与前一小节所述的标量积累

的差异在于：将 个相位差测量值 表示成矢量形

式 ，然后在此基础上对这 个矢量进行

平均处理，于是矢量积累结果 如式(16)所表达

β =
1

N

N∑
n=1

exp (j · βn) (16)

∞ β

E (exp (j · β))
同样，当测量次数趋近于 时， 将趋近于其

数学期望 ，如式(17)所示

β̄ → E (exp (j · β)) =
2mπ∫
0

exp (j · β) · fβ (β) dβ (17)

因为在矢量条件下有式(18)成立

exp (j · β) = exp (j · (β+2π)) (18)

2π

[0, 2π) [α−π, α+π)
E (exp (j · β))

即矢量的相位具有以 为周期的循环特性，于

是在式(17)的求解过程中，可以将积分区间从

周期性变化为 ，根据式(8)的特性

可知，这样并不改变数学期望 的数

值，即有式(19)成立

E (exp (j · β)) =
α+π∫

α−π

exp (j · β) · fβ (β) dβ (19)

fβ (β) α

将式(19)右边的积分分解为2个不同区域的积

分，并利用式(9)所示的函数 关于 点的对称

性，可推导出如式(20)的结果

E (exp (j · β)) =
α∫

α−π

exp (j · β) · fβ (β) dβ

+

α∫
α−π

exp (j · (2α−β)) · fβ (β) dβ

= exp (j · α) ·
α∫

α−π

2cos (β − α) · fβ (β) dβ

= exp (j · α) · ξ (20)∫ α

α−π
2cos (β − α) · fβ (β) dβ = ξ

fβ (β) α

[α−π, α] ξ > 0

式(20)中记积分项 ，

由式(6)与图3可知：函数 以 点为最大值点，

且在 范围单调递增，所以积分项 。这
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E (exp (j · β)) exp (j · α)

βA

就意味着数学期望 与复矢量

指向同一个方向，二者的幅角完全相同。于是对干

涉仪相位差测量值的矢量积累结果取复角运算即可

得到干涉仪通道间相位差的测量值 如式(21)所
表达

βA = angle
(
β̄
)
→ angle (E (exp (j · β))) = α (21)

angle(·)式(21)中 表示求复数的复角运算，由此可

见：通过矢量积累可获得干涉仪相位差测量的真

实值。

A/σN > 0

到此为止，上述过程从理论上证明了干涉仪相

位差测量应用中，通过干涉仪相位差测量值的矢量

积累，只要信噪比 ，无论其多么小，都

可以通过一定次数的积累，使得积累后矢量的幅角

无限逼近于相位差的真实值。

上述干涉仪相位差测量中的矢量积累特性与标

量积累特性形成了鲜明的对比：标量积累中存在信

噪比的门限效应，只要信噪比低于一定门限之后，

无论积累多少次，都无法逼近相位差的真实值；而

矢量积累中没有门限效应，无论信噪比多么低，只

要积累次数足够多，总能够逼近相位差的真实值。

所以干涉仪相位差测量应用中矢量积累比标量积累

具有更优越的低信噪比适应效应，这一结论为干涉

仪相位差测量过程中的积累操作提供了重要的理论

指导。 

6    仿真验证

θ = π/6
∆φ = π/2

(1) 相位差的统计特性仿真验证。设单基线干

涉仪的基线长度为0.3 m，入射电磁波的频率为

500 MHz，来波方向 ，由此可得干涉仪通

道间信号相位差的真实值 。按照频域鉴

相方法，在几种典型信噪比条件下对干涉仪相位差

测量值进行105次蒙特卡洛仿真后，统计出测量值

的概率分布密度分别如图4—图6所示。

[0, 2π)

∆φ = π/2

如前所述，由于相位测量具有周期特性，所以

在图4—图6中将相位差测量值的分布范围都限定在

之内，为了便于对比，对应的理论分布曲线

的定义域也限定在同一范围。其中红色曲线代表

式(6)所示的理论概率分布曲线，蓝色的柱状竖线

代表105次蒙特卡洛仿真中频次统计后换算的概率

分布密度。在信噪比等于0时，基本上接近均匀分布；

在信噪比大于0时，在相位差真实值 处

有突出的峰值，仿真结果与理论值相当吻合，说明

了前述理论推导的正确性。

(2) 相位差标量积累特性的仿真验证。干涉仪

测量的仿真条件同前，在对干涉仪两个通道间的相

位差进行测量值之后，对测量值按照前述的式(11)

进行标量积累，积累次数分别取10次、100次和

1000次，在不同的信噪比条件下进行仿真，仿真结

果如图7所示，图7中num代表积累次数。

图7中的3条曲线的总体趋势相近，但随着积累

 

 
A/σN = 0图 4 时测量值概率分布密度

 

 
A/σN = 2图 5 时测量值概率分布密度

 

 
A/σN = 8图 6 时测量值概率分布密度

 

 
图 7 标量积累在不同积累次数下测量值随信噪比的变化曲线
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A/σN ≥ 2

∆φ = π/2
A/σN < 2

π

次数的增加，曲线变得更加平滑。由图7可见，当

信噪比 时，通过10次及以上的积累可以

得到比较准确的测量值，且与真实值 之

间的差异较小；但是当信噪比 时，无论

积累次数如何增加，测量误差都随信噪比的降低而

增大，当信噪比接近0时，测量值趋近于 。由此可

见，相位差测量中的标量积累存在明显的门限效

应，当信噪比低于此门限时，无论怎么增大积累次

数，也无法使测量误差减小。这一结果与工程实际

结果也是吻合的，因为在工程上进行多次测量求平

均来获得干涉仪通道间更加精确的相位差测量值

时，都是在一定的信噪比门限之上进行的积累操

作。上述仿真结果也验证了前述理论分析的正确性。

(3)相位差矢量积累特性的仿真验证。仿真条

件同前，在对干涉仪两个通道间的相位差进行测量

之后，对测量值按照前述的式(16)进行矢量积累，

积累次数分别取10次、100次和1000次，在不同的

信噪比条件下进行仿真，仿真结果如图8所示。

 

 
图 8 矢量积累在不同积累次数下测量值随信噪比的变化曲线

 

A/σN < 2

A/σN ≥ 1.1

A/σN ≥ 0.8

A/σN ≥ 0.4

在积累次数相同的条件下对比图8与图7中的各

条曲线可以发现：在相同信噪比情况下，矢量积累

的相位差测量误差比标量积累要小，这一点在低信

噪比条件下表现得尤为突出。如前所述，标量积累

当信噪比 时出现门限效应，误差无法通

过积累来减小。而图8显示：矢量积累没有门限效

应，通过10次积累在信噪比 时误差可控

制在±0.1π rad以内；通过100次积累在信噪比

时误差可控制在±0.1π rad以内；通过

1000次积累在信噪比 时误差可控制

在±0.1π rad以内。由此可见随着积累次数的增

加，矢量积累能够在更低的信噪比条件下实现干涉

仪通道间相位差的准确测量。

为了进一步展现干涉仪相位差测量中矢量积累

的这一特性，下面以积累后误差控制在±0.1π
rad以内为衡量标准，对达到这一精度时所需要的

信噪比随积累次数的变化关系曲线仿真如图9所

示，为了显示更多的积累次数图9的横坐标采用了

对数比例形式。

 

 
图 9 矢量积累误差控制在±0.1π rad以内所需信噪比

随积累次数的变化曲线
 

A/σN ≥ 0.41 = −3.9 dB

A/σN ≥ 0.215 = −6.7 dB

A/σN ≥ 0.0875 = −10.6 dB

由图9可见：在干涉仪通道间的相位差测量中

采用矢量积累方法将误差控制在±0.1π rad以内所

需要的信噪比随着积累次数的增加而逐渐减小。通

过1000次积累在信噪比 时误

差可控制在±0.1π rad以内；通过10000次积累在信

噪 比 时 误 差 可 控 制 在

±0.1π  rad以内；通过100000次积累在信噪比

时误差可控制在±0.1π
rad以内。上述仿真结果不仅验证了前述理论分析

的正确性，同时也体现出了干涉仪相位差测量中矢

量积累相对于标量积累的优越性。 

7    结论

干涉仪通道间信号的相位差测量的数据处理过

程中有标量积累与矢量积累两种方式，为了深刻揭

示这两种方式的相关特性，本文首先利用信号矢量

方法推导出了莱斯分布形成过程中相位分布的概率

密度函数，指出了该概率密度分布函数所特有的周

期性与对称性，并利用其特性展示了干涉仪相位差

形成过程中的统计特性。在此基础上，分别从理论

上分析了干涉仪相位差测量中标量积累与矢量积累

过程中相位差随积累次数的变化特性，不仅揭示了

标量积累过程中当信噪比小于2时所产生的门限效

应，而且从理论上证明了矢量积累对真实值的无限

逼近过程，展现了矢量积累相对于标量积累在低信

噪比条件下的优越性，并通过仿真验证了理论分析

的正确性，从而为干涉仪工程应用中相位差测量的

积累方式的选择与应用提供了重要的理论指导。
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