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摘   要：参考信号重构是数字电视外辐射源雷达信号处理的关键技术之一，重构信号质量直接影响监测信号中时

域杂波抑制效果。针对工程应用中重构的参考信号与实际发射信号失配的问题，该文以监测信号时域杂波抑制效

果最优为指标，提出一种基于“解调-重调制”的参考信号可信重构方法。首先介绍参考信号重调制方法并建立基

于非理想发射信号的信号模型；然后推导了重调制参考信号与监测信号时域杂波抑制效果间的理论关系，基于杂

波抑制效果最优的准则，得到可信重构参考信号；最后仿真和实测数据验证了该参考信号可信重构方法的有效性。
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Abstract: Reference signal reconstruction is one of the key technologies for signal processing of passive radar

based on digital TV signals. The quality of the reconstructed signal affects directly the time-domain clutter

suppression effect of the surveillance signal. To solve the problem that the reconstructed reference signal can

not match the actual transmitted signal, this paper proposes a reference signal trusted reconstruction method

based on “Demodulation-Remodulation” with the indicator that the optimal time-domain clutter suppression

effect of the surveillance signal. First, the reference signal remodulation method is introduced and a signal

model is established based on the non-ideal transmitted signal. Then, the theoretical relationship between the

remodulation reference signal and the time-domain clutter suppression of the surveillance signal is derived.

Based on the criterion of the optimal clutter suppression, the trusted reconstruction of the reference signal is

obtained. Finally, simulation and field experiment verify the effectiveness of the reference signal trusted

reconstruction method.

Key words:  Passive radar;  Reference signal  reconstruction;  Clutter suppression;  Trusted reconstruction;

Modulation Error Ratio(MER)

 

1    引言

外辐射源雷达是一种利用第三方非合作辐射源

信号进行目标探测的雷达系统。因其具有节约频谱

资源、隐蔽性好、造价相对低廉等诸多优点，近年

来得到广泛的研究[1–6]。相较于模拟电视信号[7]和调

频信号[8]，数字电视信号[9–11]因采用正交频分复用

(Orthogonal Frequency Division Multiplex, OFDM)
调制技术，具有带宽宽、信号功率稳定、抗多径能

力强等优势，是一种较为理想的雷达辐射源。

外辐射源雷达通过参考信号与目标回波信号的

匹配滤波以获取目标的双基地距离和速度信息[9]，

此外，参考信号也用于监测通道的时域杂波抑

制[5,12,13]。理想的参考信号为原始发射信号。因辐

射源不可控，参考信号获取是外辐射源雷达的关键

技术之一。传统的外辐射源雷达参考信号获取可以

采用具有较强方向性的天线直接指向发射站方向，

或利用天线阵列形成指向发射站的窄波束[14]。但是

这类方法对系统要求较高，且接收信号中会不可避

免地存在多径杂波和噪声干扰，尤其是传播环境复
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杂时，更是难以保证参考信号纯度。在数字电视外

辐射源雷达中，可以利用数字电视信号的结构特

征，通过重构的方式获取参考信号 [ 1 5 –17 ]。在文

献[15–17]3种不同的数字电视信号重构中，均未涉

及非理想因素的讨论，且未明确地提出衡量重构参

考信号质量的指标。文献[18,19]在参考信号建模

时，虽然考虑了参考通道的噪声影响，但发射信号

仍被假设为理想信号，未考虑工程应用中发射信号

本身已包含发射端系统噪声的问题。此外，文献[19]
分析了参考信号调制误差比(Modulation Error Rate,
MER)与监测信号时域杂波抑制后目标信噪比损失

率之间的关系，并提出使用重新调制参考通道信号

的方法以降低目标信噪比的损失，但并未给出参考

信号纯度与监测信号时域杂波抑制效果间的直接

关系。

基于此，本文建立基于非理想发射信号的信号

模型，并推导重调制参考信号与监测信号时域杂波

抑制效果间的理论关系，然后以监测信号时域杂波

抑制效果最优为准则，得到可信重构参考信号。数

字电视地面多媒体广播(Digital Television terrestrial

Multimedia Broadcasting, DTMB)信号在我国的

广泛分布为数字电视外辐射源雷达的研究提供了可

能。不失一般性，本文以DTMB信号为例进行论述。 

2    信号建模
 

2.1  重调制方法

DTMB信号中帧头为伪随机(Pseudo Noise,

PN)序列，帧体为一个包含系统信息和数据的OF-

DM符号。因DTMB信号帧头和帧体均经过星座映

射[20]，所以信号的信噪比(Signal-to-Noise Ratio,

SNR)可表示为[21]

SNR = 10× lg
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其中， 为数据点数， 表示理想的星座映射

点， 表示真实数据点与理想星座点之间

的偏差向量。信号的MER可以表示为[21]

MER = 10× lg
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MER通常用来表示数字电视信号的星座聚集

程度，从而衡量信号的质量。比较式(1)与式(2)，

(σIj , σQj)

MERm α

α < 1 α > 1

也可发现MER与SNR其实等价。得益于数字电视

信号的调制方式，可利用重新调制偏差向量

的方法改变信号质量，重新调制后的信

号 如式(3)所示，其中 为重调制系数。当

时，重新调制的信号SNR提高，当 时，

重新调制的信号SNR下降

MERm=10×lg
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α > 0 (3)
 

2.2  信号模型

数字电视外辐射源雷达通常包括参考通道和监

测通道两个通道，其中参考通道接收参考信号，监

测通道用于接收目标回波信号[1]。参考通道接收信

号通过信道估计与均衡后[17]，得到只包含原始发射

信号和噪声的参考信号，如式(4)所示

sref = s+ nref (4)

nref

σref
2 s

其中， 为信号传播和接收端引入的高斯白噪

声，均值为0，方差为 ; 为发射端实际发射信

号，如式(5)所示

s = so + no (5)

so no

σo
2 sref

为理想的原始发射信号， 为发射端引入的高斯

白噪声，均值为0，方差为 。参考信号 经过

式(3)所示方法重新调制后为

srref = so + α(no + nref) (6)

监测通道接收信号除了包括目标信号外，还包

括直达波、多径杂波以及噪声，将直达波和多径杂

波均视为杂波，监测信号可表示为

ssur = Starδ + Scβ + nsur (7)

Star ∈ CN×Ntar Ntar δ ∈ CNtar×1

Sc = [s0, s1, ..., sM−1] ∈
CN×M s0 = s

sm,m = 1, 2, ...,M − 1 s

β = [β0, β1, ..., βM−1]
T ∈ CM×1

nsur

σsur
2

其中， 表示 个目标回波，

表示目标信号的幅度，

表 示 杂 波 ， 其 中 表 示 直 达 波 ，

为 的时延信号，表示多径杂

波， 表示杂波的幅

度， 为传播环境和接收端引入的高斯白噪声，

均值为0，方差为 。 

3    可信重构

在数字电视外辐射源雷达信号处理中，参考信

号用于匹配滤波和监测信号时域杂波抑制，参考信

号纯度对外辐射源雷达性能的影响也体现在这两个

方面。参考信号纯度对监测信号时域杂波抑制效果

的影响十分显著[22]。然而，当参考信号信噪比低于
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10 dB时，参考信号纯度对匹配滤波的影响较小，

相关峰值幅度变化在2 dB内；当参考信号信噪比高

于10 dB时，参考信号纯度几乎不影响匹配滤波[22,23]。

因工程应用中，基于DTMB信号的外辐射源雷达参

考通道信号一般高于10 dB，所以本文所提可信重

构方法以监测信号时域杂波抑制效果最优为指标，

确定重调制参考信号的MER。

在监测信号时域杂波抑制算法中，常用的有扩

展相消批处理(Extensive Cancellation Algorithm

Batches, ECA-B)算法[12]和广义子带消除(Genera-

lized Subband Cancellation, GSC)算法[13]。由于两

种算法的原理均是基于最小二乘(Least Squares,

LS)准则，为了简化推导过程，本文以LS算法为例

分析重调制参考信号纯度与监测信号时域杂波抑制

效果之间的关系。为了便于理论推导，首先分析监

测信号中杂波只包含直达波情形，然后分析杂波中

同时包含直达波和多径杂波的情形。 

3.1  只包含直达波情形

当监测信号中杂波只包含直达波时，式(7)可
以表示为

ssur = Starδ + sβ0 + nsur (8)

β0其中， 表示监测信号中直达波的幅度。使用重调

制的参考信号进行杂波抑制，则监测信号时域杂波

抑制在LS准则下可以表示为

min
γ1

{
∥ssur − srrefγ1∥2

}
(9)

其解为

γ1 = (sHrrefsrref)
−1sHrrefssur (10)

杂波抑制后的监测信号可表示为

ssur_after = ssur − srref(s
H
rrefsrref)

−1sHrrefssur

= (IN−Pref)ssur (11)

Prref = srref(s
H
rrefsrref)

−1sHrref其中， 为投影矩阵，将

式(6)所表示的重调制参考信号代入投影矩阵为

Prref =
[so + α(no + nref)] [so + α(no + nref)]

H

[so + α(no + nref)]
H
[so + α(no + nref)]

(12)

so no nref因 , 和 两两之间均是不相关的，式(12)
可以进一步表示为

Prref =
[so + α(no + nref)] [so + α(no + nref)]

H

∥so∥2 + α2N(σ2o + σ2
ref)

(13)

将式(8)和式(13)代入式(11)中，则有

ssur_after = c(Starδ + nsur) + sresβ0 (14)

sres = (IN−Pref)s = c1so + c2no + c3nref (15)

c =
∥so∥2 + α2(N − 1)(σ2o + σ2

ref)

∥so∥2 + α2N(σ2o + σ2
ref)

N ≫ 1 c ≈ 1

sres

c1 =
α2N(σ2o + σ2

ref)− αNσ2o

∥so∥2 + α2N(σ2o + σ2
ref)

c2 =

(1−α)∥so∥2+α2Nσ2
ref

∥so∥2+α2N(σ2o+σ2
ref)

c3=− α∥so∥2+α2Nσ2o

∥so∥2+α2N(σ2o+σ2
ref)

MERm= 10× lg

[
∥so∥2

α2N(σ2o + σ2
ref)

]

x = 10MERm/10 α=

√
∥so∥2

xN(σ2o + σ2
ref)

c1 =
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√
xNσ4

o/∥so∥
2
(σ2o + σ2

ref)

x+ 1

c2 =
(1−

√
∥so∥2/xN(σ2

o + σ2
ref))x+ σ2

ref/(σ
2
o + σ2

ref)

x+ 1

c3 =

√
x∥so∥2/N(σ2

o + σ2
ref) + σ2

o/(σ
2
o + σ2

ref)

x+ 1

sres

式(14)中 ，因

数据长度满足 ，所以 ，要使杂波抑制效

果最佳，只需使残余杂波 功率最小即可。

式 ( 1 5 ) 中 ,  

,  。

因 ， 令

， 则 ,

,

,

。因此

残余杂波 功率可以表示为

Pres =
1

N
∥sres∥2 =

1

N

(
c21∥so∥

2
+ c22Nσ2

o + c23Nσ2ref

)
=

1

N
f(x) (16)

f(x) x ∈ (0,+∞)

Pres

因 在 上存在极小值(证明过程

见附录)，即残余杂波的功率 存在极小值，所以

可以通过重调制参考信号使得监测信号中直达波抑

制效果最优。 

3.2  同时包含直达波和多径杂波情形

srref

当监测信号中杂波包含多径杂波时，将重调制

参考信号 按照相应的多径时延和幅度调制为

s′rref=Srrefβ (17)

Srref = [srref, srref_1, ..., srref_M−1] ∈ CN×M

srref_m,m = 1, 2, ...,M − 1 srref

sm

P ′
rref = s′rref(s

′H
rrefs

′
rref)

−1s′
H
rref

其 中 ， ,

是 的时延信号，与监

测信号中多径 一一对应。投影矩阵则表示为

，因为OFDM调制信

号的性质，且时延点数一般远小于信号长度，所以

sHrref_isrref_j ≃
{
0, i ̸= j

∥srref∥2, i = j
, i, j = 1, 2, ...,M − 1

(18)

s′rref将 代入投影矩阵中，则

P ′
rref =

[Srrefβ] [Srrefβ]
H

∥β∥2
[
∥so∥2 + α2N(σ2o + σ2

ref)
] (19)

杂波抑制后的监测信号可表示为

第 1 1期 张  勋等：基于最优杂波抑制的外辐射源雷达参考信号可信重构 3195



s′sur_after = c′(Starδ + nsur) + s′res (20)

s′res = (IN−P ′
ref)Scβ

=

M−1∑
m=0

(c′1so_m + c′2no_m + c′3nref_m)βm (21)

c′ = c s′res

c′1 = c1 c′2 = c2 c′3 = c3 m = 0 so_0=so

no_0 = no nref_0 = nref m = 1, 2, ...,M − 1

so_m no_m nref_m so no nref

s′res

式(20)中 ，因此只需使残余杂波 的功

率最小即可得到最优的杂波抑制效果。式(21)中
,  , ， 当 时 ， ,

,  ；当 时，

, , 分别表示 , , 的相应时延

信号。因此残余杂波 功率可以表示为

P ′
res =

1

N
∥s′res∥

2
=

M∥β∥2

N

(
c21∥so∥

2

+c22Nσ2
o + c23Nσ2ref

)
=

M∥β∥2

N
f(x) (22)

f(x) Pres f(x) s′res

P ′
res x

因 与 中 相同，所以残余杂波 的

功率 在同样的 上存在极小值，因此可以通过重

调制参考信号使得监测信号时域杂波抑制效果最

优，实现可信重构，即可以通过重调制参考信号，

使其与实际发射信号尽可能匹配。 

4    基于最优杂波抑制准则的MER求解方法

MERopt

σo
2 σref

2 f(x)

MER

虽然存在一个调制误差比为 的重调制

参考信号使得监测信号时域杂波抑制效果最优，但

是 和 的值未知，无法直接求得 取最小值

的解，也无法使用牛顿法、二项式法等[24]需要利用

导数的最优化方法进行求解。考虑到工程应用中参

考信号MER在有限范围内变化，本文采用黄金分

割法(golden section search)[24]原理进行求解。由于

无法直接计算杂波残余，本文采用监测信号杂波抑

制度(Clutter Attenuation, CA)度量使用不同

参考信号时监测信号时域杂波抑制效果[13]。CA为

杂波抑制前监测信号功率与杂波抑制后监测信号功

率之比，表示为

CA = 10 lg
(

Psur

Psur_after

)
= g(MER) (23)

Psur Psur_after

g(·)
g(MER)

其中， 为杂波抑制前监测信号功率， 为

杂波抑制后监测信号功率， 表示CA随MER的

变化而变化的函数，且 有极大值。CA值越

大表示杂波抑制效果越好。

MERopt求解 的具体步骤如下：

[L,U ]

MER ε > 0 L = L0 U = U0

k = 1 Lk = Uk−1 − 0.618(Uk−1 − Lk−1) Uk = Lk−1+

0.618(Uk−1 − Lk−1)

g(Lk) g(Uk)

(1) 初始化，确立的取值范围 以及求取

的精度 ,  ,  ，迭代次数

, , 

，获取相应MER的重调制参考

信号，并计算相应监测信号CA, , ；

Uk − Lk < ε MERopt=(Lk + Uk)/2

g(Lk) < g(Uk)

g(Lk) ≥ g(Uk)

(2) 若 ，则 ，

并停止计算；否则若 ，转至步骤

(3)，若 ，转至步骤(4)；
[Lk, Uk−1] Lk+1 = Uk

Uk+1 = Lk + 0.618(Uk−1 − Lk) g(Uk+1)

( 3 )  新的取值区间为 ,  ,

，计算 ，转至

步骤(5)；
[Lk−1, Uk] Lk+1 = Uk−

0.618(Uk − Lk−1) Uk+1 = Lk g(Lk+1)

( 4 )  新的取值区间为 ,  

, ，计算 ，转至

步骤(5)；
k = k + 1(5) ，转至步骤(2)。

MERopt

MERopt

参考信号使用可信重构时，数字电视外辐射源

雷达信号处理流程如图1所示，可信重构亦相当于

在传统重构基础上加入如式(3)所示的重调制步

骤。首先使用传统重构获得参考信号，然后求解基

于最优杂波抑制准则的参考信号 (此求解过

程在稳定的收发环境中只需进行1次)，再使用值

对参考信号进行重调制得到可信重构参考

信号，最后再进行杂波抑制和匹配滤波。杂波抑制

算法采用LS类算法GSC [13]。匹配滤波即距离多普

勒(Range-Doppler, RD)谱采用“距离相关+多普

勒变换”的方式计算[25]。

 

 
图 1 信号处理流程图

  

5    仿真与实测数据结果
 

5.1  仿真分析

仿真实验中DTMB信号的帧头模式为PN420，
帧体星座映射模式为16正交振幅调制(Quadrature
Amplitude Modulation, QAM)，积累时间约为71 ms。
原始发射信号信噪比为25 dB，参考信号假设为传

统重构后的信号，其信噪比为15 dB，监测信号中

直达波噪声比(Direct wave signal to Noise Ratio, DNR)
为20 dB，监测信号中其他的多径和目标参数如表1
所示。
 

表 1  监测信号杂波和目标参数

直达波 多径1 多径2 多径3 目标1 目标2

距离元 0 11 45 100 70 40

多普勒元 0 0 0 0 –30 20

强度(dB) 0 –8.8 –16.2 –14.9 –58.0 –45.0
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MERopt

[20, 40]dB ε = 0.5 dB

CA = g(MER)

k = 7

MERopt=27.43 dB

根据 求解方法，将MER取值范围设为

，求解精度设为 。经过100次蒙

特卡罗仿真，监测信号CA随不同MER重调制参考

信号的变化曲线如图2所示，从图2可以看出监测信

号 在MER上的确存在极大值，与理

论分析结果一致。每次仿真均经过 次迭代计

算后，得到 。传统重构参考信号

和可信重构参考信号星座图如图3所示，可信重构

参考信号星座图各星座点更为聚集，信噪比提高。

 

 
图 2 不同MER重调制参考信号对应的监测信号CA

 
杂波抑制前RD谱如图4(a)所示，RD谱基底为

53.56 dB，目标被掩盖。使用传统重构参考信号进

行杂波抑制时，监测信号杂波抑制度为14.12 dB，

RD谱如图4(b)所示，残余杂波掩盖了较弱的目标1。

使用可信重构参考信号进行杂波抑制时，监测信号

杂波抑制度为17.08 dB，RD谱如图4(c)所示，目标

均凸显出来。目标相关信息如表2所示，使用可信

重构参考信号进行杂波抑制时RD谱基底下降约3 dB，
因此目标信噪比相应提高。仿真结果表明本文所提

可信重构方法可以有效提高监测信号杂波抑制度，

从而提高目标信噪比。 

5.2  实测数据处理

MERopt [20, 40]dB

ε = 0.5 dB

CA = g(MER)

k = 7

MERopt = 30.34 dB

MER = 10.47 dB

为了进一步验证本文所提可信重构算法的有效

性，本节给出了实测数据处理结果。武汉大学电波

传播实验室利用自主研制的超高频(UltraHigh Fre-
quency, UHF)外辐射源雷达系统展开了一系列实

验[10]。本文所用实测数据为2016年7月在南昌展开

的外场实验采集，其中机会照射源为DTMB信号，

帧头模式为PN420，帧体映射模式为4QAM。实测

数据处理中积累时间约为284 ms，其他处理流程与

仿真实验一致。利用黄金分割法求解重调制参考信

号的 ，将MER取值范围设为 ，求

解精度设为 。监测信号CA随不同MER
重调制参考信号的变化曲线如图5所示，从图5可以

看出监测信号 在MER上存在极大

值，与仿真和理论分析结果一致。经过 次迭

代计算后，得到 。传统重构参考

信号 ，其与可信重构参考信号星座

 

 
图 3 仿真数据星座图

 

 
图 4 杂波抑制前后距离多普勒谱
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图如图6所示，可信重构参考信号星座图各星座点

更为聚集，信噪比提高。

杂波抑制前RD谱如图7(a)所示，RD谱基底为

90.28 dB，目标被掩盖。使用传统重构参考信号进

行杂波抑制时，监测信号杂波抑制度为22.65 dB，

RD谱如图7(b)所示，使用可信重构参考信号进行

杂波抑制时，监测信号杂波抑制度为27.88 dB，

RD谱如图7(c)所示。两种参考信号样本进行杂波

抑制时，目标均凸显出来，但是相较于使用原参考

信号，使用可信重构参考信号进行杂波抑制时杂波

抑制度提高约5 dB，从而目标信噪比提高约5 dB。

目标相关信息如表3所示，使用可信重构参考信号

进行杂波抑制时RD谱基底下降约5 dB，而目标强

度几乎不变，因此目标信噪比相应提高。实测数据

结果也验证了本文所提可信重构方法的有效性。

 

 
图 6 实测数据星座图

 

 
图 7 实测数据杂波抑制前后距离多普勒谱

表 3  实测数据RD谱基底和目标强度(dB)

基底 目标强度

使用传统重构参考信号进行杂波抑制 82.04 103.9

使用可信重构参考信号进行杂波抑制 76.67 103.8

  
6    结束语

本文结合数字电视信号的结构特征，提出一种 MERopt

参考信号可信重构方法，以监测信号时域杂波抑制

效果最优为指标对参考信号进行重调制。针对数字

电视外辐射源雷达中第三方辐射源非理想导致参考

信号无法与实际发射信号相匹配，从而降低监测信

号时域杂波抑制效果的问题，本文结合工程应用建

立了基于非理想发射信号的信号模型。然后结合LS
时域杂波抑制原理，从理论上证明了存在一个调制

误差比为 的重调制参考信号使得监测信号

 

 
图 5 不同MER重调制参考信号对应的监测信号CA

表 2  RD谱基底和目标强度(dB)

基底 目标1强度 目标2强度

使用传统重构参考信号进行杂波抑制 43.67 54.53 69.32

使用可信重构参考信号进行杂波抑制 40.94 54.81 68.68

3198 电   子   与   信   息   学   报 第 43 卷



时域杂波抑制效果最优，最后仿真和实测数据均验

证了本文所提参考信号可信重构方法的有效性。 

附录

f(x) x ∈ (0,+∞)在 上存在极小值的证明：

c1, c2, c3将 的值代入式(16)中，则

f(x) =
a0x

2 + a1x
3/2 + a2x+ a3x

1/2 + a4

(x+ 1)
2

a0 = Nσ2o

a1 = −2σ2o
√

N∥so∥2/(σ2o + σ2
ref)

a2 = ∥so∥2 +
2Nσ2oσ

2
ref

σ2o + σ2
ref

+
Nσ4o

σ2o + σ2
ref

a3 = a1

a4 = ∥so∥2+Nσ2o

(
σ2ref

σ2o + σ2
ref

)2

+Nσ2
ref

(
σ2o

σ2o + σ2
ref

)2


(24)

其1阶导数为

f ′(x) =

−a1
2
x2 + (2a0 − a2)x

3/2 + (a2 − 2a4)x
1/2 +

a3
2√

x(x+ 1)
3

=
g(
√
x)

√
x(x+ 1)

3 (25)

y = x1/2令 ，则

g(y) = −a1
2
y4+(2a0−a2)y

3+(a2−2a4)y+
a3
2

(26)

其1阶导数、2阶导数分别为

g′(y) = −2a1y
3 + (6a0 − 3a2)y

2 + a2 − 2a4 (27)

g′′(y) = −6a1y
2 + (12a0 − 6a2)y (28)

g(y) y1 = 0

y2 =
2a0 − a2

a1
2a0 − a2 =

Nσ4
o

σ2
o + σ2

ref
− ∥so∥2

∥so∥2

N(σ2
o + σ2

ref)
> 1 >

(
σ2
o

σ2
o + σ2

ref

)2

2a0 − a2 <

0 a1 < 0 y2 > 0

y ∈ (0, y2) g′′(y) < 0 g′(y)

g′(0) = a2 − 2a4 = a0 − 2a2 < 0 y ∈ (y2,+∞)

g′′(y) > 0 g′(y)

y3 g′(y3) = 0 y ∈ (0, y3)

g′(y) < 0 g(y) g(0) = a3/2 < 0

y ∈ (y3,+∞) g′(y) > 0 g(y)

y4 g(y4) = 0 x = y24 f ′(y24) = 0

x ∈ (0, y24) f ′(x) < 0 f(x) g(0) =

a3/2 < 0 x ∈ (y24 ,+∞) f ′(x) > 0 f(x)

f(x) x ∈ (0,+∞)

当 的 2 阶导数为 0 时，其根为 ,

,  。因为

参 考 通 道 接 收 信 号 一 般 大 于 0  d B ， 即

， 所 以

，又因 ，所以 。根据1元2次方程的性

质，当 时， ,  单调递减，

； 当

时， ， 单调递增。因此根据1元3次方

程的性质，存在 使得 ，且当

时， , 单调递减， ；当

时， ， 单调递增。同理存

在 使得 ，即存在 使得 ，

且当 时， ， 单调递减，

；当 时， ， 单调

递增。因此， 在 上存在极小值。
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