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摘   要：利用图像结构信息是字典学习的难点，针对传统非参数贝叶斯算法对图像结构信息利用不充分，以及算

法运行效率低下的问题，该文提出一种结构相似性聚类beta过程因子分析(SSC-BPFA)字典学习算法。该算法通

过Markov随机场和分层Dirichlet过程实现对图像局部结构相似性和全局聚类差异性的兼顾，利用变分贝叶斯推断

完成对概率模型的高效学习，在确保算法收敛性的同时具有聚类的自适应性。实验表明，相比目前非参数贝叶斯

字典学习方面的主流算法，该文算法在图像去噪和插值修复应用中具有更高的表示精度、结构相似性测度和运行

效率。
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Abstract: Making use of image structure information is a difficult problem in dictionary learning, the

traditional nonparametric Bayesian algorithms lack the ability to make full use of image structure information,

and faces problem of inefficiency. To this end, a dictionary learning algorithm called Structure Similarity

Clustering-Beta Process Factor Analysis (SSC-BPFA) is proposed in this paper, which completes efficient

learning of the probabilistic model via variational Bayesian inference and ensures the convergence and self-

adaptability of the algorithm. Image denoising and inpainting experiments show that this algorithm has

significant advantages in representation accuracy, structure similarity index and running efficiency compared

with the existing nonparametric Bayesian dictionary learning algorithms.
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1    引言

近年来，非参数贝叶斯(Non-Parametr ic
Bayesian, NPB)学习[1–4]逐步从数据分类[5,6]迁移到

字典学习[7–12](Dictionary Learning, DL)的应用

中，相比K-SVD[1]等传统的综合DL算法，它凭借

能够自适应地推断未知噪声水平和字典规模的优

势[9]而受到关注。早前，Zhou等人[9]利用Knowles
等人[13]提出的Beta过程因子分析(Beta Process Factor

Analysis, BPFA)模型对DL问题进行NPB概率建

模，提出了NPB-DL领域最为主流且经典的

BPFA算法，并在分类[14,15]、压缩[2]、去噪[9,10]、修

复[11]和超分辨[16]等领域取得成功应用。尽管如此，

现有的NPB-DL算法普遍将训练集内的数据样本建

模为彼此独立的存在，样本间的相关性所蕴含的数

据结构信息则遭到忽视，这制约了NPB-DL所得字

典对数据拟合能力的进一步提升。

凭借出色的聚类/分类能力，NPB天然地适合

对数据中存在的结构相似性进行挖掘，Zhou等人[9]

后续提出的DP-BPFA算法和PSBP-BPFA算法是

这方面工作的典型代表。DP-BPFA算法通过Dirichlet
过程进行数据的空域聚类，从而实现了对数据结构

的非局部相似性的挖掘，但忽视了数据结构的局部
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相似性，无法保证其聚类结果的空间平滑性。

PSBP-BPFA算法将数据的空间位置信息引入高斯

核函数，进而构建多项Probit回归模型，并将其以

累积概率密度函数的形式作用于聚类标签先验概率

的折棍构造(stick-breaking construction)，从而将

结构的局部相似性约束引入数据的空域聚类中，一

定程度上兼顾了聚类的空间平滑性。该算法的概率

模型不具备共轭性和解析闭式形式，所以无法使用

变分贝叶斯(Variational Bayesian, VB)方法进行高

效的确定性推断，而传统的采样策略对回归系数进

行推断学习则要付出极大的计算开支，此外该算法

缺乏对核宽度的选择机制，如果为核宽度额外增加

一层概率模型，则会继续加重算法的计算负担。笔

者前期曾提出一种基于结构相似性(Structure SIM-
ilarity, SSIM)的NPB-DL算法，即SSIM-BPFA算
法[17]，在BPFA算法的框架基础上对数据样本进行

聚类预处理，但自适应性较差，需要预先人为设定

聚类数目。

综上，为了更好地兼顾NPB-DL对非局部和局

部相似性的利用，并提高算法的运行效率和自适应

性，本文提出一种结构相似性聚类beta过程因子分

析(Structure Similarity Clustering-Beta Process
Factor Analysis, SSC-BPFA)字典学习算法。首

先，在聚类标签的先验概率建模中引入Markov随
机场(Markov Random Fields, MRF)，从而为

NPB-DL施加数据结构的局部相似性约束；其次，

为聚类标签的先验概率施加Dirichlet先验分布并利

用所构建的MRF对其进行参数化，确保了概率模

型的解析性和共轭性；最后，采用VB对模型进行

推断学习，自适应地推断出合理的聚类数目，理论

上能够收敛到全局最优，并提高了算法的运行效

率。图像去噪和修复实验结果表明，相比K-SVD
和前述几种NPB-DL算法，本文算法具有更高的信

误比(Signal-to-Error Ratio, SER)、结构相似性测

度(Structure SIMilarity index, SSIM)和运行效率。

2    基于聚类结构相似性的NPB概率建模

M ×M

N P

{xi}Ni=1 P = M ×M dk

K

K = D = [d1,d2, ···,dK ] ∈
RP×K xi

si ∈ RK×1 zi ∈ RK×1

⊙
εi ∈ RP×1 zi

以灰度图像的处理为例，彩色图像的处理方式

可以类似地拓展获得。将图像中的全部 像

素块经过列堆栈处理所得的 个 维向量构成训练

集 (其中 )。将字典内原子 的

未知数目 截断为一个足够大的正整数，通常取

2 5 6或 5 1 2，字典记作

，则任意数据样本 在字典下可表示为式(1)，
其中 是权重向量，0-1二值向量

是稀疏模式指示向量， 表示逐元素乘积，

表示残差。稀疏模式指示向量 服从由原

πi ∈ RK×1

zik πik zi πi k

子使用概率 参数化的Bernoulli分布，如

式 (2 )所示，其中 和 分别是 和 的第 个

元素。

xi = D(si ⊙ zi) + εi (1)

zi
i.i.d∼

K∏
k=1

Bernoulli (zik|πik) (2)

L

Lmax

Gi xi G0

α0

π∗
l

G0

βil α0 xi

l πi = π∗
l

G0 a0 = b0 = 1

π∗
lk π∗

l k α0 1/L

βi1, βi2, ···, βiL

βi1, βi2, ···, βiL

λi1, λi2, ···, λiL α0

本节的NPB概率模型对训练集内的全部数据

样本进行空域聚类，以实现对非局部相似性结构的

利用，将聚类数目 的初始值截断为某个较大的正

整数 ，相同聚类归属的样本具有相同的原子使

用概率。这个过程可以表达为式(3)的Dirichlet过程

(DP)，其中 是样本 的聚类先验测度， 是基

底测度， 是尺度参数，按照Dirichlet过程的离散

性质，该式又可进一步具体地表达为式(4)的点测

度离散加权形式，其中原子使用概率 对应于某个

点测度，是从基底测度 中采样获得的，混合权

重 是尺度参数 的函数，代表样本 属于聚类

并且原子使用概率为 。采用式(5)的Beta分
布作为测度 的具体形式，其中 ，

是 的第 个元素， 取为 。显然，混合权

重 应该满足加和为1，因此本文为

赋予式(6)所示的Dirichlet先验分布，

其中参数 均为 的函数。

Gi ∼ DP (α0, G0) (3)

Gi =

L∑
l=1

βil · δ (πi − π∗
l ) (4)

π∗
l

i.i.d∼
K∏

k=1

Beta (π∗
lk|a0/K, b0(K − 1)/K) (5)

{βil}Ll=1 ∼ Dirichlet(βi1, βi2, ···, βiL|λi1, λi2, ···, λiL)
(6)

xi ti ∈ {1, 2, ···, L}
ti

βi1, βi2, ···, βiL xi

πi

πi

πi L

在式(3)—式(6)的Dirichlet混合模型基础上，本

文为每个 赋予一个聚类标签 ，并

假设 服从式(7)的多项分布，相应的分布参数

正是该模型的混合权重。与 相应的

则可表达为式(8)，从中可见无论训练集内样本

数目有多大， 的取值数目总是有限的，事实上随

着最终聚类数目的自适应推断确定，需要推断学习

的 数目将显著小于 。

ti
i.i.d∼ Multi (ti=1, ti=2, ···, ti=L|βi1, βi2, ···, βiL) (7)

πi = π∗
ti , ti = l, l ∈ {1, 2, ···, L} (8)

上述基于聚类实现了对数据结构非局部相似性

的利用，为了兼顾局部相似性，本文在聚类标签的

先验概率分布中建立MRF，以提升聚类的空间平
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xi

×
xi Ωi

Gil

βi1, βi2, ···, βiL

λi1, λi2, ···, λiL α0 Gi1, Gi2, ···, GiL

滑性。具体方法是，以任意数据样本 对应的像素

块为中心，取其3 3个邻域像素块对应的样本构成

的邻域数据集合 ，将该集合内样本的聚类标签

进行空域平滑处理获得MRF因子 ，如式(9)所
示，随后将混合权重 的先验参数

表达为 与 的乘积，

如式(10)所示。

Gil =
1

|Ωi|
∑

xm∈Ωi

I (tm = l) (9)

λil = α0Gil (10)

Gil l

βil xi

值越大表明聚类 在邻域数据系统中越“热

门”，相应的混合权重 就越大，样本 属于该热

门聚类的概率就越高，这使得数据样本以更高的概

率与其大多数邻域样本同属一个聚类，因而体现出

了结构的局部相似性，提高了聚类结果的空间平滑

性。与PSBP-BPFA算法相比，上述概率模型的首

要优点是具有共轭性和解析性，可以通过VB方法

进行更为高效的确定性推断；其次，通过对邻域聚

类标签平滑的方式构建MRF，使施加在聚类先验

概率上的局部相似性约束作用仅由邻域范围内的少

量样本产生，无需像PSBP-BPFA那样对全部样本

逐个计算核函数值，同样有利于节省计算开支。

dk si εi

γs γε

c0, d0, e0 f0

10−6

式(1)中的原子 、表示权重 及残差 则沿用

BPFA框架提供的先验分布，如式(11)—式(15)所
示，其中 和 分别是表示权重和残差的精度参

数， 和 是Gamma超参数，为保证先验的

非信息性，均取 。

dk ∼ N(dk|0, P−1IP ) (11)

si
i.i.d∼ Normal(si|0, γ−1

s IK) (12)

γs ∼ Gamma (γs|c0, d0) (13)

εi
i.i.d∼ Normal(εi|0, γ−1

ε IP ) (14)

γε ∼ Gamma (γε|e0, f0) (15)

综上所述，式(1)—式(15)构成了本文算法的

NPB概率模型，相应的图模型如图1所示。

3    算法总结及分析

{xi}Ni=1 Θ = {{dk}Kk=1 {sik, zik}N,K
i=1,k=1

{π∗
lk}

L,K
l=1,k=1 {ti}Ni=1, {βil}N,L

i=1,l=1 γs, γε}
Ξ = {a0, b0, c0, d0, e0, f0, α0}

H =

在上节搭建的概率模型中，观测数据是

，隐变量集是 ,  ,

,  ,  ，超参数集

为 。本节采用VB方法

对隐变量进行推断学习。VB推断的理论基础可以

参考文献[18]，本文不再赘述，只将上节概率模型

框架内每个隐变量的变分分布及其VB推断的更新

公式的推导结果列于表1，其中变分参数集为

{{m̃k, Λ̃k}Kk=1, {µ̃ik, σ̃
2
ik, ρ̃ik}

N,K
i=1,k=1, {ãlk, b̃lk}

L,K
l=1,k=1,

{ξ̃il, λ̃il}N,L
i=1,l=1, c̃0, d̃0, ẽ0, f̃0} ti βil

ξ̃il λ̃il {xi}Ni=1

。隐变量 和 及其变

分参数 和 的初始化通过对所有样本 进

行K均值聚类实现，其余隐变量及其超参数的初始

化与BPFA算法相同。本文算法的详细步骤可参考

算法1，这里将该算法称为结构相似性聚类BPFA
(Structure Similarity Clustering-BPFA, SSC-BPFA)
算法。

由于该算法的概率模型满足共轭性，因此模型

中每个隐变量恰好具有相同形式的变分分布和真实

后验分布，所以VB推断实际上退化为期望最大化

估计，后者可以保证未知参数的估计收敛到全局最

优，这方面有坚实的理论研究基础作为支撑，感兴

趣的读者可以参考文献[18]，而一旦模型的共轭性

被破坏，那么这种全局最优将不复存在，这正是本

文追求概率建模共轭性的原因所在。

4    数值实验及结果分析

使用House, Barbara和Lena等经典图像作为实

例，在硬件条件为2.4GHz CPU和8G内存的计算机

上对本文算法开展数值实验。实验从字典学习算法

的图像去噪和插值修复应用方面展开，参与比较的

算法包括BPFA, DP-BPFA, PSBP-BPFA, SSIM-
BPFA以及K-SVD算法。采用信误比(Signal-to-Er-
ror Ratio, SER)和结构相似性测度(Structural
SIMilarity index, SSIM)这两种指标来衡量字典的

应用性能，同时将平均运行时间用于衡量算法的运

行效率。

在进行对比实验前，先给出本文算法分别对

Peppers, Barbara, Lena, House, Cameraman和
Boat 6幅图像进行字典学习过程中获得的聚类效

果，如图2所示。该聚类即是基于原子使用概率的

差别而实现的，并将同一聚类的图像块取为相同的

像素值获得，其中L是本文算法推断获得的聚类数

 

 
图 1 本文算法的概率图模型
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目，尽管图2的聚类效果只是本文算法的副产品，

但与SSIM-BPFA算法那种人为预设聚类数目并执

行完K-均值聚类预处理后才开始进行字典学习的方

式相比，本文算法在挖掘图像结构相似性信息方面

的自适应性确实获得有效提高。

图3是不同算法的部分图像去噪实验结果，其

中Boat和Cameraman分别被加入5 dB信噪比的高

斯噪声，尽管去噪后的视觉效果差异并不太显著，

但从图像稀疏表示的SER值来看，本文算法字典的

图像稀疏表示精度高于其他算法。为了验证不同噪

表 1  模型中隐变量及其变分参数的VB推断更新公式

隐变量 变分分布 变分参数的VB推断更新公式 隐变量更新公式

dk q (dk) ∝ Normal
(
dk|m̃k, Λ̃k

) Λ̃k = PIP +
∑N

i=1

ẽ0

f̃0

(
µ̃2ik + σ̃2

ik

)
ρ̃ikIP

m̃k = Λ̃−1
k ·

(∑N

i=1

ẽ0

f̃0
µ̃ikρ̃ikx

−k
i

)
,

dk = m̃k

sik q (sik) ∝ Normal
(
sik|µ̃ik, σ̃2

ik

) σ̃2
ik =

{
ẽ0

f̃0
ρ̃ik

[
m̃T

km̃k + tr(Λ̃−1
k )

]
+
c̃0

f̃0

}−1

µ̃ik = σ̃2
ik ·

(
ẽ0

f̃0
ρ̃ikm̃

T
kx

−k
i

)
,

sik = µ̃ik

zik q (zik) ∝ Bernoulli (zik|ρ̃ik)

ρ̃ik =
ρik,1

ρik,1 + ρik,0

ρik,0 = exp
{∑L

l=1
ξ̃il · [ψ(b̃lk)− ψ(ãlk + b̃lk)]

}
ρik,1 = exp

{
−

1

2

ẽ0

f̃0
(µ̃2ik + σ̃2

ik)(m̃
T
km̃k + tr(Λ̃−1

k ))

+
ẽ0

f̃0
µ̃ikm̃

T
kx

−k
i +

∑L

l=1
ξ̃il · [ψ(ãlk)− ψ(ãlk + b̃lk)]

}

,

zik = ρ̃ik

π∗
lk q

(
π∗
lk

)
∝ Beta

(
π∗
lk|ãlk, b̃lk

)
ãlk = a0/K +

∑N

i=1
ρ̃ik ξ̃il b̃lk = b0(K − 1)/K +

∑N

i=1
(1− ρ̃ik)ξ̃il, 

π∗
lk =

ãlk

ãlk + b̃lk

ti q (ti) ∝ Multi
(
ξ̃i1, ξ̃i2, ···, ξ̃iL

)
ξ̃il = ξil/

∑L

l′=1
ξil′

ξil = exp
{∑K

k=1
ρ̃ik[ψ(ãlk)− ψ(ãlk + b̃lk)]

+
∑K

k=1
(1− ρ̃ik)[ψ(b̃lk)− ψ

(
ãlk + b̃lk

)
]

+ψ(ζ̃il)− ψ

(∑L

l′=1
ζ̃il′

)}

,

ti = argmax
l

{
ξ̃il, ∀l ∈ [1, L]

}

βil q
(
{βil}Ll=1

)
∝ Diri

(
λ̃i1, λ̃i2, ···, λ̃iL

)
λ̃il = ξ̃il + α0Gil βil = λ̃il/

∑L

l′=1
λ̃il′

γs q (γs) ∝ Gamma
(
γs|c̃0, d̃0

)
c̃0 = c0 +

1

2
NK d̃0 = d0 +

1

2

∑N

i=1

∑K

k=1

(
µ̃2ik + σ̃2

ik

)
,  γs = c̃0/d̃0

γε q (γε) ∝ Gamma
(
γε|ẽ0, f̃0

)
ẽ0 = e0 +

1

2
NP f̃0 = f0 +

1

2

∑N

i=1

∥∥∥xi − D̂ (ŝi ⊙ ẑi)
∥∥∥,  γε = ẽ0/f̃0

　算法1 SSC-BPFA算法

{xi}Ni=1　输入：训练数据样本集

D {si}Ni=1 {zi}Ni=1 {ti}Ni=1　输出：字典 、权重 、稀疏模式指示向量 及聚类标签

τ itrmax K L　步骤 1　设置收敛阈值 和迭代次数上限 ，初始化原子数目 与聚类数目 ，通过K-均值算法对数据样本进行初始聚类；

　步骤 2　按照式(1)—式(15)完成NPB-DL的概率建模；

Θ H X̂ = D (S ⊙Z) itr　步骤 3　初始化隐变量集 和变分参数集 ，计算 ，令迭代索引 =1；

Θ H X̂new = D (S ⊙Z)

itr D K r =
∥∥∥X̂new − X̂

∥∥∥2
F
/
∥∥∥X̂∥∥∥2

F
r < τ itr ≥ itrmax

10−3 ξ̃il

　步骤 4　按照表1的VB推断公式对 和 进行更新，计算 ；

　步骤 5　令 值增加1，删除 中未使用的原子并更新 的值，计算 ，若 或 ，删除所含样本

　占全部样本数量比例低于 的聚类，将被删聚类内的样本分配到剩余聚类中 最大的那个聚类中，进入步骤6，否则跳回步骤4；

ti βil dk sik zik π∗
lk γs γε　步骤 6　固定 和 及其变分参数的估计结果，将 ,  ,  ,  ,  和 这6个隐变量及其对应的变分参数继续进行迭代优化更新，直至

　重新达到收敛.
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声强度下的算法去噪性能，图4给出了信噪比从5 dB
到30 dB条件下不同算法对Peppers, Barbara,
Lena, House, Cameraman和Boat进行去噪所得的

平均SER结果，该结果是50次独立实验后计算平均

值获得的。

从图4可见，6种算法的总体去噪SER从低到高

依次是BPFA算法、K-SVD算法、DP-BPFA算
法、PSBP-BPFA算法、SSIM-BPFA算法和本文

算法，其中K-SVD与BPFA差距很小，它们都没有

对数据的结构加以利用；DP-BPFA和PSBP-
BPFA的差距也比较小，它们利用了数据中的结构

信息，但如引言所述，利用得不够充分；SSIM-
BPFA算法在数据聚类预处理的基础上引入了稀疏

表示的块结构特性，其对数据的拟合精度较前4种
算法都有显著提高，本文算法相对SSIM-BPFA算
法的优势在于自适应性更强，聚类是在字典学习的

过程中自动推断进行的，聚类的效果与字典学习更

为匹配，因此体现出了去噪方面的精度优势。由于

去噪应用中信噪比对SSIM值和算法运行时间的影

响不显著，特别是几种算法的SSIM值均接近1，因

此这两方面的实验结果将在图像修复实验中体现，

以观察数据缺失率对它们的影响。

图5所示是80%的随机像素缺失条件下部分图

像的插值修复实验结果，其中第1列是像素缺失后

的受损图像，剩余的各列从左向右依次是BPFA,
K-SVD, DP-BPFA, PSBP-BPFA, SSIM-BPFA和

本文算法的修复结果，总体上本文算法的SER值高

于其他算法，且视觉效果相对而言也是最好的。

图6和图7分别给出了图像数据缺失率从10%到

90%的条件下，几种算法对6幅测试图像进行修复

的平均SER和SSIM结果，均为50次独立实验后计

算平均值所得。

在图6中，随着数据缺失率的增加，所有算法

的SER都发生下降，K-SVD算法在低缺失率条件

下表现出了相对BPFA和DP-BPFA算法的优势，

而在高缺失率条件下K-SVD算法的SER是所有算

法中最低的，这说明NPB-DL算法比K-SVD算法的

鲁棒性强，几种NPB-DL算法按照SER从低到高排

序依次是BPFA, DP-BPFA, PSBP-BPFA, SSIM-
BPFA和本文算法，其中本文算法凭借更好的自适

应性在图像插值修复应用中体现出相对SSIM-BPFA
算法的精度优势。

在图7中，所有算法的SSIM值均随缺失率的增

 

 
图 2 本文算法字典学习过程中获得的聚类效果

 

 
图 3 不同算法的图像去噪效果

 

 
图 4 不同信噪比条件下的去噪信误比
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加而减小，在低缺失率条件下，几种算法的SSIM
差距很小，随着缺失率的增加，不同算法SSIM值

减小的速度差距显著地拉开，其中按照SSIM从低

到高依次是K-SVD, BPFA, DP-BPFA, PSBP-
BPFA, SSIM-BPFA和本文算法，这表明本文算法

具有对数据结构更好的拟合能力，因而经它修复后

图像的SSIM指标也更高。

图8所示是不同数据缺失率条件下几种算法运

行所付出的平均时间代价，从中可见随着缺失率的

增加，几种算法的平均时间代价都发生减小，PS-
BP-BPFA算法因其复杂的模型推断机制付出的平

均时间代价最高，本文算法由于采用了VB推断机

制，避免了计算开支较大的采样操作，因而体现出

明显的运行效率优势。

 

 
图 5 不同算法的图像修复效果

 

 
图 6 不同缺失率条件下的平均SER结果

 

 
图 7 不同缺失率条件下的平均SSIM结果
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5    结论

本文提出了一种基于聚类结构相似性的SSC-
BPFA算法，该算法将Markov随机场与Dirichlet过
程聚类相结合，从而在利用数据结构非局部相似性

的同时兼顾了对结构局部相似性的挖掘，使聚类的

结果在图像空域上更加平滑。同时，在算法的非参

数贝叶斯概率建模过程中确保了模型的共轭性，从

而能够使用变分贝叶斯推断进行模型参数的高效学

习，相比传统NPB-DL算法普遍采用的采样推断方

式，获得了运行效率的显著提升。与NPB-DL领域

现有的主流算法以及K-SVD算法相比，本文算法

在图像去噪和插值修复应用中具有更高的信误比、

结构相似性测度和更少的运行时间代价。下一步将

研究NPB-DL算法对椒盐、泊松等非高斯噪声的去

噪性能，并针对像素非随机缺失情形的图像修复问

题进行研究。
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