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摘   要：作为通信与勘探中广泛使用的一类信号，线性调频信号的参数分析经常采用基于Wigner-Ville分布

(WVD)的时频分析方法。该方法具有高时频分辨率，但在交叉项、高副瓣以及频谱混叠问题上存在缺陷。该文提

出一种名为空间变迹重排Wigner-Ville分布(SVA-rWVD)的时频分析方法，结合空间变迹技术(SVA)的副瓣抑制能

力及短时傅里叶变换(STFT)的无混叠无交叉项特性，得到一个新的时频分布。基于单分量和多分量线性调频信号

的仿真实验结果表明，该方法得到的时频分布可以降低副瓣水平至–40 dB以下同时消除交叉项及频谱混叠现象。
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Abstract: Chirp signals are widely used in communication and exploration. The parameter analysis of the chirp

signals often uses a Wigner-Ville Distribution (WVD) based time-frequency analysis method, which achieves

high time-frequency resolution. However, this method has defects in cross terms, high sidelobes, and spectral

aliasing problems. To solve these problems, a time-frequency analysis method called Spatially Variant

Apodiztion-rearrange Wigner Ville Distribution (SVA-rWVD) is proposed, which achieves low sidelobes by

exploiting the Spatially Variant Apodization (SVA) techniques, and avoids the cross terms and the spectral

aliasing problems by applying the Short Time Fourier Transform (STFT). Furthermore, a new time-frequency

distribution is obtained from the proposed method. Extensive simulations show that the time-frequency

distribution obtained by the proposed method not only reduces the sidelobe level to –40 dB but also eliminates

cross terms and spectral aliasing for both single-component and multi-component chirp signals.

Key words: Time-frequency analysis; Linear Frequency Modulation (LFM); Wigner-Ville Distribution (WVD);

Spatially Variant Apodization (SVA); Short Time Fourier Transform (STFT)

1    引言

根据信号的频率、功率谱等统计特征，能够将

其分成非平稳信号和平稳信号。其中，根据信号的

频率是否随时间线性变化可将非平稳信号分为非线性

调频信号和线性调频(Linear Frequency Modulation,
LFM)信号。LFM信号作为大时间-频带积的扩频信

号[1]，广泛出现在雷达、通信、声呐和地震勘探等

系统[2]，具有较高的研究价值。

非平稳信号的时频分析工具主要包括两类[3]，

一类是以短时傅里叶变换(Short Time Fourier
Transform, STFT)和小波变换为代表的线性变换方

法，另一类是以Wigner-Ville分布(Wigner-Ville
Distribution, WVD)为代表的2次方法。

STFT等线性变换方法对多分量的非平稳信号
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进行分析时不产生交叉项。但STFT通过在时域加

滑动窗来计算信号频谱，因此相关的时间、频率分

辨率受测不准原理制约，无法同时兼顾并达到最

优。另外，由于STFT对信号进行了分段加窗，因

此还存在窗口大小选择的问题。

WVD具备理论上最高的时频分辨率以及许多

优异的数学性质[4]，高时频分辨率可以更好地估计

一些重要的参数比如瞬时频率[5]，因此经常作为时

频分析的主要工具，但由于WVD是双线性变换，

因此存在严重的交叉项干扰，它降低了信号时频分

布的分辨率，含混了信号的原始特征，妨碍了其对

信号的有效分析、解释和参数提取，国内外学者对

交叉项抑制问题进行了广泛研究[6–8]，提出了核函

数方法[9](如平滑伪Wigner分布)、信号分解算法(如

基于小波变换[10])以及多谱图叠加法[11]等方法。除

了交叉项问题，WVD还存在两个缺陷：

(1)非平稳信号的WVD谱中含有副瓣，使得对

其输出的解释变得困难。当多分量信号存在时，强

分量的输出副瓣很可能会混淆或者湮没弱频谱分量

的主瓣，导致观测分辨率的下降，影响对弱分量的

探测，因此必须进行副瓣抑制。学者们提出很多抑

制副瓣的方法，总地来说可以分为两类，第1类为

通过使用线性加权方法来抑制副瓣，如经典窗加

权，常用的经典窗有汉宁窗、汉明窗、布莱克曼窗

和切比雪夫窗等，但经典窗加权算法都是在窄主瓣

和低副瓣之间做一个折中，无法同时兼顾；第2类

是采用非线性变迹算法[12]，该技术已经被应用在合

成孔径雷达成像[13,14]以及超分辨技术[15]等领域，其

基本原理是通过在每个像素点寻求最优的加权系

数，以便空间相近的分量有一个很好的分辨率，同

时使得保持矩形窗主瓣宽度的同时降低副瓣。非线

性变迹算法有良好的副瓣抑制能力，但结合时频分

布的研究比较少。文献[16]结合非线性变迹算法对

WVD进行了副瓣抑制，但其只分析了单分量的LFM

信号，关于多分量LFM信号下的交叉项问题并未

进行分析解决。

(2)信号经过离散WVD后在频率域的周期将变

为采样率的一半，因此即使采样率等于奈奎斯特

率，WVD仍然会产生混叠现象。频域混叠会使得

信号的时频图中本不存在信号的区域出现频谱分

量，或者使得本来有信号的区域混入其它的频谱分

量，对信号信息的准确提取带来困难。处理这一问

题的直接措施是增加采样频率，但有时候，一旦信

号被采样后，要想对其重新采样是困难的，另外，

提高采样率也会提高运算量，带来额外硬件开销。

为了在不提高采样率的情况下，得到低副瓣无

混叠无交叉项的时频分析结果，本文第2节结合了

空间变迹(Spatially Variant Apodization, SVA)算
法及重排WVD无混叠算法，提出了SVA-rWVD方
法，第3节结合单分量LFM信号和多分量LFM信号

对该方法进行仿真验证，第4节总结全文。

2    SVA-rWVD方法

SVA算法属于非线性变迹算法的一种，已经验

证其对单分量LFM信号有良好的副瓣抑制能力。

从理论上说，对多分量LFM信号同样适用，可以

用来抑制其副瓣。另外，STFT作为一种线性变

换，没有WVD固有的混叠现象，也不存在交叉项

干扰，时频图可以反映信号各个分量的真实分布，

因此可以用来作为WVD时频图中信号自项的支撑

区域，结合WVD的高时频分辨率，得到最终无混

叠的时频分布。

因此，SVA-rWVD方法将按照先抑制副瓣后

消除混叠的顺序对信号进行处理，首先将SVA算法

引入WVD进行副瓣抑制，接着对通过SVA算法处

理得到的时频矩阵进行重排，最后结合STFT作
Hadamard积[17]，得到低副瓣无混叠的时频图。

2.1  空间变迹(SVA)算法

常见的非线性变迹算法有3种：双变迹，三变

迹和SVA算法。双变迹计算两次脉冲响应，一次不

加窗，另一次使用加了权重的窗函数比如汉宁窗，

然后在每个频点处，选择模值最小的脉冲响应进行

输出。把以上窗函数的形式扩展到3个，就是三变

迹算法。随着窗函数类型的增加，脉冲响应图中副

瓣在不断降低，双变迹的第2副瓣可以降到–31 dB，
三变迹的第2副瓣可以下降到–40 dB以下[12]。

经过上述分析，可以推测随着变迹次数(窗函

数类型)的进一步增多，可以在保证主瓣宽度最低

的情况下不断降低副瓣水平，这即本文所采用的

SVA算法的核心思想，该方法如下：

SVA算法使用了一个1阶升余弦函数来减小一个

频点到下一个频点到副瓣水平，这个函数可表示为

A(n) = 1 + 2w cos
(

2πn
N − 1

)
, 1 < n ≤ N − 1 (1)

w = 0 w = 0.43

w = 0.5 w

其中， 时表示矩形窗， 表示汉明窗，

表示汉宁窗，因此， 的选择就会直接影响

着主瓣分辨率和副瓣水平。

a(m) = w · δm,−1 + δk,0 + w · δm,1 δm,j

f(m) = I(m) + iQ(m)

对式(1)的1阶升余弦函数进行离散傅里叶变换

可 得 ， 这 里

为delta函数。可以看出，时域加窗相当于在频域

的3点卷积。假设未加窗时的频谱可以表示为

，利用上面的3点卷积函数，

可以得到
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f ′(m) = w(m)·f(m−1)+f(m)+w(m)·f(m+1) (2)

w(m) m其中， 由每一个 的值确定。

按照和双变迹等算法同样的处理方式，可以将

SVA算法转换为式(3)所示约束优化问题

min
w(m)

(|f ′(m)|2), s.t. 0 ≤ w(m) ≤ 0.5 (3)

I −Q I −Q

I −Q

式(3)中之所以将参数限定在0～0.5是要限制时

域的窗函数处在矩形窗和汉宁窗之间。对式(3)求

解有 分离算法以及 联合算法，这里只给

出 分离算法的原理。

I −Q I Q

Q |f ′(m)|2

w(m) ŵ(m) = −f(m)/ (f(m− 1)+

f(m+ 1))

分离算法分别对未加窗信号的 路与 路

进行单独处理，以 路信号举例，计算 关

于 的导数，解得

，将其代入式(2)，可得

f ′(m) =


f(m), ŵ(m) < 0

0, 0 ≤ ŵ(m) ≤ 0.5

f(m) + 0.5 [f(m− 1) + f(m+ 1)] ,

ŵ(m) > 0.5

(4)

I

I −Q

I2 Q2

对 路信号进行同样的操作，从以上推导可

知， 分离算法实际上是分别使得实部和虚部

的能量 和 的输出最小。

2.2  SVA算法应用于WVD
x(t) WVD(t, f)

W (n, k)

W (n, k) W ′(n, k)

信号 的Wigner-Ville分布记为 ，

用 代表信号的WVD谱，利用上面的3点卷

积器与之卷积，则 将会被替换为

W ′(n, k) =w(n, k) ·W (n, k − 1) +W (n, k) + w(n, k)

·W (n, k + 1) (5)

k

w(n, k)

|W ′(n, k)|2 w(n, k)

为了在每个 值处获得最佳的窗函数来提供最

窄的主瓣和最低的副瓣， 将会根据能量最小

化原则，最小化 ，解出 的值，有

ŵ(n, k) = − W (n, k)

W (n, k − 1) +W (n, k + 1)
(6)

将式(6)代入式(5)，则有

W ′(n, k) =



W (n, k), ŵ(n, k) < 0

0, 0 ≤ ŵ(n, k) ≤ 0.5

W (n, k) + 0.5 [W (n, k − 1)

+W (n, k + 1)] ,

ŵ(n, k) > 0.5

(7)

综上，将SVA算法引入到WVD的步骤如下：

步骤 1　求出信号的WVD；
n ŵ(n, k)步骤 2　在每个时刻 ，由式(6)求出 的值；

n W ′(n, k)

WVD(n, k)

步骤 3　利用式(7)，求出每个时刻 的

值，作为最终的WVD谱，记为 。

2.3  重排WVD无混叠算法

2.3.1  混叠现象的原因分析

x(t) x(n) x(n) X(ejω)

2π
π WVD(n, ω + π) =

WVD(n, ω)

将 变成 后， 的频谱 将变成周

期的，周期为 (对应采样频率)，易证明WVD同
样也是周期的，但周期为 ，即

。

fmax

fs ≥ 2fmax

fs = 2fmax x(t) x(n)

π π/2 < |ω| < π

|ω| < π/2

如果信号的最高频率为 ，那么采样频率至

少应满足 ，这是由采样定理决定的。如

若按 对 采样，并对采样后的 做

WVD，由于其WVD的周期为 , WVD中

范围的频谱将被折叠到 的范围中，因此在

WVD中必将产生严重的混叠。

fs = 2fmax

x(n)

与此不同的是，按照同样的采样频率 ，

并对采样后的 做STFT，结果就不会产生混叠

现象。

x(t) STFT(t, f)

STFT(n, k)
信号 的STFT记为 ，其离散形式

为 , STFT的谱图定义为STFT模的平方

S(n, k) = |STFT(n, k)|2 (8)

STFT(n, ω + 2π) = STFT(n, ω)

2π
fs = 2fmax

易 得 ： ， 即

STFT在频域的周期为 。这是一个非常重要的不

同之处：同样的 采样频率下，WVD会产

生混叠，而STFT不会。

2.3.2  重排WVD无混叠算法

结合上文对STFT优点的分析，重排WVD无
混叠算法如下：

STFT(n, k)
步骤 1　由式(8)计算出信号的短时傅里叶变换

谱图，为统一起见，将结果记为 ；

WVD(n, k)

步骤 2　按照2.2节的步骤获取由SVA算法处

理得到的新的WVD谱，记为 ；

[0, 0.25]

[−0.25, 0]

rWVD(n, k)

步骤 3　将WVD谱中， 范围的部分复

制至WVD谱的下方， 范围的部分复制至

WVD谱的上方，得到新的重排后的时频矩阵

；

STFT(n, k)

rWVD(n, k)

步骤 4　对STFT时频矩阵 进行插

值，使其与时频矩阵 的点数相同；

rWVD(n, k) STFT(n, k)步骤 5　最后对 和 进行

线性映射，作Hadamard积

SVA− rWVD(n, k) = STFT(n, k) ∗ rWVD(n, k) (9)

∗ STFT(n, k) rWVD(n, k)

SVA− rWVD(n, k)

其中， 代表计算 和 的Hada-

mard积， 为最终的分布。

x(t) = x1(t) + x2(t)

x(n) = x1(n) + x2(n)

为了从理论上论证重排WVD算法的有效性，

不失一般性，可以考虑由两个LFM信号组成的多

分量信号 ，该信号离散化得到

，其WVD经过SVA算法并重

排处理后得到的结果可以表示为
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rWVDx(n, k) =rWVDx1
(n, k) + rWVDx2

(n, k)

+ rWVDx1x2
(n, k) + rWVDx2x1

(n, k)

(10)

rWVDx1(n, k) rWVDx2(n, k)

rWVDx1x2(n, k) rWVDx2x1(n, k)

其中， 和 为信号自项，

和  为交叉项。

x(n) STFTx(n, k) =

STFTx1(n, k) + STFTx2(n, k)

信号 的STFT可以表示为

，结合式(9)，有

SVA− rWVD(n, k) =STFTx(n, k) ∗ rWVDx(n, k)

=STFTx1
(n, k) ∗ rWVDx1

(n, k)

+STFTx2(n, k) ∗ rWVDx2(n, k)

(11)

rWVDx1x2(n, k) STFTx1(n, k)

其中，由于信号WVD时频图中与交叉项相对应的

STFT谱图为0，故 与 作

Hadamard积的结果也为0，因此该项可以消掉，则

最终输出的频谱中，混叠现象和交叉项都已经被

消除，且保持了WVD的高时频聚集性和高分辨率

特性。

3    仿真实验与结果分析

为验证本文方法的有效性，进行了仿真实验。

建立的信号模型为[18]

x(t) =

Q∑
k=1

ej2π(fkt+1/2mkt
2) + n(t) (12)

Q fk

mk = B/T B T

n(t) σ2

其中， 为信号分量的个数， 为信号的初始频

率， 为调频斜率，其中 是带宽， 是脉

冲宽度， 为零均值、方差为 高斯白噪声。信

号的仿真参数设置如表1所示。

fs = 2fmax注意到选用的采样率满足 (采样率等

于带宽)。同时为了对比，选用了几种主流的时频

分析方法，分别是STFT(使用了Gauss窗，窗长是

采样点数的1/4), WVD以及平滑伪Wigner-Ville分

布(Smoothed Pseudo Wigner-Ville Distribution,

SPWVD)。
3.1  单分量LFM信号处理结果

先分析SVA-rWVD方法在单分量LFM信号下

的表现，结果如图1所示。

[−0.5, 0.5]

[−0.25, 0.25]

[−0.25, 0.25]

对于归一化频率为 的LFM信号，其时

频分布理论上应该是一条直线，如图1(a)所示。图1(b)
是该LFM信号短时傅里叶变换的结果，它可以正

确反映信号的时频分布，不过其主瓣比较宽，故时

频聚集性稍差。图1(c)是Wigner-Ville分布，其时

频聚集性较短时傅里叶变换有了非常大的提升，不

过正如2.3.1节分析的，它出现了混叠现象，即其频

率范围只有采样频率的一半，在 频率范

围以外的频谱成分混叠进入了 频率范

围。图1(d)是平滑伪Wigner-Ville分布，这种分布

一般用来消除多分量信号存在时产生的交叉项。平

滑伪Wigner-Ville分布和图1(c)的WVD一样，都无

法避免混叠现象，而且它的时频聚集性也比较差。

图1(e)是使用了本文SVA-rWVD方法的分析结果，

从结果可以看出成功地消除了混叠现象，并且具备

WVD的高主瓣分辨率，是4种方法中性能最优的。

为进一步说明这一点，取4种方法时频图中的时间

切片[16]进行对比，如图1(f)所示，其中T = 400 µs。
由图1( f )可知，短时傅里叶变换和平滑伪

Wigner-Ville分布的副瓣尽管都比较低，但其主瓣

都很宽，WVD的主瓣宽度和SVA-rWVD方法一

致，但它的副瓣没有得到抑制。图2是图1(f)取对数

得到的结果，可见SVA-rWVD方法的副瓣可以降

到–40 dB以下，达到了非常好的抑制效果。

3.2  SVA-rWVD方法消除混叠现象的原理

为了更清晰地说明SVA-rWVD方法消除混叠

现象的原理，结合3.1节的单分量LFM信号仿真结

果进行理论分析，如图3所示。

[−0.5,−0.25] [0, 0.25]

[0.25, 0.5] [−0.25, 0]

图3(a)为理论上的该LFM信号的时频分布，由

于混叠的原因，实际的WVD如图3(b)所示，原本

在 范围的信号被折叠至 ，原本在

范围的信号被折叠至 ，该理论分

析与图1(c)的实际结果是吻合的。按照2.3节的重排

WVD无混叠算法对WVD时频矩阵进行重排，即可

将原本的信号恢复出来。

3.3  多分量LFM信号处理结果

单分量LFM信号的仿真初步验证了本文方法

表 1  仿真参数设置

参数名称 单分量LFM(图1) 多分量LFM(图4) 多分量LFM(图6)

脉冲宽度(µs) 1024 1024 1204

带宽(MHz) 1 1 1

采样率(MHz) 1 1 1

时间切片(µs) 400 500 300

频率范围(kHz) –500～500 3个分量均为–500～500，且时间间隔相同

–300～–100

0～300

–500～500
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的效果，接下来考虑较为复杂的多分量情况，综合

考虑多分量的数量、位置以及噪声的影响。为了验

证该方法的有效性和适用性，选取多分量LFM信

号会出现的两种情况[2]进行仿真说明。

 

 
图 1 单分量LFM信号的时频分析结果对比

 

 
图 2 时间切片比较结果(取对数进行分析)

 

 
图 3 SVA-rWVD方法消除混叠现象的原理
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3.3.1  交叉项与自项重合的情况

当信号分量大于等于3个时，可能会出现交叉项

和自项重合的情况，对于参数相同且出现的时间间

隔相等的3分量情况，位于中间位置分量的自项会

与其它两个分量的交叉项重叠，处理结果如图4所示。

图4(a)是该多分量LFM信号的理论分布，它在

时频面应显示为3条直线，图4(e)是本文SVA-rWVD
方法的结果，在引入了低副瓣无混叠算法以后，它

的性能较图4(b)图4(c)图4(d)的方法均有了显著的

提升，Wigner-Ville分布的交叉项被成功滤除，而

且消除了混叠现象，其时频图中频率的分布范围与

理论分布一致。为分析其副瓣的抑制情况，与单分

量仿真时的做法一样，取4种方法时频图中的时间

切片进行对比，如图4(f)所示，其中T = 500 µs。

T = 500

因为WVD的交叉项干扰非常严重，几乎无法

从时间切片中找到准确的频率范围，故在比较的时

候将其删去。对图4(f)  µs处的时间切片取

对数，得到的结果如图5所示，即图5是图4(f)的放

大形式。图5中，SVA-rWVD方法的主瓣同样是

3种方法中最窄的，另外，交叉项与自项重合的情

形会影响自项的幅度和相位，使得所提方法受到一

定影响，产生了残余主瓣，可看出残余主瓣为–20 dB，
远区副瓣仍为–40 dB以下，注意到这里的“远区”

实际上才是是其它方法的副瓣区域，故SVA-rWVD
方法的副瓣水平满足了设计的要求。

3.3.2  多分量之间出现交叉的情况

实际应用中还会出现各个分量调频斜率不一致

的情况，本文考虑复杂的3信号交叉情况，该信号

的理论时频分布如图6(a)所示。图6(b)图6(c)图6(d)
的优缺点与3.3.1节基本相同，不再赘述，图6(e)为
本文方法处理得到的结果，处理效果依然明显，能

够准确显示出信号的实际分布且时频聚集度较高。

取300 µs处的时间切片，得到的结果如图6(f)及图7
所示，副瓣水平是几种时频分布里面最低的，由此

说明SVA-rWVD方法在多分量LFM信号存在的复

杂情况下仍然有非常好的表现。

3.3.3  噪声的影响

最后，考虑本文方法在噪声影响下的鲁棒性，

以图4中的多分量LFM信号为例，加入信噪比为–10～
10 dB且变化间隔为1 dB的噪声。以时频图中瞬时

频率估计的均方根误差[19]作为衡量本文算法抗噪性

能指标，对该方法做100次蒙特卡洛实验，得到的

结果如图8所示，其中信号分量1 ,  2 ,  3分别是

图4(e)中的左中右3分量。

由图8所示，随着信噪比的增大，各信号分量

瞬时频率估计的均方根误差均在不断减小。当信噪

比大于0 dB时，信号分量1和信号分量3瞬时频率估

计的均方根误差小于–13 dB，信号分量2受交叉项

与自项重合的影响，均方根误差稍高，不过也在

–9 dB以下，说明本文方法能够准确从时频图中

 

 
图 4 多分量LFM信号的时频分析结果对比
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估计出信号的瞬时频率，具有很好的抗噪声干扰

能力。

4    结束语

线性调频信号是一种常见的非平稳信号，时频

 

 
图 5 时间切片比较结果(取对数进行分析)

 

 
图 6 多分量LFM信号的时频分析结果对比

 

 
图 7 时间切片比较结果(取对数进行分析)
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分析技术是处理该类信号的有力工具，获得高主瓣

低副瓣且无混叠的的时频分布结果是众多学者努力

的方向。本文基于Wigner-Ville分布，提出了一种

名为SVA-rWVD的时频分析方法，本文方法解决

了奈奎斯特采样率下Wigner-Ville分布固有的混叠

问题，且有效滤除了交叉项。与此同时，本文方法

还可以在保持主瓣不展宽的同时抑制副瓣水平至

–40 dB以下，使得时频图具有高时频分辨率。仿真

实验证明本文方法不仅对单分量线性调频信号适

用，对复杂多分量线性调频信号同样适用。
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