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摘   要：为了更好增强图像中的有用信息，改善图像视觉效果，该文提出了一种基于非局部多尺度分数阶微分图

像增强算子(NMFD)。该算子首先将图像分成若干块子图像，计算每一块子图像的边缘强度系数、熵值和粗糙度

等细节特征,将得到的特征数据在全局图像范围进行统一尺度的归一化，然后对这些归一化的数据进行加权求和作

为图像的非局部特征值，最后利用指数函数建立图像细节特征和分数阶微分算子阶次之间的非线性量化关系，在

不同的图像子块区域，确定不同尺度的分数阶微分阶次，实现图像的非局部多尺度增强。
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Abstract: In order to enhance the useful information in the image and improve the visual effect of the image, a

Non-local Multi-scale Fractional Differential(NMFD) image enhancement operator is proposed. The operator

divides the image into several sub-images and calculates the edge intensity coefficient, entropy value and

roughness of each sub-image, and the obtained feature data are normalized in a unified scale in the global image

range. Then, the normalized data are weighted to be the non-local eigenvalues of the image. Finally, an

exponential function is used to establish the non-linear quantization relationship between image detail features

and the value of fractional order. Thus, the fractional order of different scales can be determined in different

image sub-block regions, so that the non-local multi-scale image enhancement model is realized.
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1    引言

图像增强技术属于数字图像处理底层基本处理

方法，其主要任务是去除图像中的噪声，增加图像

整体对比度，增强图像边缘并且突出图像中的纹理

细节等特征，使图像更加清晰。Mandelbrot[1]提出

了分形学说理论，尝试利用Riemann-Liouville分数

阶微积分描述分形媒介中的布朗运动。许多学者利

用分数阶微分算子的“非局部性”、“记忆性”以

及“弱导性”等特性，将分数阶微积分理论应用到

图像处理底层处理[2–8]，具有显著代表性是Pu等人[9,10]

提出了图像增强的分数阶微分算子。在此基础上，

牛为华等人[11]提出了分数阶方向导数图像增强算

法；Gao等人[12]提出了基于四元数的分数阶方向微

分图像增强模型；李博等人[13]构建了自适应分数阶

图像增强算子和图像去噪算子。文献[14,15]提出了

基于自适应的局部分数阶微分图像增强算法。上述

方法在图像增强中取得了较好效果，但是都存在或

多或少的问题。大多数学者改进分数阶微分图像增

强模型是利用分数阶微分算子和其它图像增强融合

得到的混合处理模型，该改进模型的分数阶微分阶

次是单一固定阶次，这样会导致分数阶微分算子在

图像某些地方过度增强，在另一些地方增强不足。

另外一些学者注意到了取单一固定阶次存在的问

题，提出了自适应分数阶微分阶次的算法，但是这

些算法几乎都是在分数阶微分掩模的范围内计算图

像的梯度、熵值和纹理测度等图像特征，由于分数

阶掩模算子的窗口尺度一般较小，因此包含的图像

特征也有限，仅仅由极小范围的局部图像特征来确

定分数阶微分的阶次，显然有不合理的地方。

M ×N

[0, 1]

针对上述方法存在的问题，本文提出了基于非

局部多尺度的分数阶微分图像增强模型(Non-local
Multi-scale Fractional Differential, NMFD)，该模

型首先将整个图像分成 块图像子块，计算每

一个图像子块的边缘系数、熵值和粗糙度等细节特

征，然后将这些细节特征参数在全局图像范围内进

行统一尺度的归一化，使其处理后的图像子块的边

缘纹理细节特征值统一在 区间以内，再将每一

图像子块归一化后的边缘系数、熵值以及粗糙度进

行加权求和，最后利用加权指数函数来确定分数阶

微分算子的阶次，作为分数阶掩模算子的权重系数。

2    数学物理背景

2.1  分数阶微积分定义

f(x) [a, x]

分数阶微积分的G-L(Grümwald-Letnikov)定
义是将经典整数阶微积分的阶次由整数推广到非整

数而推导出来的。假设任意函数 在区间 内

连续可导，由经典的微分定理推导可得n阶微分公式

dnf(x)
dxn

= lim
h→0

1

hn

n∑
j=0

(−1)
j
(n
j

)
f(x− jh) (1)

Γ (x)

(
n

j

)
=

n !

j !(n− j)!
=

Γ (n+ 1)

Γ (j + 1)Γ (n− j + 1)
v ∈ R+

n n =
t− a

h

将式(1)微分阶次由整数拓展到非整数，并利

用二项式系数与伽玛函数 之间的关系：

，然后用

取代正整数 ，同时将 代入式(1)，即可得

到分数阶微分的G-L定义，如式(2)所示

G
a D

v
x = lim

h→0

1

hv

t−a
h∑

j=0

(−1)
j Γ (v + 1)

j!Γ (v − j + 1)
f(x− jh)

(2)

其中，h表示步长，j表示项数。

2.2  分数阶微分算子的幅频特性

f(x) ∈ L2(R)
∧

f(ω) =∫
R
f(x)e−iωxdx f(x) fn(x)

n ∈ Z+

任意平方可积的1维能量函数 ，其

傅里叶变换(Fourier Transform, FT)为

。设1维信号 的n阶导数为

( )，由傅里叶变换的性质可以得到

Dnf(x)
FT⇔ (

∧
Df)n(ω) = (iω)n ·

∧
f(ω) =

∧
dn(ω)

∧
f(ω)

(3)

f(x)

fv(x) v ∈ R+

在此基础上，设1维能量函数 的分数阶v阶

导数为 ( )，由分数阶傅里叶变换的性质

可以得到[16]

Dvf(x)
FT⇔ (

∧
Df)v(ω) = (iω)v ·

∧
f(ω) =

∧
dv(ω) ·

∧
f(ω)

(4)
∧

dv(ω) = (iω)v =
∧

αv(w)· eiθv(ω)

∧
α v(w) = |ω|v

∧
θv(ω) = (vπ)/2sgn(ω )

f(x)

进一步将式 ，及

式 , 代入式(4)可

得到1维信号 的分数阶微分算子的滤波函数

(
∧
Df)v(ω) = |ω|vei

vπ
2 sgn(ω) (5)

f(x, y) fv(x, y),

v ∈ R+

f(x, y)

设2维能量函数 的分数阶导数为

，由分数阶傅里叶变换可分离性可知，2维
能量函数 的分数阶微分滤波器也可认为是可

分离的，如式(6)所示。

(
∧
Df)v(ωx, ωy) =

(
|ωx|vei

vπ
2 sgn(ωx)

)
·
(
|ωy|vei

vπ
2 sgn(ωy)

)
(6)

由式(6)可仿真出2维信号在不同分数阶微分阶

次下的幅频特性曲面，如图1所示。图1(a)—图1(f)
分别表示分数阶微分阶次分别为v=0, 0.5, 0.8, 1.0,
1.5和2.0得到的微分算子的幅频特性曲面，直接观

察可知，阶次为正数的分数阶微分算子属于高通滤

波器，并且该高通滤波器的截止频率和分数阶微分

阶次相关，随着微分阶次的增加，分数阶微分算子
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的高频滤波性能越强。图1(a)—图1(f)的分数阶微分

曲面聚集在了同一坐标系，直接观察可知，阶次为

正的分数阶微分算子对图像的低频信号都有衰减的

作用，衰减的程度随着阶次的增加而大幅增强。

3    非局部多尺度分数阶微分增强算子

3.1  非局部描述

f(x, y)

Ωg Ωg

Ωg

Ωs

Ωs

Ωm

如图2所示，设整个原图像 为一个全局

窗口 ，确定划分块数后将全局窗口 按照一定比

例拓展(拓展原图像的目的是为了保证图像能够被

分成整数块)，再将全局窗口 进行M×N等分后可

得到搜索窗口 。分数阶微分掩模算子在每一个搜

索窗口 内从左到右，从上到下依次移动，掩模算

子所覆盖的区域定义为模板窗口 。

本文提出的非局部多尺度分数阶微分图像增强

算法包含3个窗口的概念，即全局窗口、搜索窗口

以及模板窗口，窗口划分描述为

f(x, y)

Ωg [XS,YS]

Ωs XSize =
⌈
XS
M

⌉
,

YSize =
⌈
YS
N

⌉
步骤 1　计算整个原图像 为一个全局窗

口 的尺寸为 ，根据图像划分子块数M和

N 确 定 搜 索 窗 口 的 尺 寸 为

；

 

 
图 1 2维信号不同阶次分数阶微分算子的幅频特性曲面

 

 
图 2 窗口描述
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XSize YSize ∆X =

M ·XSize−XS ∆Y = N ·YSize−YS

步骤 2　根据分子块数M和N以及搜索窗口的

尺寸 和 确定图像需要拓展的尺寸为

, ；

∆X ∆Y

f(x, y) Ωg XS = XS+
∆X ,YS = YS+∆Y

步骤 3　由图像拓展两个方向的尺寸 和

更新原图的 的全局窗口 的范围为

3.2  多尺度描述

本文描述图像边缘和纹理特征采用图像的边缘

强度系数、图像熵值和图像粗糙度来量化，即通过

计算任子块图像fm,n(x,y)的边缘强度系数、熵值和

粗糙度来描述图像特征信息。

(1)图像边缘强度系数，即图像梯度的幅值，

表示图像边缘的强度信息，图像区域中的像素点灰

度值的差别越大，图像的边缘强度越大。图像的边

缘强度系数定义为

EM (f(x, y))

=

XSize∑
i=1

YSzie −1∑
j=1

(|fm,n(i, j)− fm,n(i, j + 1)|)

+
XSize −1∑

i=1

YSzie∑
j=1

(|fm,n(i, j)− fm,n(i+ 1, j)|) (7)

其中，EM表示图像的边缘强度系数。

(2)图像熵，表示图像所包含的平均信息量的大

小，熵值越大则所含信息量越多，图像的熵值定义为

En(fm,n(x, y)) = −
NUM_GL∑

L=1

P (fm,n) lgP (fm,n) (8)

其中，En为熵值，NUM_GL表示图像灰度级数，

P为图像素点出现概率函数；

(3)图像粗糙度，表示图像纹理特征的细腻程

度，是图像区域像素点灰度值相对偏移测度，在光

滑区域图像粗糙度较小，在细节丰富区域图像粗糙

度较大，图像粗糙度定义为

Ro (fm,n(x, y)) = 1− 1

σ(fm,n(x, y))
2 (9)

其中，Ro为图像粗糙度，为图像局部方差函数。

本文提出的非局部多尺度分数阶微分图像增强

算法关于微分阶次的多尺度描述为

Ωglobal Ωsearch

步骤 1　设定图像的分块数目为M×N，在图像

的全局窗口 中确定任意搜索窗口 区域；

步骤 2　利用式(7)—式(9)，依次计算每一个

搜索窗口对应图像子块的边缘强度系数、图像熵值

以及图像粗糙度，分别存入特征矩阵EM, ET, RH。

步骤 3　分别将边缘强度系数矩阵EM，熵值

矩阵ET和粗糙度矩阵RH进行归一化处理，使处理

后的图像特征值在0～1区间，归一化方法如式(10)
所示

EM =
EM - min(EM)

max(EM)−min(EM)

ET =
ET - min(EM)

max(EM)−min(EM)

RH =
RH - min(RH)

max(RH)−min(RH)


(10)

步骤 4　将归一化后的边缘强度矩阵EM，熵

值矩阵ET和粗糙度矩阵RH进行加权求和，存入图

像细节特征矩阵DF，如式(11)所示

DF = k1EM+ k2ET+ k3RH (11)

k1 k2 k3 k1 + k2 + k3 = 1其中， , , 为权重调节系数， 。

FVnl

步骤 5　利用指数函数的特性，在实数域内为

增函数，且增强幅度随自变量的增加而增强，可以

得到非局部分数阶微分阶次矩阵 ，如式(12)所示

FVnl = e
λ·

DF - min(DF)
max(DF)−min(DF) − ε (12)

λ ε其中， 和 为调节参数。

fvl

步骤 6　利用式(7)—式(9)分别计算模板窗口

对应的图像子块局部区域的边缘强度矩阵EM，图

像熵值矩阵ET和粗度矩阵RH，可确定局部分数阶

微分算子阶次矩阵 ，如式(13)所示

fvl = t1EM+ t2ET+ t3RH (13)

t1 t2 t3 t1 + t2 + t3 = 1其中， , , 为权重调节系数， 。

步骤 7　本文分数阶微分算子阶次采用“整体

为主，局部补偿”的原则，由此可得

FV = {αFVnl : α < 1 fv1 ≤ T,FVnl : T1 < fv1 < T2,

min (βFVnl, 1) : β > 1 fv1 ≥ T2} (14)

T1 T2其中， , 未阈值上限。

3.3  NMFD图像增强算子

f(x, y)

根据分数阶傅里叶变换的性质可知 [16]，图像

的分数阶微分算子在X轴和Y轴方向是条件

可分离的，由此可得分数阶微积分G-L定义算子沿

X轴和Y轴方向为

G
a D

v
t f(x, y)x

∆
=f(x, y) + (−v)f(x− 1, y)

+
−v(−v + 1)

2
f(x− 2, y) + ···

+
Γ (−v +m)

Γ (m+ 1)Γ (−v)
f(x−m, y) (15)

G
a D

v
t f(x, y)y

∆
=f(x, y) + (−v)f(x, y − 1)

+
−v(−v + 1)

2
f(x, y − 2) + ···

+
Γ (−v + n)

Γ (n+ 1)Γ (−v)
f(x, y − n) (16)

将式(15)、式(16)推广到图像其余6个方向，得

到8方向的分数阶G-L微分掩模算子，如图3所示，
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W该算子具有各向旋转不变性，算子 中的滤波系数

如式(17)所示

Wf0 = 1

Wf1 = −v

Wf2 =
v(v − 1)

2
...

Wfm =
v(v − 1)(v − 2) · · · (v −m+ 1)

m!


(17)

在此基础上，将本文提出的非局部多尺度分数

阶微分掩模算子的权重系数归一化处理后，再与原

图像进行空间卷积运算，如式(18)所示。由此可得

NMFD算子增强后的图像

g(x, y) =NMFD (f(x, y))

=

M∑
i=1

N∑
j=1

min
((

fi,j(x, y) ·
Wv

max(Wv)

+ fi,j(x, y)

)
, 1

)
(18)

min(· )其中， 为避免累加像素值越界。

4    实验设计及对比分析

4.1  NMFD增强模型参数选择

k1 = k2 = k3 = 1/3 t1 = t2 = t3 = 1/3

λ = 1 ε = 0

α = 1.2 β = 0.8

T1 = 0.1 T2 = 0.5

本文实验采用主观和客观评价标准相结合的实

验对比方法，主观方法通过直接观察，各种增强方

法处理后图像纹理特征的对比效果。客观方法通过

计算各种增强方法处理后图像的边缘保持系数、平

均梯度、图像熵以及对比度等客观数据。NMFD模

型中可选参数较多，对模型加权系数和阈值参数可

以按照多次试验后的经验值或均分比例确定。本文

的重要创新是图像分块对非局部分数阶微分算子阶

次的影响，以下内容主要研究图像的分块数目对图

像增强效果的影响。按照上述假设，可以设定权重

系数 , ，指数加

权函数参数 , ，非局部阶次矩阵和局部阶

次系数对应阶次的缩放系数 , ，阈值

系数 , 。以下实验分别将图像分解

成2×2块，4×4块，8×8块，16×16块和32×32块，

分数阶模板窗口选择5×5大小，结果如图4所示。

由表1可知，随着图像划分窗口数量的增加，

图像的平均梯度、边缘保持系数、粗糙度以及信息

熵都在适当增大。由于窗口数量的增加会大幅提高

算法的时间复杂度，结合上述指标数据综合分析，

本文提出的NMFD模型采用16×16的分块数量。

4.2  实验结果与对比分析

为了验证本文提出的NMFD图像增强模型与目

前流行的图像增强模型，如拉普拉斯(Laplace)图像

 

 
图 3 分数阶微分G-L定义下的掩模算子

 

 
图 4 NMFD增强模型在不同窗口尺寸下的增强效果
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增强模型、自适应G-L分数阶微分图像增强模型、

直方图增强HE模型，限制对比度直方图增强均衡

CLAHE模型的性能比较，本实验从主观观察和客

观数据两方面对Lena图像进行了实验对比分析。图5
表示目前各种主流增强模型增强处理后的效果对比

图。Laplace算子和G-L算子主要提高了图像的强边

缘和纹理等细节信息，但是这两种图像增强方法对

图像整体的对比度提高较弱。直方图均衡化图像增

强模型和限制对比度直方图增强模型主要提高了图

像的对比度效果，其中限制对比度直方图增强模型

对低对比度图像增强后的视觉效果更佳，但是这两

种基于统计的图像增强方法对图像边缘和纹理等细

节特征增强提升不足。本文提出的NMFD图像增强

模型，由于在不同图像区域采用了不同尺度的分数阶

微分阶次，能够根据原图中人物或者景物的边缘和

纹理等细节信息进行自适应增强，并且考虑了非局

部窗口中的像素信息，还能够提升图像的整体对比度。

图6表示目前各种主流增强模型增强图像后的纹理

特征对比，直接观察可知，每种图像增强方法都能

够在一定程度上增加原图像的边缘和纹理特征，其

中，Laplace算子和分数阶G-L算子主要增强图像的

边缘信息，HE(Histogram Enhancement)图像增强

方法和CLAHE(Contrast Limited Adaptive Histo-

gram Equalization)图像增强方法主要增强图像的

整体对比度，但是对图像中的边缘和强纹理信息提

升不足。本文提出的NMFD图像增强模型，既能够

增强图像的边缘和纹理信息，又能够增强图像的

对比度。表2记录了不同方法的图像增强模型增强

图像后的实验数据对比，可知本文提出的NMFD图

像增强模型的平均梯度、边缘保持系数、对比度和

图像熵值较Laplace算子和分数阶G-L算子，HE图

像增强方法和CLAHE图像增强方法有不同程度的

提高。

5    结束语

针对已有分数阶微分图像增强模型使用单一微

分阶次缺点，本文利用图像局部和非局部具有自相

似冗余特性，即一幅图像在不同区域具有不同的纹

理细节特征，将图像合理分块后，在不同区域计算

不同的分数阶微分阶次，为防止增强后图像出现明

亮不均的块状效应，本文又将这些微分算子在全局

图像范围内统一尺度进行归一化处理，并且将归一

化处理的阶次限定在一定的范围。最后，将本文所

提NMFD图像增强模型与目前流行的图像增强模型

进行了实验对比，从主观视觉观测和客观特征数据

两方面对比分析，都表明了本文图像增强模型能够

更加有效的增强图像对比度和纹理等细节特征。然

而，本文图像增强模型将图像进行了分块处理，算

表 1  NMFD增强模型在不同窗口尺寸下实验数据对比

窗口数量 平均梯度 边缘保持系数 对比度 熵

2×2 11.3139 1.7529 0.8152 7.5301

4×4 11.6058 1.8011 1.0725 7.5524

8×8 12.4049 2.0808 1.0893 7.5829

16×16 13.5831 2.4982 1.8659 7.5966

32×32 15.6209 2.9672 1.9856 7.5686

 

 
图 5 不同方法的增强模型增强Lena图像的效果对比
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法时间复杂度会适当增加，因此如何寻找快速处理

方法是今后需要进一步研究的方向。
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