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摘   要：针对滤波器组系统硬件实现时原型滤波器的有限字长效应问题，该文研究如何改善FIR原型滤波器由信

号量化引起的舍入噪声，即降低舍入噪声增益，提出一种FIR滤波器优化结构。通过分析舍入噪声来源，利用多

项式参数化方法对舍入噪声增益表达式进行推导。仿真实例证明，在不同字长约束条件下所提结构滤波器的幅频

相频响应与理想状态基本吻合；通过与现有算法对比，所提结构具有较小的舍入噪声增益。
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Abstract: For the problem of the finite word length effect of prototype filters in hardware implementation of

the filter bank system, this paper studies how to improve the performance of roundoff noise caused by signal

quantization for the FIR prototype filter, that is, to reduce the roundoff noise gain. An FIR filter optimization

structure is proposed. By analyzing the source of roundoff noise, a polynomial parameterization method is used

to derive the roundoff noise gain expression. The simulation example shows that the amplitude-frequency and

phase-frequency response of the proposed structure filter are basically consistent with the ideal state under

different constraint of word length. Compared with the existing algorithms, the proposed structure has a

smaller roundoff noise gain.
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1    引言

移动通信系统从第1代发展到第5代，已进入飞

速发展时期。滤波器组技术可将信号整个频带划分

为小子带进行分别处理，无论是4G中使用的正交

频分复用技术(Orthogonal Frequency Division
Multiplexing, OFDM)，还是5G热门备选方案之一

即基于滤波器组的多载波技术(Filter Bank Based
Multicarrier, FBMC)都是其典型应用[1—3]。滤波器

组系统由原型滤波器频域搬移而成，原型滤波器设

计是系统设计的关键。目前关于滤波器组中原型滤

波器也即FIR滤波器优化研究有很多成果[4－7]，这

些在无限精度下设计的滤波器直接应用到工程中系

统实际性能与预期偏差较大。文献[8]在研究正弦波

拟合算法时发现舍入误差是影响系统性能的根本原

因。文献[9]指出量化误差会导致FIR滤波器零点产

生畸变。文献[10]指出由于量化导致的FIR滤波器

系数误差会引起频率特性的失真。以上研究表明，

有限字长(Finite Word Length, FWL)效应是引起

性能问题的主要原因，即引入舍入噪声与系数误

差，其中滤波器系数的有限字长误差常用灵敏度衡

量，而因量化内部信号导致的舍入误差通常用舍入

噪声来衡量。

有限字长问题在数字滤波器硬件实现时不可避

免。数字滤波器在无限精度下有多种等效实现方

式，而滤波器的最终实现是在有限字长的数字元件

中。Matlab仿真平台最高可达双精度即64位二进
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制，而原型滤波器硬件实现时通常存储在16或32位
字长的存储器中，这种理论设计与实际实现之间的

差距会导致实际系统频率响应偏差，影响系统性

能，严重时甚至破坏滤波器组重建条件使系统不能

完全重构。解决这个问题本可通过使用更高精度的

处理器来增加字长，但会大幅度增加成本，特别是

在一些要求低成本高性能的工程应用中并不适用。

目前关于FIR滤波器降低有限字长效应的研究

包括：基于混合整数规划的全局优化[11]和基于局部

邻域搜索的次优化[12]两种经典算法，以及近年来兴

起的最小二乘优化的Tabu算法[13]和模拟退火算法[14]。

本文提出一种FIR原型滤波器结构优化方法来改善

硬件实现时字长效应从而提升滤波器舍入噪声性

能。结构安排如下：首先给出优化结构及其系统函

数表达式；其次通过将舍入噪声建模为高斯白噪

声，利用多项式参数化方法给出所提结构舍入噪声

增益解析表达式，为其应用于高性能滤波器设计提

供必要理论基础；最后仿真验证部分通过频域仿真

分析所提结构在有限字长约束下自由参数对滤波器

性能的影响，并利用数值举例对比优化结构及现有

的有限字长优化算法舍入噪声性能并给出结论。

2    FIR滤波器优化结构

线性时不变FIR数字滤波器：

H(z) =
NX

n=0

h(n)z¡n =

NX
n=0

bnz¡n (1)

对同一传递函数，不同结构由于量化对系统性

能产生不同影响。下面采用FIR滤波器直接型转置

结构，具体实现如图1所示，称为传统结构。

±¡1
l

Kl (l = 1; 2; ¢¢¢;N) l Kl

本文提出基本结构如图2所示，称为 结构，

其中 称作自由因子， , 为给定

常数。

z = 1+Kl"图2的输入输出关系为 ，代入式

(1)得优化结构如图3所示。

记式(1)描述的FIR滤波器系统函数：

H(z) , b0zN + b1zN¡1 + ¢¢¢+ bN¡1z + bN

a0zN + a1zN¡1 + ¢¢¢+ aN¡1z + aN
(2)

a0 = 1; ai = 0 (i = 1; 2; ¢¢¢;N)其中， 。优化结构的

系统函数为

H(") = H(z)jz=1+Kl"

=
¯0"

N + ¯1"
N¡1 + ¢¢¢+ ¯N¡1"+ ¯N

®0"N + ®1"N¡1 + ¢¢¢+ ®N¡1"+ ®N

(3)

记

=[ a0 a1 ¢¢¢ aN¡1 aN ]T

=[ b0 b1 ¢¢¢ bN¡1 bN ]T

=[ ®0 ®1 ¢¢¢ ®N¡1 ®N ]T

=[ ¯0 ¯1 ¢¢¢ ¯N¡1 ¯N ]T

9>>>>=>>>>; (4)

则有

® = K
¡1

a; ¯ = K
¡1

b (5)

K =
YN

l=1
Kl其中， 。

 

 
图 1 FIR滤波器的直接型转置结构

 

 
±¡1
l图 2 基本结构

 

 
图 3 FIR滤波器的优化结构
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3    推导舍入噪声增益表达式

优化结构用状态空间表示有

(n + 1) = (n) + u(n)
y(n) = (n) + ±u(n)

)
(7)

u
y ± 2 RN£N ; ± 2 RN£1; ± 2

R1£N ; ± 2 R

其中， 表示系统状态变量， 表示滤波器的输

入 ， 表 示 输 出 ；

。

=

0BBBB@
¡®1K1+ 1 K1 0 ¢ ¢ ¢ 0 0

¡®2K2 1 K2 ¢ ¢ ¢ 0 0

¡®N¡1KN¡1 0 0 ¢ ¢ ¢ 1 KN¡1

¡®NKN 0 0 ¢ ¢ ¢ 0 1

1CCCCA ;

=

0BBBBBBBB@

(¯1¡ ®1¯0)K1

(¯2¡ ®2¯0)K2

:::

(¯N¡1¡ ®N¡1¯0)KN¡1

(¯N ¡ ®N¯0)KN

1CCCCCCCCA
;

= ( 1 0 ¢¢¢ 0 0 ) ; ± = ¯0 (8)

Kl = 18l
®; ¯

( ±; ±; ±; ±) c
±

Kl ®; ¯ ( ±; ±; ±; ±)

根据式(5)及式(7)可求得 时优化结构

的系统函数系数 及其相应的状态空间表达

和可控格莱姆矩阵 ，同时可根

据任意给定下 得到 及 。

为获得更好的性能，接下来先对自由因子进行

优化，再采用多项式参数化方法对优化结构舍入噪

声增益公式进行推导。

3.1  自由因子 的优化

Kl

x l(n) 8l Kl

l Kl

l2
W±

c (m;m) = 18m

自由因子 即耦合系数，可以用来控制节点

处状态变量 的动态范围[15]。对 ，通常 取

值相同。为改善舍入噪声性能，接下来的优化过程

会使得对于不同的 , 取不同的值。为了降低有限

寄存器长度效应产生的溢出误差，通常使用 -缩放

来约束状态变量，即 。

( ; ; ; ±) ( ; ;

; ±)

通过相似变化可得到

，即

± = ±
¡1; = ±

± = ±
¡1; ± = ±

)
(9)

±
c =

±
c (10)

= diag( 1; 2; ¢¢¢; N) di =
1q

Wc
±
(i;i)

¡1

其中， ,  ，称

非奇异矩阵 为相似矩阵。对同一个系统函数所

表示的滤波器，这种相似变换可找到无穷组状态空

间表示，不同的状态空间表示具有不同的舍入噪声

增益。

dm =
Ym

l=1
K¡1

l由式(9)及图2可得 ，也即

K1 =

q
Wc

±(1; 1); Km =

s
Wc

±(m;m)

Wc
±(m ¡ 1;m ¡ 1)

;

m = 2; 3; ¢¢¢;N (11)

通过上面的优化，可确保滤波器的每个节点处

都不会溢出，降低节点处舍入噪声增益，从而改善

滤波器的舍入噪声性能。

3.2  优化结构的舍入噪声增益

l(n)
¾2

0 l(n)

y¤(n) y(n) ¢y(n) = y¤(n)

¡y(n) Gl ,
E
h
(¢y(n))2

i
E
£
e2
l (n)
¤

将舍入噪声 建模为统计独立的高斯白噪声，

即均值为零，方差为 ，由于 存在，使得输出

偏离之前的理论输出 ，记

，则舍入噪声增益定义为 。

l(n) ¢y(n)
Hl(")

记以 为输入， 为输出的滤波器的传

递函数为 ，则有

Hl(") = ±+ ±(" ¡ ±)
¡1

± (12)

根据留数定理得舍入噪声增益

Gl = kHl(")k2
2 = tr( ±

T
±+ ±

±
o ±) (13)

±
o其中， 是优化结构状态空间实现时的可观格莱

姆矩阵。

由图2和图3在无限精度下有

y(n) = ¯0u(n) + x 1(n)
:::
x l+1(n + 1) = Kl+1 [¯l+1u(n)¡ ®l+1y(n)

+x l+2(n)] + x l+1(n)
x l(n + 1) = Kl [¯lu(n)¡ ®ly(n) + x l+1(n)]

+x l(n)
x l¡1(n + 1) = Kl¡1 [¯l¡1u(n)¡ ®l¡1y(n)

+x l(n)] + x l¡1(n)
:::

9>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>;

(14)

xN+1(n) = 0
§1

®l ¯l Kl

其中， 。数字系统无论是硬件还是仿

真软件实现，参数0和 都可以精确实现不会引起

系统函数偏差，即不会引起有限字长的问题，通常

称这类参数为平凡参数。而 , 和 为非平凡参

数，硬件实现时会引入舍入误差。下面逐个讨论以

934 电   子   与   信   息   学   报 第 41 卷



上每个参数引入的误差对系统性能影响。

¯l (l 6= 0) u(n)(1)系数 与输入信号 相乘经过有

限字长存储器引入的舍入噪声使式(14)变为

y¤(n) = ¯0u(n) + x ¤1(n)
:::
x ¤l+1(n + 1) = Kl+1 [¯l+1u(n)¡ ®l+1y¤(n)

+x ¤l+2(n)
¤
+ x ¤l+1(n)

x ¤l (n + 1) = Kl [¯lu(n) + "l(n)¡ ®ly¤(n)

+x ¤l+1(n)
¤
+ x ¤l (n)

x ¤l¡1(n + 1) = Kl¡1 [¯l¡1u(n)¡ ®l¡1y¤(n)

+x ¤l (n)] + x ¤l¡1(n)
:::

9>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>;

(15)

"l(n) = q[¯lu(n)]¡ ¯lu(n)
q[¢] ¢x l(n) =

x ¤l (n)¡ x l(n)

其中， ，表示由于量化

器 的存在而引入的舍入噪声，记

，对比式(8)和式(15)，则有

¢y(n) = ¢x 1(n)
:::
¢x l+1(n + 1) = Kl+1 [¡®l+1¢y(n)

+¢x l+2(n)] + ¢x l+1(n)
¢x l(n + 1) = Kl ["l(n)¡ ®l¢y(n)

+¢x l+1(n)] + ¢x l(n)
¢x l¡1(n + 1) = Kl¡1 [¡®l¡1¢y(n)

+¢x l(n)] + ¢x l¡1(n)
:::

9>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>;

(16)

"l(n) ¢y(n)
Hl(") ± = Kl l(n) ± = 0
(n) l

记以 为输入， 为输出的系统函数为

。对比式(8)，则 , 。其中

是N维列向量，除了第 个元素为1外，其余元

素都为零。得

Hl(") = ±(" ¡ ±)
¡1Kl l(n) (17)

¯l (l 6= 0)因此，因系数 量化引入的舍入噪声增

益可表示为

G¯l = K 2
l

T
l o

±
l (18)

®l同理，系数 的舍入噪声增益为

G®l = G¯l = K 2
l

T
l o

±
l (19)

¯0(2)系数 引入的舍入噪声使式(14)变为

y¤(n) = ¯0u(n) + "0+ x ¤1(n)
:::
x ¤l+1(n) = Kl+1 [¯l+1u(n)¡ ®l+1y¤(n)

+x ¤l+2(n)
¤
+ x ¤l+1(n)

x ¤l (n + 1) = Kl
£
¯lu(n)¡ ®ly¤(n) + x ¤l+1(n)

¤
+x ¤l (n)

x ¤l¡1(n + 1) = Kl¡1 [¯l¡1u(n)¡ ®l¡1y¤(n)

+x ¤l (n)] + x ¤l¡1(n)
:::

9>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>;

(20)

"0(n) = q[¯0u(n)]¡ ¯0u(n)其中， ，对比式(8)和式

(20)，则有

¢y(n) = "0+¢x 1(n)
:::
¢x l+1(n + 1) = Kl+1 [¡®l+1¢y(n)

+¢x l+2(n)] + ¢x l+1(n)
¢x l(n + 1) = Kl [¡®l¢y(n) + ¢x l+1(n)]

+¢x l(n)
¢x l¡1(n + 1) = Kl¡1 [¡®l¡1¢y(n)

+¢x l(n)] + ¢x l¡1(n)
:::

9>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>;

(21)

"0(n) ¢y(n)

H0(") ± = ± = 1

,
£

K1®1 K2®2 ¢¢¢ KN®N
¤T

记以 为输入， 为输出的传递函数为

，对比式(8)，则 , 。其中，

，可得

H0(") = ¡ ±(" ¡ ±)
¡1 + 1 (22)

¯0因此，由系数 引入的舍入噪声增益为

G¯0 = 1+
T

o
± (23)

Kl(3)参数 引入的舍入噪声使式(14)变为

y¤(n) = ¯0u(n) + x ¤1(n)
:::
x ¤l+1(n) = Kl+1 [¯l+1u(n)¡ ®l+1y¤(n)

+x ¤l+2(n)
¤
+ x ¤l+1(n)

x ¤l (n + 1) = Kl
£
¯lu(n)¡ ®ly¤(n) + x ¤l+1(n)

¤
+"l(n) + x ¤l (n)

x ¤l¡1(n + 1) = Kl¡1 [¯l¡1u(n)¡ ®l¡1y¤(n)

+x ¤l (n)] + x ¤l¡1(n)
:::

9>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>;

(24)

对比式(8)和式(24)，则有

¢y(n) = ¢x 1(n)
:::
¢x l+1(n + 1) = Kl+1 [¡®l+1¢y(n)

+¢x l+2(n)] + ¢x l+1(n)
¢x l(n + 1) = Kl [¡®l¢y(n) + ¢x l+1(n)]

+"l(n) + ¢x l(n)
¢x l¡1(n + 1) = Kl¡1 [¡®l¡1¢y(n) + ¢x l(n)]

+¢x l¡1(n)
:::

9>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>;

(25)

"l(n) ¢y(n) Hl(")

± = l(n) ± = 0

记以 为输入， 为输出的传递函数为 ，

对比式(8)，则 , ，得

Hl(") = ±(" ¡ ±)
¡1

l(n) (26)

Kl因此，由参数 引入的舍入噪声增益为

GKl =
T
l

±
o l (27)
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则优化结构采用多项式优化方法时的舍入噪声

增益表达式如式(28)：

G± =

NX
l=1

G®l +

NX
l=0

G¯l +

NX
l=1

GKl

= 2
NX

l=1

G¯l +G¯0+

NX
l=1

GKl

= 2
NX

l=1

K 2
l W

±
o (l; l) + 1+

T
o
±

+tr
¡

o
±
¢

(28)

4    实验仿真及分析

下面利用FIR滤波器实例从两方面仿真验证所

提结构的性能。一方面为得到字长对优化结构性能

的影响，同时观察自由因子优化的效果，对不同字

长、不同自由因子下优化结构的频谱进行仿真，并

将其与理想状态对比分析；另一方面通过数值仿真

得到优化结构的舍入噪声增益，并与现有有限字长

算法对比并给出结论。

4.1  频率响应特性仿真

以23阶线性相位FIR低通数字滤波器为例给出

所提优化结构频响特性，仿真参数如表1所示。

K
B

图4—图7中仿真自由因子 为定值时不同字长

约束下优化结构的频谱。

K = 10¡4

B = 16

B = 12

时，不同字长约束时量化后优化结构、

传统结构及其在理想状态下频域对比如图4和图5所
示。可以看出当 时，量化对频域的影响不

太明显，量化后两种结构的幅频与相频都基本与原

理想状态基本完全重合。当 时，量化对传

统结构高频阶段的幅频与相频都有明显影响，而对

优化结构的幅频相频响应几乎无影响。这是因为优

化结构通过引入自由因子控制节点处能量使字长得

到充分利用，从而有效降低字长量化对FIR滤波器

频域特性的影响，使得优化后的FIR滤波器有良好

的抗有限字长性能。

B = 16

K = 10¡4

时，不同自由因子下量化后优化结构、

传统结构及其在理想状态下频域对比如图4和图6所
示。可以看出当 时，量化对频域的影响

表 1  低通滤波器仿真参数

参数 数值

通带截止频率 0:3 rad

阻带截止频率 0:5 rad

通带最大衰减 1 dB

阻带最小衰减 40 dB

 

 
B = 16;K = 10¡4图 4 时，量化后优化结构、传统结构及其在理想状态下频域对比

 

 
B = 12;K = 10¡4图 5 时，量化后优化结构、传统结构及其在理想状态下频域对比
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K = 10¡6

不明显，无论采用哪种结构，量化后的幅频与相频

响应都基本与理想状态重合。而当 时，

量化后传统结构高频阶段的幅频与相频都明显偏离

理想状态，而优化结构的幅频响应几乎不受量化的

影响。这是因为优化的基本结构中反馈的引入，使

得部分量化引起的误差被削弱，累积到输出的误差

减小。说明引入优化结构能有效解决传统结构高频

阶段对量化敏感的问题。

以上分析中自由因子均取定值，接下来分析自

由因子优化后所提结构的性能。

B = 10

0:5

由图7可得， 时，使用传统结构设计的

滤波器由于字长影响，实际滤波器阻带截止频率已

经小于  rad，不满足设计要求。本文所提结构

几乎没有受到字长影响，仍然与理想状态重合。这

是因为其独立出来的自由因子通过优化使得每个中

间节点的误差都达到最小，从而使得总误差最小，

有效抵抗有限字长对滤波器频域性能的影响。

由以上仿真可得采用优化结构的FIR滤波器在

有限字长约束下仍具有较好的频域性能，与传统结

构的理想情况基本吻合，可用于抗有限字长的高性

能原型滤波器的设计优化中。

4.2  舍入噪声增益性能数值仿真

下面仿真分析上例中低通滤波器的舍入噪声性

能。不同自由因子下两种结构的舍入噪声增益对比

如表2所列。

表2中可得当自由因子取值较小时，优化结构

的舍入噪声增益比传统结构低。

由表3得无论是传统结构还是Tabu算法和模拟

退火算法，它们的舍入噪声增益相对优化结构都较

大。这是因为一方面基本结构中反馈的引入削弱了

部分量化的影响，另一方面优化结构通过自由因子

的优化有效降低每个节点的误差，从而从根本上降

低了舍入噪声的影响。

5    结束语

本文提出一种FIR原型滤波器优化结构，并采

表 2  各结构舍入噪声增益性能对比

K自由因子 10¡7 10¡6 10¡5 10¡4 10¡3

优化结构 6:248 6:248 6:248 8:425 10:210

传统结构 24 24 24 24 24

表 3  各实现方式舍入噪声增益性能对比

实现方式 舍入噪声增益

传统实现 24

Tabu算法 24

模拟退火算法 24

优化结构 5.273

 

 
B = 16;K = 10¡6图 6 时，量化后优化结构、传统结构及其在理想状态下频域对比

 

 
B = 10图 7 时，量化后优化结构、传统结构及其在理想状态下频域对比
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用多项式参数化方法推导出舍入噪声增益数学表达

式。通过多种实现方式及结构对比，仿真实例证

明，在有限字长约束下的优化结构幅频和相频响应

与理想状态基本吻合，同时其舍入噪声增益性能有

明显改善，即在抗有限字长效应方面具有良好数字

特性。在滤波器设计时将舍入噪声的影响综合加以

考虑，可望为理论设计的滤波器在硬件实现时的有

限字长问题提供理论参考。
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