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摘 要 利用广义阻抗边界条件模拟和简化地球表面对电磁场的影响．应用圆柱波函数的球面波展开表达 

式，地平面上方水平电偶极子电磁场中的索末菲尔德型积分可表达成快速 绝对收敛的球面波展开式．利用 

积分路径的变换和超几何函数理论，展开式中的展开系数可表达成以大地表面复阻抗为宗量的第二类勒让德 

函数．该展开式数学物理意义明显，并且十分便于数值计算．该文给出的方法是求解下索末菲尔德半空间问 

题的精确 有效解析方法． 
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1引 言 

在研究近地天线、地波传播、水下通讯、地球物理勘探和用频域法求解时域电磁波散射等理 

论和实际问题时，都需要解决索末菲尔德 (Sommerfeld)型积分 (简称 SD积分)的计算问题． 

如何精确、有效地解决 SD积分一直是各国学者研究的课题，近年来仍有不少学者对这一课题 

进行着深入的研究 [1--6J。 

本文利用广义阻抗边界条件来简化地平面上方电磁场边值问题的求解。在此边界条件下， 

地平面上方水平电偶极子电磁场能够分解成偶极源的直达波、镜像源的反射波和 SD积分．利 

用圆柱波函数和球面波函数的转换关系， SD 积分被表达成绝对、快速收敛的球面波展开式。 

应用积分路径的变换和超几何函数理论，展开式中的展开系数被表达成以大地归一表面阻抗为 

复宗量的第二类勒让德 (Legendre)函数。相对阻抗边界条件，该展开式是精确的解析表达式， 

它适合于任意场点和源点的位置；展开式中的球贝塞尔函数、勒让德多项式和展开系数既便于 

数学计算，又有明显的数学物理意义。本文的结果能够为相关的电磁场问题的研究提供准确、 

方便的解析表达式。 

2索末菲尔德半空间问题的描述 

建立圆柱坐标系(P， ，Z)使得 Z=0平面为媒质的分界面。上半空间 (Z>0)是空气，物性 

参数为 (EO，／to；ko)；下半空间 (Z<0)是大地，这里假设大地是均匀的导电媒质或水平分层媒 

质。单位谐振电流元 (电偶极子)位于上半空间(0，0，h)处；场点位于上半空间 (P， ，Z)处。不 

失一般性，设电偶极子的极轴沿 轴取向(水平电偶极子)。可引用电型和磁型赫兹矢量的Z分 

量 (兀 =兀 乏，兀 =兀 乏)【 】来描述电磁场的分布．应用傅里叶一贝塞尔变换，(兀 ，兀 ) 

可以表示成如下连续谱的积分表达式 I7J： 

I- [= 41risow旦Ox／0 e～ l+ ( 。]Jo(Ap)dA (1a) 

II=一 ／o e～ 。+Rm( )e-ulz+h1]Jo(Ap)dA (1b) 
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式中 =sgn(z一九)(符号函数)，“=、／／ _二二 ， ( )是零阶贝塞尔函数，R ( )是谱 
密度函数的反射系数。时间因子取为 e 。 (1)式中的被积函数代表外向行波；为了使积分满 

足辐射条件并具有收敛性，积分路径的选取必须满足条件 R e(“) 0和 Ira(u) 0。 

在 Z：0平面上，广义阻抗边界条件可写成 【8—1oJ 

N c、 

Ⅱ( 一ikor；)E：：0， N c、 n( 
一

ikor~)H：=0 

式中r；和r 是已知的复常量．随着Ⅳ(称为阻抗边界条件的阶数)的增大。边界条件(2)式的 

适应程度和模拟效果将明显增强。当N=1且 rf=(rjn)一 时，(2)式退化成众所周知的阻抗 

(即Leomtoroch)边界条件： 三×E：ri三×(三×日)。应用阻抗边界条件 (2)式，我们得到 

R 
， 

= c一 ，Ⅳ+1 NI
—I [ ]：c Re =(一1)̈ I I=( r N 1 1) l̈ -- ikO~e,rn l(3) 

这里B；和即 可用待定系数法分别用ikor~和ikor：,~来表示，并简记r；，m：叼 ， ． 将 (3) 

式代入到 (1)式中，我们得到 

式中 

：  l O(％ Ge(z--h)--(--])N+IGe(Z+h) 
+ c Ⅳ N c 0

- ikoq~)SD；> 
=  Gin(z-h)+(--1)N+IGm(Z+h) 

～
i sin~p(

_

1)N+1 N c 0+ik
o~lm)SD > 

Ge( = 1~Io。。 e 硅 ( d 

⋯，：去南 。。 

s。；’m：一2 瑶 。。
“

1
e “‘升h ( p) 

式中 1( J9)是一阶贝塞尔函数． 

首先利用指数积分函数 【引， (5)式可以改写成 

Ge( 士h)=-i cos —$
—

RO

—

r4-

， 

p —  

p 

一 镌(1一叼；． ) 

Gm( 士 )̂：一 sin —e--ik
—

or~： 

P 

(4a) 

(4b) 

(5a) 

(5b) 

(6) 
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式中 士=【P。+(z士 )̂。] ／2。显然，Ge,m z—h)和Ge,m z+h)可以解释为z=h处偶极源 

的直达波和 Z： 一̂ 处镜像源的反射波。 

3 SD积分的球面波展开式 

一

般来说，对于无界空间，直角坐标系和柱坐标系中的赫姆霍兹 (Helmholtz)方程的解答 

是连续谱．然而，在球坐标系中，即使是对于无界空间，所得解答仍是离散谱．通常，离散级数 

的求和比求积分要简单一些．因此，在各种波型展开法中，球面波展开法应用较多．这种方法能 

否成功取决于计算展开式系数时所遇到的困难。 

弓I入变换： =ko sin ，“=iko COS ；(Z+h+iA／ko)=rA COS △，P=rA sin △； 

这里 △是微小的正实数； (6)式可以改写成 

s。 e,m
⋯

lim

+ L1． 4 

e-A cos／3e-ikorzx cos 0,,cos13J1(korA sinOA Sin ) (8) 

积分路径 l或 4位于 复平面的条状区域【0 Re 7r／2，Im( ) 0]内，路径 l和 4分 

别从原点延伸至无限远处 (7r／2+ioo)和 (7r／2一ioo)．再应用圆柱波函数的球面波展开式 【 】： 

e m cos 0rA sin in )=壹 ( (c。s ) (cos8A) ‰r△) 
几=0 、 

(9) 

式中 (·)是一阶n次连带勒让德多项式， (·)是 n阶球贝塞尔函数， (8)式可以改写成 

式中 

s =薹 ) "I) 刚 +) (10) 

( m)=～ 
+ 

e--A C~s~ (c ) (11) 

=arctan Lp(z+ )̂-1j．应用积分变量、积分路径的变换和超几何函数的理论 (见附录)，我 

们推导出 

) 

式中Q (叩。， )是零阶第二类 7／,次连带勒让德函数． 

现在考虑级数 (9)式的收敛性．首先引入不等式 【 。】： 

(cos a+ (川 )(s舢  。／2， 

(12) 

c [ 几+ 
式中r(．)式伽马 (gamma)函数．再由关系式 【 。】 

Im)=去 l<1，_1< (14) 
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可 以得到 

I l (15) 
从不等式(13)式和(15)式，可以看出随着17,的增大，级数(9)式通项的递减速度将快于 “IV(n+ 

l／2)n0／ 1—1量级的递减速度，这里 是 I尼0 +COS 0+I的最大值上限。这表明级数 (9)式是 SD 

积分绝对收敛的球面波展开式。实际计算结果表明，对任意参量 (kor+，COS 0+，仉m)，n 10 

后的级数项对 SD积分的贡献小于 1％ 。实际应用中只取前有限项就可有效、准确地计算 SD积 

分。展开式中的每一项可以解释为位于 Z=一 处相应 “波源”在 Z>0半空间产生的球面波。 

其中J (kor+)代表着沿径向方向上的驻波， (COS0+)反映了场在以r+为半径球面上正负交 

替的周期性变化，标号 Tt确定了波节线的数目，展开系数 (12)式可看成 “波源”的 “强度”来 

直接反映常阻抗边界面对场的影响．另一方面，级数展开式中的球贝塞尔函数和勒让德函数均 

可表示为初等函数 【l 

4结 束 语 

本文已给出了地平面上方水平电偶极子电磁场的精确解析表达式。位函数 (兀 ，兀 )中的 

SD积分已被表达成球面波展开式 (9)式，其中的展开系数是以地球归一表面阻抗为复宗量的第 

二类勒让德函数 (12)式。该展开式的主要特点是： (1)它们相对广义阻抗边界条件 (2)式是精 

确的表达式，适合于任意场点和源点的位置；(2)它们具有绝对、快速的收敛性质 (通项递减的 

速度快于f ／ r(n+1／2)】 量级递减的速度)，并且展开系数便于计算；(3)展开式中的球贝 

塞尔函数 (kor+)和勒让德多项式 (COS0)数学物理意义明显，并且便于计算。由于水平电 

偶极子电磁场的表达式包含着垂直电偶极子场的表达式，磁流元的情况与电流元的情况类似。 

因此，本文给出的方法是求解地平面上方任意取向电、磁偶极子电磁场的精准、有效的解析方 

法。 

附 录 

(11)式可改写成 C (仉 )=( 一 )／2仉 式中 

+

e--A c~s／3 。s ) (A-1) 

当被积函数中 COS 士仉 )-1的极点(标记为 )可能位于[0<Re(／3)<7r／2，Im(f1)>0】的 

区域内，积分路径应选择曲线L4；当极点(标记为 )可能位于[0<Re(／3)<7r／2，Im(f1)<0] 

的区域内，积分路径应选择曲线 1。 (A一1)式的积分路径可以作适应的变形，我们有 

c i 
+『+ ]e-A cos ， 2d ／3 2 

可以证明， (A一2)式中的第二个积分为零。再依次进行变量变换 =ia和 (sin ha) =7-， 

(A一2)式能够改写成 

+ 

。。

而  ( (A一3) 
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类似，有 

=  

+／o。。而 ( 
再将 (A一3)式和 (A一4)式合并，有 

)= 。。 ( +r)dr ( ) ／0 (、／ 

式中 。 =1一叼 ．m。可以看出(A一5)式中的积分对任意复数叼 均是收敛的。 

利用公式 [13,p194,304]； 

： ／～e一(r ， )sds 
7．+ em Jo 

。。 

( )dT：2s-1／4es／2 (s) 

es／2 凇+{(s)=s(2n+3 (善+互1，n+兰；s) ’ 

(A一4) 

(A一5) 

(A一6) 

(A一7) 

(A一8) 

式中 {彦+{(s)和 (詈+j1，n+≥；s)分别是Whittaker函数和Tricomi函数(统称为合流超 

几何函数)， (A一5)式可以改写成 

州 e -m 署+ s (A-9) 0 - - - 

依次应用关系式 [14,13,p47,41]： 

~~

e-q％

,~ssb-lu = 黜 
× 。2Fl(a，b；a+b—c+1；1一 。) (A一10) 

2 Fl a，『J；7； )=(1一 )-b2Fib,一a，6；c； ( 一1)一 】 

2 Fl(a ；7； )= —1 

(a一1)(6—1) 

式中2 Fl(a ；·；·)是高斯超几何函数，我们得到 

d 
2F1(a一1，b一1；7—1； ) 

‰  )= 

。 

。El(n+1，一n一 ； 1； 
。

2

， ) 

Fl(n+ ；叫  1 2Im) 

(A一11) 

(A一12) 

(A一13) 

(A一14) 

对于 +1(叼。， )，应用关系式 l 。，p 。，。 】： 

。El(n ； ；叼。2
， 

)：r(n+ 1)r(6+ 1) 堡 

× 
。

1

一

／2
。

-

一

a -

， 

b~

、 ， 
)+p。1

一

／2
。

-

一

a

．，

-  b(
、

一  

，m )】 (A·15) 

喜 
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我们得到 

e
士t 

。 )一 (一叩。， )： sin(丌1)Qf(叩。， ) 
7r 

C2n+l(即 ， )= 2 d Q 
州 (即 ， ) 

对于 (r／。 )，应用公式 【 。，p 】 

(A一16) 

(A一17) 

。F1(nI6； )=南  。 _。。F1(n_11 ] (A-18) 

和 (A一15)式、 (A一16)式，整理得到 

(r／。 )= 一1 d 

r／e,m(n+1)(2n+1)d叩。， 

× 2n+。 d )]) 
再利用勒让德函数的递推关系式 [24，p 。引， (A一19)式能够进一步改写成 

( )=一 2 d Q
2 ( ) n( )=一 Q。n( ) 

最后，将 (A一17)式和 (A一20)式合并整理就可以得到 (12)式。 
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’ A NEW TECHNIQUE FOR COMPUTATING SOMMERFELD TYPE 
INTEGRALS-- EXPANTION OF SPHERICAL WAVE FUNCTIONS 

． 

Jiang Binhao Liu Yongtan 

(Harbin Institute Technology，Haerbin 150001，China) 

’ Abstract Generalized impedance boundary conditions are employed to simulate the effect of 

the earth’S surface on electromagnetic fields
． The Sommerfeld type integrals contained in the 

electromagnetic fields of a horizontal electric dipole over the ground plane are expressed as a 

rapidly and absolutely convergent expansion of spherical wave functions；and the coefficients of 

the series are cas t into the Legendre functions with argument for the complex surface impedance 

． 

of the ground with the help of the techniques of tile transformation of integration path and 

} the hypergeometric functions．The obtained results have explicit mathematical and physical 

interpretation an d Can  conveniently be used to calculate the fields
． The technique described 

here is an accurate and efficient computation for the Sommerfeld type integrals
． 

Key words Electromagnetic theory，Sommerfeld type integrals
，
Generalized impedan ce bound． 

’ 

ary conditions，Expansion of spherical wave functions 
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