
分块压缩感知的全变差正则化重构算法

谌德荣①      吕海波①      李秋富①      宫久路*①      厉智强②      韩肖君③

①(北京理工大学   北京   100081)
②(北京宇航系统工程研究所   北京   100076)

③(北京航宇天穹科技有限公司   北京   100043)

摘   要：针对分块压缩感知(BCS)重建图像质量较差问题，该文提出一种最小化l0范数的分块压缩感知全变差

(TV)正则化迭代阈值图像重构算法(BCS-TVIT)。BCS-TVIT算法考虑图像的局部平滑、有界变差等性质，将最

小化l0范数与图像的全变差TV正则项结合，构建目标函数。针对目标函数中l0范数项和分块测量约束项无法直接

优化问题，采用迭代阈值法使重构图像l0范数最小化，并通过凸集投影保证满足约束条件，完成了目标函数的优

化求解。实验表明，与基于l0范数最小化的分块压缩感知平滑投影算法(BCS-SPL)相比，BCS-TVIT算法重构图

像峰值信噪比提高2 dB，能消除BCS-SPL的“亮斑”效应，且在视觉效果上明显优于BCS-SPL算法；与最小全

变差算法相比，BCS-TVIT算法重构图像峰值信噪比提升1 dB，且能降低重构时间约2个数量级。
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Abstract: In order to improve the quality of reconstruction image by Block Compressed Sensing (BCS), a Total

Variation Iterative Threshold regularization image reconstruction algorithm (BCS-TVIT) is proposed.

Combining the properties of local smoothing and bounded variation of the image, BCS-TVIT uses the

minimization l0 norm and total variation to construct the objective function. To solve the problem that l0 norm

term and the block measurement constraint can not be optimized directly, the iterative threshold method is

used to minimize the l0 norm of the reconstructed image, and the convex set projection is employed to

guarantee the block measurement constraint condition. Experiments show that BCS-TVIT has better

performance than BCS-SPL in PSNR by 2 dB. Meanwhile, BCS-TVIT can eliminate the “bright spot” effect of

BCS-SPL, having better visual effect. Comparing with the minimum total variation, the proposed algorithm

increases PSNR by 1 dB, and the reconstruction time is reduced by two orders of magnitude.

Key words: Block Compressed Sensing (BCS); l0 norm; Total Variation (TV); Threshold filtering; Convex set

projection

1    引言

分块压缩感知(Block Compressed Sensing,
BCS)解决了整体压缩感知[1–3]具有存储空间需求量

大、计算复杂度高等问题，BCS通过将原始图像分

成小图像块，然后对这些小图像块分别进行测量，

有效地减少了测量矩阵所占的内存，同时降低了压

缩端计算复杂度[4,5]。BCS的分块处理会给解码图像

带来“块效应”等人工产物，针对该问题，文献[6]
提出了平滑投影算法 (Smoo thed  Pro j e c t ed
Landweber, SPL)与BCS 结合的BCS-SPL算法，

有效抑制“块效应”，提升解码图像的主观视觉效

 

 

收稿日期：2018-09-30；改回日期：2019-02-18；网络出版：2019-03-23

*通信作者： 宫久路　lujiugong@bit.edu.cn

第 41卷第 9期 电    子    与    信    息    学    报 Vol. 41No. 9

2019年9月 Journal of Electronics & Information Technology Sept. 2019

http://radars.ie.ac.cn/CN/10.11999/JEIT180931


l0果。BCS-SPL属于最小化 范数[7–10]的迭代阈值收

缩方法[11,12]，通过在重构过程中加入了维纳滤波消

除“块效应”，但破坏了图像的整体结构，导致重

构图像出现了“亮斑”现象。

图像的全变差[13–16]用于表示图像的整体结构，是

非负常数，这一性质被称为图像的有限变差性。最小

全变差法利用图像有限变差性来建立优化方程，通过

梯度下降法进行优化求解，该方法虽然能够保持解

码图像的整体结构，但是全变差最小化直接反映的

是图像在梯度域中的稀疏性，无法很好地利用图像

在变换域中的稀疏性，因此其解码图像质量并不理想。

l0
l0

l0

本文提出了BCS-TVIT(BCS-Total Variation
Iterative Threshold)算法将图像的全变差作为正则

项引入最小化 范数中构建目标函数，增强基于

范数重构图像对整体信息反映能力，通过充分利

用图像的局部平滑、有界变差等性质提高重构图像

质量。针对构建目标函数优化问题，采用梯度下降

获得最小全变差，并通过迭代阈值法使重构图像

范数最小化。实验表明，提出的BCS-TVIT算法重构

图像能很好地抑制BCS-SPL算法引起的“亮斑”

现象，比现有的分块压缩感知算法BCS-SPL获得

更高的峰值信噪比，而且在视觉效果上也优于

BCS-SPL算法；此外，该算法同最小全变差算法

相比，能减小数个数量级的重构时间，并有更好的

重构效果。

2    BCS-TVIT算法设计

l0

本节介绍将全变差作为正则项引入到最小化

范数中构建目标函数，然后提出重构算法TVIT，
介绍算法具体实现步骤，并确定算法参数。

2.1  目标函数构建

l0

利用图像在变换域具有稀疏的特点，最小化

范数压缩感知重构方法将式(1)作为目标函数。

arg min
2Rr£l

°° ¡1 °°
0

s:t: j = j; j = 0; 1; ¢¢¢;N ¡ 1

9=; (1)

j

j

式中， 表示图像， 表示分成的小图像块展开的

向量， 表示测量值， 表示测量矩阵， 表示稀

疏矩阵。该目标函数通过最小化图像在变换域中的

l0 l0
l1

l0

范数保证重构图像的质量，由于 范数最优化求

解的复杂性和不确定性，通常采用 范数等代替

范数进行求解。

利用大部分图像具有有限变差性(其本质是图

像在梯度域中的稀疏性)，最小全变差CS 方法将

式(2)作为目标函数。

arg min
2Rr£l

k kTV
s:t: j = j; j = 0; 1; ¢¢¢;N ¡ 1

9=; (2)

k kTV式中， 是图像的全变差[8]，是反映图像数据

的震荡程度和整体结构的变量，可以表示为

k kTV =
X
i;j

q
jD1 (i; j)j2+ jD2 (i; j)j2 (3)

D1 D2

D1 (i; j) = (i; j)¡ (i ¡ 1; j) D2 (i; j)

= (i; j)¡ (i; j ¡ 1)

式中， ,  分别表示 垂直方向和水平方向的差

分，即 , 

。

l0本文将全变差作为正则项引入最小化 范数

中，构建目标函数

arg min
2Rr£l

°° ¡1 °°
0+® k kTV ;

s:t: j = j; j = 0; 1; ¢¢¢;N ¡ 1

9=; (4)

® 2 R+

l0

式中， 是正则化参数，用于平衡图像矩阵

的稀疏性和整体结构信息。将全变差作为正则项

引入到最小化 范数中，可以使重构图像在还原图

像细节的同时，保证图像的整体结构。

2.2  目标函数优化

使用拉格朗日乘子法可将式(4)中的有约束优

化问题转为式(5)所示的无约束优化问题

arg min
2Rr£l

°° ¡1 °°
0+® k kTV

+
1
2

N¡1X
j=0

¸j
°°

j ¡ j
°°2 (5)

¸j式中， 是拉格朗日乘子。式(5)中某些项的梯度

解析形式不能直接求解，所以难以直接使用拉格朗

日乘子法对规划问题式(5)直接求解。

对于式(5)的规划问题，本文采用梯度下降法

进行迭代求解，其相应的迭代格式为

(S+1) = (S) ¡ ¹(S)

8>>>>>><>>>>>>:
®
@
°°° (S)

°°°
TV

@ (S)
+

@
°°° ¡1 (S)

°°°
0

@ (S)
+
1
2

@

0@N¡1X
j=0

¸j

°°° j ¡ j
(S)
°°°2
1A

@ (S)

9>>>>>>=>>>>>>;
= (S) ¡ ¹(S)

n
®g1
³

(S)
´
+g2
³

(S)
´
+g3
³

(S)
´o

(6)

¹(S) g1 ( ) k kTV g1 ( )式中，参数 为步长因子。 表示正则项 关于矩阵 的梯度，可以直接求解。 是一个矩
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(i; j)阵，其坐标 的系数表达式为

g1 ( ) (i; j) =

0@@
°°° (S)

°°°
TV

@ (S)

1A (i; j) = 2 (i; j)¡ (i ¡ 1; j)¡ (i; j ¡ 1)q
( (i; j)¡ (i ¡ 1; j))2+( (i; j)¡ (i; j ¡ 1))2+±

+
(i; j)¡ (i+1; j)q

( (i+1; j)¡ (i; j))2+( (i+1; j)¡ (i+1; j ¡ 1))2+±

+
(i; j)¡ (i; j+1)q

( (i; j+1)¡ (i; j))2+( (i; j+1)¡ (i ¡ 1; j+1))2+±
(7)

± > 0

±

±

式中， 用以避免实际计算中出现分母为0的情

况。为了尽量消除对计算结果的影响， 取值应该

尽可能小，同时，考虑到计算机的计算精度， 不

可能无穷小，在实际计算中将该值取为10–7。

g2 ( )=@
°°° ¡1 (S)

°°°
0

.
@ (S)°° ¡1 °°

0 g2 ( )

°°° ¡1 (S)
°°°
0°°° ¡1 (S+1)
°°°
0

g2
³

(S)
´

式(6)中， ，由

于 关于 不可微， 难以直接求解。

根据规划问题，在迭代式(6)中，图像矩阵沿着

的负梯度方向下降，以达到使得

最小化的目的，最终得到在 域中是

最稀疏的图像解码矩阵。参考迭代阈值算法 [3,4]，

使用阈值滤波代替 的求解。

g3 ( )对于 ，有

g3 ( ) =
1
2

@

0@N¡1X
j=0

¸j
°°

j ¡ j
°°21A

@

= ¡
N¡1X
j=0

¸j
T( j ¡ j)

@ j

@
(8)

@ j=@

g3 ( )

g3 ( )

¸j
T( j ¡ j)

j

式中， 是一种形式化表达，其表达式很难

确定；但根据迭代格式式(6),  是与 大小相

同的矩阵；结合式(8)和式(6),  的作用是使

按照式 (9 )对矩阵 的每个子块

进行更新。

j = j+¸j
T( j ¡ j) (9)

j

j = j; j = 0; 1; ¢¢¢;

N ¡ 1 Pc
³

(S); ¸j

´
g3
³

(S)
´

(S)
j
(S)
=

Bk
³

(S)́
j j

(S) =Vc
³

(S)́
j

j
(S)

(S)

事实上，式(9)是对图像矩阵 的每个子块

进行凸集投影，保证最终解码矩阵的各个子块

满足规划问题中的约束条件

。用函数 表示迭代式中

的 作 用 ； 它 首 先 将 矩 阵 分 块 为

，并将每一个子块向量化为 ；

然后按照式(9)对每一个向量 进行更新；最后将

这些向量重组为新的矩阵 。

综上，迭代分3步实现：

(S;1) = (S;0) ¡ ¹(S)®
@
°°° (S)

°°°
TV

@ (S)
(1)梯度下降 ；

(S;2) = Th
³

(S;1);
´

(2)阈值滤波 ；

(S+1;0) = Pc
³

(S;2); ¸j

´
(3)凸集投影 。

l0

由于提出的算法利用了图像全变差(TV)最小

化，并通过迭代阈值获得最小化 范数。故将提出

的算法称为TVIT(Total Variation Iterative
Threshold)。

TVIT重构算法步骤如下：

Smax "

x (0) = Ty S = 0
(s;0) = (0)

(1)设置最大迭代次数为 ，停机准则 ，置

图像重建初始值为 ，令 ，置

；
(S;1) = (S;0) ¡ ¹(S)®

¢
@
°°° (S)

°°°
TV

@ (S)

( 2 ) 梯 度 下 降 ，

；

(S;2) = Th
³

(S;1);
´

(3)阈值滤波， ；

(S+1;0) = Pc
³

(S;2); ¸j

´
(4)凸集投影， ；

S = S + 1 S < Smax
°°° (S+1;0)¡

(S;0)
°°° > " (S+1;0)

( 5 ) , 若 且

，返回第(2)步，否则输出 并退

出迭代。

2.3  参数选择

®; ¹(S); ¸j

®

¹(S) ¸j

®

¹(S)

¹(S) ®

¹(S) ¹

BCS-TVIT算法涉及到参数包括 等，

其中 用于平衡矩阵 的稀疏性和其整体结构信

息， 是式(6)的步长因子， 是拉格朗日乘子。

与原始图像数据 相关，属于超参数，应在迭代

算法开始之前取定。根据最优化理论，步长因子

应使得规划问题式(5)的目标函数在式(6)所确

定的搜索方向上取得最小值。然而，由于使用阈值

滤波和凸集投影去实现式(6)所示的迭代格式，参

数 与参数 在事实上有相同的作用，因此本文

建议步长因子 取定为常数 ，在迭代算法开始

之前确定其值。
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¸j ¸j= 1

¸j

对于投影参数 ，当参数 时，式(9)退化

为Landweber投影。在TVIT解码算法中使用

Landweber投影，算法仍然可行。此处，依据优化

理论推导 的表达式。根据拉格朗日乘子法，结合

式(5)，有

@
°° ¡1 °°

0

@ j
+

@ k kTV
@ j

+¸j
T( j ¡ j)

= 0 (10)

@
°° ¡1 °°

0

@

@

@ j
+®

@ k kTV
@

@

@ j

+¸j
T( j ¡ j)=0 (11)Ã

@
°° ¡1 °°

0

@
+®

@ k kTV
@

!
@

@ j

= ¡¸j
T( j ¡ j) (12)

@ =@ j

N £ 1

导数为0是无约束化问题解的必要条件，据

此，式(10)成立。式(11)依据链式法则对式(10)进

行展开。在式(10)—式(12)中， 是形式化表

示，其具体表达式并不清楚。由式(12)右侧，可知

左侧表示一个大小为 的列向量。依据式(6)及

其实现方式，应有

¡
Ã
@
°° ¡1 °°

0

@
+®

@ k kTV
@

!
= (S;2) ¡ (S;0)

即

¸j
(S) T( j ¡ j

(S;0)
)

= Vc
µ
Bk
³

(S;2) ¡ (S;0)
´

j

¶
(13)

¸j
(S)
=

°°°°VcµBk³ (S;2) ¡ (S;0)
´

j

¶°°°°°° T ¡
j ¡ j

(S;0)
¢°° (14)

¸j
(S)

式(13)两边取范数后，得式(14)。参数 可在事

实上起到步长因子的作用。

3    实验结果与分析

为了验证BCS-TVIT算法图像重构质量，对

Barbara, Lax, Building, Aerial等通用测试图像、

红外图像序列和南加州大学的SIPI图像库中的

Miscellaneous部分44幅图像[17]进行了测试，SIPI图
像数据库中包含了共44幅图像，涵盖了人物肖像

图、航拍图以及虚构图等。通过对不同类型图像进

行测试，保证了实验数据的丰富性，比较不同类型

图像的实验结果更好地反映了提出算法的通用性。

32£ 32

利用峰值信噪比(PSNR)对BCS-TVIT算法性能进

行定量分析，并与BCS-SPL[6]和BCS-TV[15]进行对

比分析。实验条件为：Matlab R2016b, Windows 7
64位操作系统，Intel(R) Core(TM) i5-2400
CPU@3.10 GHz、内存4 GB。测试时，图像均被

分成 的子块，BCS-TVIT算法在阈值滤波中

采用的稀疏变换是双树复小波变换[18–20]，这种变换

更具有平移不变性以及方向选择性，更适合阈值滤

波使用，相应地，滤波方法选择双阈值滤波[21–23]；

BCS-SPL参数设置参考文献[6]提到的最好的参数

条件；BCS-TV参数设置参考文献[15]中提到的最

好的参数条件。

图1为BCS-TVIT, BCS-SPL和BCS-TV算法在

采样率为0.1时对标准测试图像Building和Lax的重

构结果对比，其中图1(a)和图1(d)是BCS-SPL算法

重构结果，图1(b)和图1(e)是BCS-TV算法重构结

果，图1(c)和图1(f)是BCS-TVIT算法重构结果。

由图1可见，BCS-TVIT算法有效地抑制了BCS-

SPL算法的“亮斑”现象，并且整幅图像视觉效果

得到了显著的提升。

表1是3种算法在不同采样率下对4幅标准图像

测试结果的对比。由表1可见，在不同采样率下

BCS-TVIT重构图像PSNR值均高于BCS-SPL和

BCS-TV，且采样率越高，BCS-TVIT相对于BCS-

SPL和BCS-TV的PSNR提高幅度越大。如对于

Aerial图像，在采样率0.1时，BCS-TVIT比BCS-SPL

的PSNR高0.65 dB，而在采样率0.5时，高3.7 dB。

对Barbara图像，BCS-SPL的重构效果要优于BCS-

TV。而其它3张图像，当采样率增加，BCS-TV的

重构效果要明显好于BCS-SPL，而BCS-TVIT算法

在所有测试中都取得了最好的实验结果。

表2是相同条件下，BCS-TVIT, BCS-SPL和

BCS-TV算法重构时间对比结果。由表2可见，

BCS-TV算法是3个算法中耗时最长的，且耗时都

在1000 s数量级上，随着采样率的增加，重构时间

也随之增加； BCS-SPL和BCS-TVIT的重构时间

都明显少于BCS-TV算法，它们的重构时间为10 s

数量级，且随着采样率的增加，重构时间都随之减

少；提出算法BCS-TVIT的重构时间都要略长于

BCS-SPL，这是因为提出算法BCS-TVIT中迭代过

程引入了梯度下降，与原有的BCS-SPL算法相

比，计算更加复杂，重构所需时间更长。

512£ 512

图2是实验中测试的红外图像序列，图2(a)是
图像序列中的第100帧，图2(b)是图像序列中的第

400帧。图像尺寸为 , 8 bit。表3是图2中
的2帧图像在采样率为0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5的情况
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下的重构图像PSNR。从结果中可以看出提出算法

在整体上比BCS-SPL算法有更高的PSNR值。

为了验证提出算法通用性，本文还对南加州大

学的SIPI图像库中的Miscellaneous部分进行了测

试。表4是采样率为0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5情况下重

构图像的PSNR的平均值、最大值以及最小值的统

计结果。由表4可见，提出算法的PSNR平均值、

最大值以及最小值都比BCS-SPL高。在采样率

0.5时，本文算法PSNR平均值甚至比对比算法提高

了2.68 dB。

4    结束语

本文提出了一种分块压缩感知的正则化重构方

法BCS-TVIT。BCS-TVIT算法考虑自然图像的离

表 1  各算法的重构PSNR (dB)

算法
采样率

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

BCS-SPL[6] 22.50 24.02 25.64 27.28 28.91

Barbara BCS-TV[15] 22.38 23.52 24.48 25.56 26.73

BCS-TVIT 22.67 24.41 26.46 28.73 31.58

BCS-SPL[6] 23.73 25.30 26.57 27.72 29.01

Lax BCS-TV[15] 23.75 26.05 28.06 29.93 31.77

BCS-TVIT 24.16 26.88 28.69 30.50 32.28

BCS-SPL[6] 25.54 27.10 28.27 29.39 30.59

Building BCS-TV[15] 25.45 27.99 29.88 31.69 33.50

BCS-TVIT 26.28 28.99 30.63 32.19 33.74

BCS-SPL[6] 23.37 25.32 26.80 28.31 29.56

Aerial BCS-TV[15] 23.22 25.63 27.67 29.42 31.41

BCS-TVIT 24.02 27.28 29.57 31.56 33.26

表 2  各算法的重构时间(s)

算法
采样率

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

BCS-SPL[6] 52 16 12 12 9

Barbara BCS-TV[15] 1210 1514 1759 2136 2690

BCS-TVIT 70 57 32 21 21

BCS-SPL[6] 35 28 27 25 24

Lax BCS-TV[15] 1179 1499 1737 2097 2638

BCS-TVIT 39 30 28 29 25

BCS-SPL[6] 51 35 25 24 21

Building BCS-TV[15] 1222 1539 1781 2153 2684

BCS-TVIT 53 38 26 26 22

BCS-SPL[6] 50 30 26 24 18

Aerial BCS-TV[15] 1170 1492 1750 2125 2666

BCS-TVIT 51 30 28 23 19

 

 
图 1 0.1采样率下BCS-SPL, BCS-TV, BCS-TVIT重构图像
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l0
l0

l0

散梯度具有稀疏的性质，将图像的全变差做为正则

项引入最小化 范数中，构建目标函数，并提出具

体重构方法。在与基于 范数的分块压缩感知算法

BCS-SPL和最小全变差算法BCS-TV做比较后发

现，本文算法能够有效消除BCS-SPL重构图像的

“亮斑”效应，让重构图像质量得到普遍提高。在

相同采样率下，BCS-TVIT算法由于更好地利用图

像的有界变差等性质，使得重构图像与现有算法如

BCS-SPL以及BCS-TV相比，获得了更高的峰值信

噪比，视觉效果也得到了改善，同时该算法所需的

重构时间较少。本文主要考虑将TV正则项引入

范数中，更加充分地利用图像固有的性质，使重构

效果得到了显著提升。在此基础上，如何构建更能

反映图像性质的目标函数，是未来研究的主要方向。
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