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摘   要：离格(off-grid)波达方向(DOA)估计解决的是实际DOA和假设网格点的失配问题。对于空间紧邻信号的

DOA，稀疏的网格点会导致精度和分辨率的下降，密集的网格点虽然可以提高估计精度却显著增加计算负担。针

对此问题，该文提出基于稀疏贝叶斯学习(SBL)的空间紧邻信号DOA估计算法，主要包括3个步骤。首先，通过

最大化阵列输出的边缘似然函数，推导了信号在拉普拉斯先验下的新不动点迭代方法，进行超参数的预估计，相

比其他经典SBL算法提高了收敛速度；其次，利用新网格插值方法优化网格点集，并二次估计噪声方差和信号功

率以分辨空间紧邻信号的DOA；最后，推导了似然函数关于角度的最大化公式以改进离格DOA搜索。仿真表明

该算法比其他经典SBL类算法对空间紧邻信号的DOA具有更高的精度和分辨率，同时有计算效率的提升。
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Abstract: Off-grid Direction Of Arrival (DOA) estimation aims to handle the mismatch between the actual

DOA and the presumed grid points. For DOAs of closely spaced signals, sparse grid points leads to degradation

of accuracy and resolution, although dense grid points can improve the estimation accuracy, it significantly

increases the computational burden. To solve this problem, this paper proposes a Sparse Bayesian Learning

(SBL) based algorithm for DOA estimation of closely spaced signals, which consists of three steps. Firstly, a

novel fixed point iterative method for signal of Laplace priori is derived to pre-estimate the hyper-parameters
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by maximizing the array’s marginal likelihood function, which results in faster convergence speed compared to

other classical SBL algorithms. Secondly, a new grid interpolation method is implemented to optimize a set of

grid points, and signal power and noise variance are estimated again to resolve closely spaced DOAs. Finally,

an expression of maximum likelihood function with respect to angle is derived to improve the search of the off-

grid DOA. Simulation results show that the proposed algorithm has higher accuracy and resolution for closely

spaced DOAs with higher computational efficiency compared with other classical algorithms based on SBL.

Key words: Direction Of Arrival estimation; Off-grid; Sparse Bayesian Learning (SBL); Closely spaced

 

1    引言

波达方向(Direction-Of-Arrival, DOA)估计，

广泛应用于声呐、雷达和无线通信等许多领域[1]。

经过几十年的发展，出现了有超分辨能力的子空间

类方法， 如MUSIC[2]等。然而在低信噪比等环境

中，这类算法的性能会明显降低。

ℓp

ℓ1 ℓ1

ℓp

近年来的稀疏重构类算法克服了子空间类方法

的缺点。 范数法是经典的稀疏类方法之一，其代

表是 范数。文献[3]首次把DOA估计转化为 范数

问题，提出了奇异值分解的L1范数重构算法(L1
reconstruction-Singular Value Decomposition, L1-
SVD)，并利用网格细分法来提升精度。然而 范

数类算法对信号的重构并不准确[4]，其正则化因子

难以确定，网格细分策略会使得基之间的相关性增

强而导致性能的降低[3]。

ℓp

稀疏贝叶斯学习(Sparse Bayesian Learning,

SBL)算法最初作为机器学习在文献[5]中提出，随

后被引入稀疏信号处理领域[4,6]，表明了SBL相对于

范数法具有更好的重构性能。文献[7]把SBL用于

DOA估计，提出了相关向量机方法(Relevance

Vector Machine, RVM)，该方法利用期望最大化

(Expectation Maximization, EM)对信号后验概率

密度函数进行最大化来完成信号空间功率的估计，

并提出了一种后处理高精度算法来实现离格(off-

grid)DOA估计，相比网格细分方法提高了计算效

率和精度。文献[8]用泰勒展开把离格DOA误差引

入阵列流形矩阵，提出离格稀疏贝叶斯推断 (Off-

Grid Sparse Bayesian Inference, OGSBI)，能在稀

疏的网格下实现较准确的估计；文献[9,10]使用了

一种线性插值方法进行离格DOA建模，其效果和

文献[8]类似；文献[11]基于文献[8]的泰勒展开模型

提出了网格自适应方法，使用分布式传感器对室内

近场信号进行2维定位；文献[12,13]提出求根稀疏

贝叶斯(root-Sparse Bayesian Learning, root-

SBL)，即基于SBL理论使用多项式求根法在每次

迭代里解得离格误差，相比文献[8]提高了计算效率

和对网格间距的稳健性。文献[14]把SBL应用于海

洋匹配场处理进行声学探测。近年来，SBL还广泛

应用于MIMO信道估计[15]、互质阵列[16]和宽带测向[17]。

其中文献[16]使用变分贝叶斯(Variational Bayesian

Inference, VBI)，针对协方差向量使用泰勒展开模

型进行离格DOA估计。

但是，对于空间紧邻信号的DOA，密集的网

格点提高了算法的估计精度却增加计算负担，而稀

疏的网格点减小了计算负担的同时以牺牲估计性能

为代价。针对此问题，本文提出一种基于稀疏贝叶

斯学习的空间紧邻DOA估计算法，包括3个步骤：

(1)超参数的预估计；(2)网格插值优化和超参数的

二次估计；(3)改进的离格DOA估计。第(1)步通过

最大化阵列输出的边缘似然函数，推导了信号在拉

普拉斯先验分布下的不动点迭代公式，相比其他SBL

算法有着更快的收敛速度，并通过计算信号协方差

矩阵的对角线元素而比其他SBL算法具有更低的计

算复杂度；第(2)步使用最大似然方法2次估计噪声

方差，并根据谱峰特征对网格点进行插值优化，在

新网格点集的基础上2次估计信号功率；第(3)步推

导了信号在拉普拉斯先验分布下的边缘似然函数关

于角度的最大化公式以进行离格DOA搜索。仿真

表明本文所提算法比其他经典SBL算法具有以下优势：

(1)对空间紧邻信号的DOA具有更高的估计精度和

分辨率；(2)低信噪比下的估计性能和计算效率更

好；(3)可以使用大迭代门限取得更高的估计精度。 

2    信号模型及稀疏表示

K M

θ = [θ1, θ2, · · · , θK ]

t

假设有 个远场窄带信号同时入射到具有 个

阵元的均匀线阵，定义方位角 为

信号入射直线与阵列法线的夹角，则阵列在 时刻

的输出数据为

yt =

K∑
k=1

a(θk)xk,t+vt = AK(θ)xt+vt, t = 1, 2, · · · , L

(1)

yt = [y1,t, y2,t, ···, yM,t]
T

xt = [x1,t, x2,t, ···, xK,t]
T K t

AK(θ) = [a(θ1),a(θ2), ···,a(θK)] K

a(θk) = [ej2πfτk,1 , ej2πfτk,2 , ···,

ej2πfτk,M ]T k

其中， 是阵列接收数据；

是 个信号在 时刻的波

形； 是 个信号的

阵 列 流 形 矩 阵 ；

是第 个信号对应的阵列流形向量，其中
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f τk,m = Dm sin θk/c k

m c

Dm m vt

σ2

N

Θ = [ϑ1, ϑ2, ···, ϑN ]

K << N

是信号频率， 是第 个信号在第

个阵元到参考阵元间的时延， 是信号传播速

度， 是第 个阵元到参考阵元的距离； 是高

斯白噪声向量，其方差为 。考虑把整个空域角度

范围均匀划分成 个网格点，每个网格点代表一个

可能的入射方向，即 ，并有

，因此问题转化为过完备的稀疏表示。则

模型式(1)可以写成单快拍的稀疏表示[3]，即

yt = A(Θ)x̄t + vt (2)

A(Θ) = [a(ϑ1),a(ϑ2), ···,

a(ϑN )] ∈ CM×N A x̄t

x̄t x̄t

L

其中，过完备阵列流形矩阵

可以简化为 ， 是稀疏向量，

里大多数元素为0、只有少数元素不为0， 中非

0元素的位置代表信号的估计DOA，如果有 个快

拍，式(2)的单快拍模型就变为多快拍模型，即可

以延伸为[3]

Y = AX̄ + V (3)

Y = [y1,y2, ···,yL] ∈ CM×L X̄ = [x̄1,

x̄2, ···, x̄L] ∈ CN×L V = [v1,v2, ···,vL] ∈ CM×L

其 中 ， ,  

,   。

之前的研究已经证明多快拍比单快拍具有更好的

DOA估计性能[4]，因此本文以多快拍为研究对象，

且针对较少的快拍数情况。 

3    稀疏贝叶斯概率分布模型

X̄

γ = [γ1, γ2, ···, γN ]T

X̄

稀疏贝叶斯学习首先要建立促进稀疏的先验分

布[4,5]。假设信号 的各个元素相互独立，各列服从

均值为0、方差为 的复高斯分

布，则 幅度的概率密度函数为

p(X̄ |γ ) ∼
L∏

t=1

N∏
i=1

CN (x̄i,t |0, γi ) =
L∏

t=1

CN (x̄t |0,Γ )

=
(
πN |Γ |

)−L
exp

[
L∑

t=1

(
−x̄H

t Γ
−1x̄t

)]
(4)

Γ = diag(γ)

γ γ X̄

其中， 是源信号幅度的协方差矩阵，超

参数 表示源信号空间功率，因此 控制了 的行

稀疏度。同理白噪声也假设为零均值的复高斯分布

p(V |α0 ) ∼
L∏

t=1

CN
(
vt

∣∣0, α−1
0 IM

)
(5)

α0 = σ−2 σ2 IM

γ α0

其中， ， 为噪声功率， 是单位矩阵。

由贝叶斯概率模型，对超参数 及 假设Gamma先
验分布[5,6]

p(γ) =

N∏
i=1

Gamma(γi; 1, b) (6)

p(α0) = Gamma(α0; 1, c) (7)

Gamma(x;u, v) = (Gamma(u))−1vuxu−1其 中 ，

exp(−vx) Gamma(u) =
∫∞
0

tu−1 exp(−t)dt,  , b和c表

示所取的极小正数。

Gamma

X̄

上述 分布是高斯分布的共轭分布[5]，式(4)
和式(6)的两层次先验使得 各列的实部与虚部服

从拉普拉斯先验分布[8]，这进一步促进了信号的稀疏[6]。

源信号的联合概率密度函数为

p(X̄;γ) =p(X̄|γ)p(γ) = (πN |Γ |)−L

· exp

[
−

L∑
t=1

(
x̄H
t Γ

−1x̄t

)]

·
N∏
i=1

Gamma(γi; 1, b) (8)

观测信号的条件概率密度函数表示为

p(Y |X̄;α0) = CN (AX̄, α−1
0 IM )

= (πα−1
0 )−ML exp

(
−α0

∥∥Y −AX̄
∥∥2
F

)
(9)

由贝叶斯原理可得源信号关于阵列接收数据的

后验概率为

p(X̄|Y ;γ, α0) ≡
p(Y |X̄;α0)p(X̄|γ)

p(Y ;γ, α0)

=
(
πN |ΣX̄ |

)−L
exp

[
−tr

(
(X̄ − µX̄)

H

·Σ−1
X̄

(X̄ − µX̄)
)]

= CN (µX̄ ,ΣX̄)
(10)

信号的后验均值和后验协方差矩阵为[4]

µX̄ = ΓAHΣ−1
Y Y (11)

ΣX̄ =
(
α0A

HA+Γ
−1

)−1

=Γ − ΓAHΣ−1
Y AΓ (12)

ΣY = α−1
0 IM +AΓAH其中， 为阵列输出协方差

矩阵[7]。 

4    改进算法

为了提高DOA估计的精度并降低计算复杂

度，本文提出一种基于稀疏贝叶斯学习的DOA估
计改进算法，主要包括3个步骤。首先是超参数的

预估计，此部分利用不动点迭代算法的快速收敛特

性预估信号的空间功率谱，并通过估计信号协方差

矩阵的对角线元素而避免了估计整个协方差矩阵来

降低计算复杂度；其次，根据上一步功率谱的谱峰

特征进行网格点的插值优化，并对噪声方差和信号

功率进行2次估计，从而提高对空间紧邻DOA的分

辨能力；最后通过推导似然函数关于角度的最大化

表达式来进行离格DOA搜索，进一步提升估计精度。 

4.1  超参数的预估计

argmax
γ,α0

p(γ, α0|Y )

稀疏贝叶斯学习的目的是最大化所有参数的后

验概率 ，而此后验概率的表达式
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p(γ, α0|Y )

∝ p(Y |γ, α0)p(γ)p(α0) Y

无法具体得出，因此要对其进行分解[5]：

，并求出 的边缘似然函数

p(Y ;γ, α0) =

∫
p(Y |X̄;α0)p(X̄|γ)p(γ)p(α0)dX̄

=
(
πM |ΣY |

)−L · exp
[
−tr

(
Y HΣ−1

Y Y
)]

·
N∏
i=1

Gamma(γi; 1, b) ·Gamma(α0; 1, c)

(13)

Y稀疏贝叶斯学习的目标转化为最大化 的边缘

似然函数，即type-II型最大似然方法[5]

(γ;α0) = argmax
γ⩾0,α0>0

{ln p(Y ;γ, α0)} (14)

ln (·)对式(13)取对数 并省略常数项后目标函数

变为

l(γ, α0) =− L ln |ΣY | −
L∑

i=1

(yt
HΣ−1

Y yt)

+

N∑
i=1

(−bγi)− cα0 (15)

γi参考文献[6]的方法对上式关于信号功率 求偏

导可得

∂l(γ, α0)

∂γi
= −L

1

γi
+ L

1

γ2
i

ΣX̄ (i,i) +
1

γ2
i

∥∥∥µX̄ (i,:)

∥∥∥2
2
− b

(16)

(i, i) (i, :) i, i

i νi = −1 + (γoldi )−1

ΣX̄ (i,i) γoldi νi

γi

其中，下标 和 分别表示矩阵的第 个元素

和第 行。将式 (16 )置0，并令

， 指前一次迭代的信号功率值，把 看

为已知量，则解得 的不动点迭代公式

γ
(new)
i =

Lνi
2b

+
1

2b

√
L2ν2i + 4b

∥∥∥µX̄ (i,:)

∥∥∥2
2
,

i = 1, 2, ···, N (17)

γoldi

文献[8,12]的OGSBI和 rootSBL算法是对边缘

似然函数使用EM算法进行最大化，但两者没有推

导不动点法，因此最终迭代公式和式(17)不同，式(17)

的等号右侧包含了前一次迭代的功率值 ，而文

献[8,12]对应的迭代公式没有上述特点，因而收敛

速度较慢。文献[4,7]中曾提到过一种不动点算法，

但其没有对信号附加拉普拉斯先验，形式上和式(17)

并不同。

α0对于 也采取对式(15)求偏导

∂l(γ, α0)

∂α0
=
[
MLα−1

0 − Ltr
(
AΣX̄AH)]

− ∥Y −AµX̄∥2F − c (18)

α0令式(18)为0，解得 的迭代更新公式

α0
(new) =

LM − Lα0tr
(
AΣX̄AH

)
∥Y −AµX̄∥2F + c

=
LM − Lα0tr

(
B −BΣ−1

Y B
)

∥Y −AµX̄∥2F + c
(19)

tr( · ) B = AΓAH

σ2 = α−1
0

ΣX̄ ΣX̄ (i,i)

ΣX̄ ΣX̄ ΣX̄ (i,i)

W = AHΣ−1
Y

ΣX̄ (i,i)

其中， 指矩阵求迹运算， ，噪声

方差 也随之求出。注意到式(17)仅用到了

的对角线元素 ，因此若不使用式(12)计

算 ，而仅计算 的对角线元素 ，则会

显著降低计算复杂度。可以令 ，则

表达式为

ΣX̄ (i,i) = γi − γ2
i Wi,:A:,i, i = 1, 2, ···, N (20)

M2N+

MN2 M(M + 1)N

其中，式(12)的复数乘法的计算复杂度为

，而式(20)仅需 。 

4.2  网格插值优化及超参数2次估计

γ K

ϑ̃1, ϑ̃2, ···, ϑ̃K

k

k

γk1 γk2

ϑk1 ϑk2 ϑk1 < ϑk2 θ̂k

θ̂k = ϑk1 + (ϑk2 − ϑk1)ς

ς=
√
γk2/

(√
γk1+

√
γk2

)
ς < 1 ϑk1 < θ̂k <

ϑk2

Θ (ϑk1, ϑk2)

ΘIT Θ

Θ

Θre

上述步骤收敛后， 中至多 个较大谱峰(即找

出至多K个按幅值大小降序排列的谱峰，并设置归

一化门限而保留超过此门限的较大谱峰)所在位置

代表了估计的DOA，记作 。文献[7]
指出，当第 个信号的真实DOA没有落在网格上时

(离格DOA)，在真实DOA两侧网格点处对应功率

会出现两个较大的幅值，这两个较大幅值包含于谱

峰之中。记第 个谱峰包含的两个较大的幅值为

和 ，两个幅值所在网格点的角度分别表示为

和 ，且 ，离格DOA角度  可以由

粗略的线性插值估计[7]： ，其

中 ，由于 ，故

。为此可以采取如下网格点插值优化策略：设原

始网格点集为 ，依次对各离格DOA范围

插入2个网格点使每个范围三等分，注意这里的网

格点插值策略不局限于对网格三等分，虽然插入越

多的网格点可能提高精度，但这也会使得字典间相

关性增强而造成性能的恶化，同时显著增加计算负

担，所以此处采取三等分网格策略是折中选择。记

插入的网格点集为 ，同时在原始网格 里保留

谱峰中最大幅值两侧的各2个网格点，记 里保留

的网格点集为 ，则最终形成的新网格点集为

Θnew = ΘIT ∪Θre (21)

Θnew 7K

k

由于谱峰之间保留的网格点可能有重叠，所以

网格点数的最大值为 。与文献[3]中提出的

网格细分方法不同，本文方法进一步利用了SBL算
法的功率谱峰包含两较大幅值的谱峰特征，且没有

对网格进行多级细分。如图1所示，粗短线代表原

始网格点，竖直点划线是第 个信号的实际DOA，
竖线代表能量幅值，三角形为插入的网格点，使用

这样的网格点插值优化方法的好处在于：增强了
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2次估计后的空间谱对空间紧邻信号DOA的分辨

率，同时提高了计算效率。

随后进行噪声方差的2次估计，这是因为准确

的噪声方差可以提供更好的稀疏重构效果[7]。由文

献[7,18]可以得到最大似然方法的噪声方差估计

σ̃2 =
1

M −K
tr
[
(IM − ÃK(ÃH

K
ÃK)

−1
ÃH

K
)RY

]
(22)

ÃK = [a(ϑ̃1),a(ϑ̃2), ···,a(ϑ̃K)]

ϑ̃1, ϑ̃2, · · · , ϑ̃K

RY =Y Y H/L K

1 ∼ M − 1

Θnew Ā N̄

µ̄X̄ Σ̄X̄(i,i) Σ̄Y

γ̄

其中， 是近似的阵列

流形矩阵， 是预估计阶段的DOA估

计值， 是样本协方差矩阵。如果 未

知，那么任何 的取值都可以有很好的噪

声估计效果[17]。再对信号功率进行2次估计：使用

建立过完备流形矩阵 ，总网格点数变为 ，

信号的后验均值、后验协方差矩阵和阵列输出协方

差矩阵对角线元素分别改为 ，  和 ，

信号功率改为 噪声方差使用式 (22)，再代入

式(11)、式(20)、式(17)迭代。 

4.3  改进的离格DOA估计

2次估计后仍然存在DOA和网格点的失配误

差，这里参考文献[7]的高精度DOA估计。相比文

献[7]的方法，改进之处是推导了拉普拉斯先验分布

下的边缘似然函数关于角度的最大化表达式，保证

性能的同时降低了计算量。

γ̄ Σ̄Y

Γ̄ γ̄

Θ̄K = {(ϑ11, ϑ12), (ϑ21, ϑ22), ···, (ϑK1, ϑK2)} Θnew

k Θnew,−k

Ā
(
Θnew,−k

)
Γ̄ k

Γ̄−k Σ̄Y k

Σ̄Y −k = σ̃2IM + Ā
(
Θnew,−k

)
Γ̄−kĀ

(
Θnew,−k

)H

设二次估计后得到了 ,  ，信号幅度协方差

矩阵 ，以及 的谱峰包含的DOA估计范围

，从

里去除第 个角度集后记为 ，则过完备流形

变为 ， 中去除第 个角度集对应功

率，记作 ， 中去除第 个信号分量后记为

，则

可以得到阵列输出协方差矩阵的另一种形式[7]

⌣

ΣY = Σ̄Y −k + η̇ka(θ̇k)a
H(θ̇k) (23)

η̇k

γi a(θ̇k) θ̇k
⌣

ΣY

其中， 属于离格信号功率，不同于网格点处的信

号功率 ， 为离格角度 的阵列流形。把

代入式(15)可以得到用于DOA离格估计的拉普

拉斯信号先验的边缘似然函数

Gk =− L ln
∣∣∣(Σ̄Y ,−k + η̇ka(θ̇k)a

H(θ̇k))
∣∣∣

−
L∑

t=1

(
Y H
:,t(Σ̄Y ,−k + η̇ka(θ̇k)a

H(θ̇k))
−1

Y:,t

)

− bη̇k −
N̄∑

j=1,j ̸=k

bη̇j , k = 1, 2, ···,K (24)

[η̂k, θ̂k] = argmax
η̇,θ̇

(Gk)

Gk

估计的目标是 ，参考文

献[6]的方法对 作进一步化简

Gk =− L ln
∣∣Σ̄Y ,−k

∣∣
−

L∑
t=1

(
Y H
:,tΣ̄

−1
Y ,−kY:,t

)
−

N̄∑
j=1,j ̸=k

bη̇j

− bη̇k − L ln
(
1 + η̇ka(θ̇k)Σ̄

−1
Y ,−ka

H(θ̇k)
)

+
LaH(θ̇k)Σ̄

−1
Y ,−kRY Σ̄−1

Y ,−ka(θ̇k)

η̇−1
k + aH(θ̇k)Σ̄

−1
Y ,−ka(θ̇k)

,

k = 1, 2, ···,K (25)

η̇k θ̇k Gk

η̇k θ̇k

G
(
η̇k, θ̇k

)
式(25)右侧前3项与 和 无关，不影响 关于

它们的最大化求解；后3项与 和 有关，记为

。令

sk = aH(θ̇k)Σ̄
−1
Y ,−ka(θ̇k) (26)

qk = LaH(θ̇k)Σ̄
−1
Y ,−kRY Σ̄−1

Y ,−ka(θ̇k) (27)

则

G
(
η̇k, θ̇k

)
=

(
−Lln(1 + η̇ksk) +

qk

η̇−1
k + sk

− bη̇k

)
(28)

η̇k式(28)关于 求偏后得到

dG
(
η̇k, θ̇k

)
dη̇k

=
−Lsk(1 + η̇ksk) + qk − b(1 + η̇ksk)

2

(1 + η̇ksk)
2

(29)

k

令式(29)为0，并考虑到信号功率非负，可以

解得第 个信号的离格功率

η̂k =
1

2skb

(
−(Lsk + 2b)

+

√
(Lsk + 2b)

2 − 4b(Lsk + b− qk)

)
(30)

G
(
η̇k, θ̇k

)
η̇k

θ̇k

η̂k sk qk θ̇k

η̇k G
(
θ̇k

)
G
(
θ̇k

)

γ̄ k

由于 是二元函数，其最大值点由 和

同时确定，式(30)是取最大值时两个自变量的关

系式。注意 ,  和 均是 的函数，用式(30)代替

式(28)中的 ，结果记为 ,  即为拉普拉

斯先验分布下的边缘似然函数关于角度的最大化表

达式。离格DOA估计通过较小的角度步长δ均匀搜

索 中第 个谱峰包含的两个较大幅值对应网格角

 

 
图 1 网格点插值优化
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θ̇k度之间的

θ̂k = maxarg
θ̇k

G(θ̇k), ϑk1 < θ̇k < ϑk2 (31)
 

4.4  算法流程和运算复杂度分析

本文所提算法简称为网格插值-多快拍稀疏贝

叶斯学习 (Grid Interpolation-Multiple snapshot
Sparse Bayesian Learning, GI-MSBL)，流程总结

如下：

步骤 1  信号功率的预估计。

Θ A

Y γ = 1 α0 = (ML)/(0.1 ∥Y ∥2F )
ρ=0 b = 0.01 c = 10−4

(1) 建立网格点集 ，过完备流形矩阵 ，输

入 ，初始化 ， ，迭代

次数 ,  ,  。

µX̄

ΣX̄(i,i)

(2) 迭代开始，根据式(11)、式(20)更新

和 。

γ(new) α0
(new)

ρ=ρ+1

(3) 根据式(17)、式(19)更新 和 ,

。 ∥∥γ(new) − γ(old)
∥∥
2
/
∥∥γ(old)

∥∥
2
> ε = 0.001

ρ ⩽ 500

(4) 若 且

则返回第(2)步。

γ σ2(5) 迭代结束，输出预估计的 , 。

步骤 2  网格插值优化及超参数的2次估计。

γ K

Θnew

(6) 根据 的谱峰对 个DOA估计范围进行网

格点插值，用式(21)建立新网格点集 。

σ̃2(7) 根据式(22)估计 。

Θnew Ā

Y γ̄=1 ρ=0 σ̃2 µ̄X̄

Σ̄X̄(i,i)

(8) 使用 建立过完备流形矩阵 ，输入

，初始化 ， ，噪声功率使用 ，更新

和 。

γ̄(new) ρ=ρ+1(9) 根据式(17)更新 ， 。∥∥γ̄(new) − γ̄(old)
∥∥
2
/
∥∥γ̄(old)

∥∥
2
> ε = 0.001

ρ ⩽ 500

(10) 若 且

则返回第(9)步。

γ̄(11) 迭代结束，输出2次估计的信号功率 。

步骤 3  改进的离格DOA估计。

γ̄

θ̂k

(12) 由式(31)对 中谱峰的离格DOA范围以较

小步长δ均匀搜索得到 。

l1 (2MNL+(M+1)

MN)+l2
(
MN̄L+(M+1)MN̄

)
+(2M2+2M)KN0

l1 l2

N0

以复数乘法次数作为计算复杂度的衡量标准，

则所提算法的计算复杂度近似为

。

与 分别为预估计和2次估计阶段的迭代次数，

为第3步离格DOA搜索点数。本文GI-MSBL算
法及对比算法的计算复杂度如表1所示。

l·

NMUSIC

N1

其中， 代表SBL类算法“·”的收敛次数，是

由迭代门限和算法的收敛特性决定。 是MUSIC
算法的空域搜索点数， 是iRVM-DOA的离格搜

索点数。其中L1-SVD由于凸优化工具箱的使用，

其计算复杂度只能用阶数记号 “O”进行近似表达。 

5    仿真分析

仿真对比指标：(1)均方根误差：RMSE=

√√√√ TL∑
Test=1

K∑
k=1

(
θ̂Testk − θk

)2

/(TL×K)

θ̂Testk k θk

k K

θ1, θ2 θm = (θ1 + θ2)/2

γ(θm) < (γ(θ1) + γ(θ2))/2

SR

P = SR/TL M=10

d L = 30

K=2 −90o :

2o : 90o GRI =2o

ΘIT = ∅ Θnew=Θre

ε = 0.001

，其中TL为总

随机实验次数， 为第 个DOA的估计， 是第

个DOA的真实值， 为信号个数。(2)分辨概率：

设 为真实DOA， ，如果谱值

，则成功分辨两个信号
[ 1 8 ]，设成功分辨次数为 ，则分辨概率为

。所有仿真使用阵元数 ，阵元间

距 为半波长的均匀线阵，快拍数 ，信号个

数 为已知量，初始化空间网格点集为

，即网格间距 。仿真算法为本文算

法GI-MSBL1)和GI-MSBL0(GI-MSBL0指GI-MS-

BL算法中 且 ，即无网格点插值

步骤而其他步骤不变)，iRVM-DOA[7], OGSBI[8],

PSBL[9,10], rootSBL[12], L1-SVD[3]，MUSIC[2]。为公

平比较，各种SBL算法初始化信号功率都设置为

1，如未特别说明，统一用 的迭代门限；

GI-MSBL及iRVM-DOA 的离格DOA搜索步长δ均

为0.02°；L1-SVD通过网格细分提高精度。下面将

从空间功率谱、估计精度、分辨能力、运算效率等

方面对各算法进行对比。 

5.1  空间功率谱图对比

ΘIT Θtotal

Θ ΘIT Θtotal=

Θ ∪ΘIT Θtotal Ntotal

Θnew Θtotal Θnew

两个独立等功率的随机信号DOA为–3.05°和

1.57°，信噪比均取10 dB，进行150次随机试验，

得到空间谱如图 2所示。图 2的点划线为真实

DOA，实线为空间谱，为了清晰展示取–20°～

20°的方位角范围。对GI-MSBL算法，结合式

(21)，在插入网格点集 后，总的网格点集

等 于 原 始 网 格 点 集 与 取 并 集 ：

，记 包含的网格点数为 ，注意

是 的一个子集，把 里网格点对应的

表 1  算法的计算复杂度

算法 计算复杂度

本文GI-MSBL
l1 (2MNL+ (M + 1)MN)

+l2
(
MN̄L+ (M + 1)MN̄

)
+ (2M2 + 2M)KN0

iRVM-DOA[7]
liRVM−DOA

(
MNL+MN2 +M2N

)
+(2M2+6M)KN1

OGSBI[8] lOGSBI
(
2MNL+MN2 +M2N +MN(L+K)

)
rootSBL[12] lrootSBL

(
2MNL+MN2 +M2N+M(N − 1)L

)
PSBL[9,10]

lPSBL

(
2MNL+M(N − 1)2 +M2(N − 1)

)
+lPSBL (L(N − 1)(M +K))

L1-SVD[3] O((KN)3)

MUSIC[2] (M −K)MLNMUSIC

 
1)算法matlab代码在链接：https://pan.baidu.com/s/1Jk-
WTe1JxPSszPpGAik6Fmg 提取码：MSBL
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γ̄ Θtotal

Θtotal Θnew

Ntotal

Θtotal

信号空间功率值 赋值给 里对应网格点处的功

率，再把网格点集 里除网格点集 以外的

信号功率置0，作图时，横坐标为 个网格点

对应的方位角，纵坐标是归一化信号功率幅

值，从而得到图2(a)的空间谱。从图2可以看出GI-

MSBL比iRVM-DOA的谱峰波动更小，这是因为网

格优化插值方法以及超参数的2次估计增强了对紧

邻DOA的分辨率。这里只选取iRVM-DOA进行对

比，其余算法与之类似，受篇幅所限不在此一一列出。 

5.2  不同信噪比下的估计精度和运算效率比较

−3 + u

3 + u u

两个独立等功率的随机信号角度为( )°和

( )°， 从角度范围[-GRI,GRI]内随机选取(避

免固定角度的影响)，信噪比从–6～20 dB变化，每

个信噪比下做150次随机试验，结果见图3(a)。低

信噪比下，GI-MSBL0和GI-MSBL的误差都小于其

他算法，这是因为超参数的2次估计增强了低信噪

比的稀疏恢复能力。GI-MSBL算法在高信噪比下

精度更高，这是网格插值方法带来的性能提升。由

于所提不动点迭代公式(17)具有很快的收敛速度，

且不同于其他SBL算法估计整个信号协方差矩阵，

所提算法只估计信号协方差矩阵的对角线元素，所以

图3(b)的GI-MSBL方法有着优于其他SBL类方法的

运算效率。 

5.3  不同DOA间隔下的分辨能力比较

−3+u 3 + ∆θ + u ∆θ

∆θ

∆θ

固定信噪比5 dB，两个独立信号的DOA分别为

( )°和( )°，DOA间隔 从3°到11°
变化，每个 下做150次随机试验，见图4。图4(a)
中，在间隔3.5°到5.5°的范围内，GI-MSBL误差最

小。图4(b)中GI-MSBL在 ＜4.5°时分辨概率最高。 

5.4  不同迭代门限下的估计精度和计算复杂度比较

ε

ε

信噪比固定为5 dB，迭代门限 从0.001到0.1变
化，其余条件同5.2节，每个 下做150次随机试

验，见图5。图5(a)中，所提算法在迭代门限较大

时估计误差最小。图5(b)中根据表1的平均复数乘

法次数来衡量计算复杂度，GI-MSBL0以及GI-MS-
BL平均复数乘法次数最少。 

6    结束语

为了改进对空间紧邻信号DOA估计的精度和

计算复杂度，本文提出一种基于网格插值的多快拍

稀疏贝叶斯学习 (GI-MSBL) 算法，改进算法比其

他经典的稀疏贝叶斯学习算法具有以下优势：

(1)对空间紧邻DOA具有更好的估计效果；(2)低信

噪比下估计性能更好，计算效率更高；(3)能使用

大迭代门限取得更高的估计精度。另外，对于水下

宽带信号，通过傅里叶变换在频域对每个频段即可

以使用所提算法。

 

 
图 2 算法的空间谱对比

 

 
图 3 不同信噪比下的估计性能和运算效率
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