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摘   要：重复累积(RA)码是一种特殊结构的低密度奇偶校验(LDPC)码，不仅具有LDPC码的优点，还能实现差

分编码。针对LDPC编码协作系统编码复杂度高、时延长的问题，该文引入准循环RA(QC-RA)码，推导出信源

节点和中继节点采用的QC-RA码对应的联合校验矩阵，基于公差构造方法设计该联合校验矩阵，并证明该方法设

计的联合校验矩阵不存在围长为girth-4, girth-6的短环。理论分析和仿真结果表明，同等条件下该系统比相应点

对点系统具有更优异的误码率性能。仿真结果同时表明，与采用一般构造QC-RA码或基于Z型构造QC-RA码相

比，采用基于公差构造的联合设计QC-RA码的多信源多中继协作均可获得更高的编码增益。
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Abstract: Repeat Accumulate (RA) code is a special kind of Low Density Parity Check (LDPC) code, which
not only has the advantages of LDPC code, but also realizes differential encoding. To solve the problems of

high encoding complexity and long encoding delay of LDPC-coded cooperative system, Quasi-Cyclic RA (QC-

RA) code is introduced. Firstly, a joint parity check matrix corresponding to the QC-RA codes adopted by the

sources and relays is deduced; Secondly, the joint check matrix is designed based on the Common Difference

Construction (CDC) method, and it is proved that the joint check matrix designed by the CDC method does

not have short cycles with girth-4 or girth-6. Theoretical analysis and simulation results show that the system

achieves better Bit Error Rate (BER) performance than the corresponding point-to-point system under the

same conditions. The simulation results also demonstrate that the multi-source multi-relay coded cooperation

with CDC constructed QC-RA code can obtain higher coding gain than that with generally constructed QC-RA

code or Z-type constructed QC-RA code.

Key words: Quasi-Cyclic Repeat Accumulate (QC-RA) codes; Low Density Parity Check (LDPC) codes; Coded

cooperation; Joint parity check matrix; Common Difference Construction (CDC)

 

1    引言

低密度奇偶校验(Low Density Parity Check,

LDPC)码[1–3]是一类校验矩阵稀疏的线性分组码且

其性能逼近香农限。准循环LDPC (Quasi-Cyclic
LDPC, QC-LDPC)码由于其校验矩阵具有准循环

特性，极大地降低了LDPC的编码复杂度及存储空

间需求。环特别是围长为girth-4和girth-6的短环对

QC-LDPC码的译码性能影响很大，消除girth-4
和girth-6的短环是提高其译码性能的一种有效手

段。文献[4]提出了基于循环置换矩阵(Circulant
Permutation Matrices, CMP)构造围长至少为

girth-8的QC-LDPC码，该方法构造的QC-LD-
PC码具有对称性，比缺乏对称性的QC-LDPC码具

有更好的编码性能。文献[5]介绍了基于Moore二分
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图构造QC-LDPC码，该方法构造的QC-LDPC码
具有可变的码长和码率，且在加性高斯白噪声(Ad-
ditive White Gaussian Noise, AWGN)信道上具有

良好的迭代译码性能。文献[6]利用等差数列构造了

列重为3的围长至少为girth-8的QC-LDPC码，该构

造方法实现简单，但码率取值不灵活。文献[7]提出

了一种确定结构的大列重QC-LDPC码的构造方

法，解决了校验矩阵列重较小、码率取值不灵活的

问题。文献[8]利用最大公约数定理构造QC-LD-
PC码，证明了其构造的码不存在girth-4和girth-
6环，并且码的行重和列重能灵活取值。重复累积

(Repeat Accumulate, RA)码[9]是一种特殊结构的

LDPC码，其校验矩阵能直接运用于差分编码，编

码复杂度低、时延小且具有系统码的特性。鉴于

此，结合QC-LDPC码和RA码两者的优点，本文提

出采用准循环RA (Quasi-Cyclic RA, QC-RA)码作

为系统的信道编码方案。

编码协作[10–12]结合了信道编码技术和协作技

术，可同时获得信道编码技术的编码增益与协作技

术的分集增益，故能实现极其可靠的通信。文献[13]

研究了基于分布式Turbo码的多中继编码协作系

统，为防止误码扩散，进一步提出了仅由可靠中继

参与协作的自适应协作方案。文献[14]提出了采用

Reed Muller码的编码协作网络，并基于Plotkin构

造方法对Reed Muller码进行了优化设计。针对多

用户协作信道状态未知情形，文献[15]研究了基于

Raptor码的协作方式，提出了充分协作与部分协作

两种策略以最大化系统吞吐量。文献[16]介绍了基

于Polar码的编码协作，采用两个短线性分组码构

造长线性分组码，目的节点的Polar码采用划分协

作方式构建，并且使用连续消除联合解码算法。文

献[17,18]围绕LDPC码的编码协作展开了充分研究。

鉴于QC-LDPC码的优势，文献[19]设计了QC-LDPC

编码协作系统，推导出对应于信源节点和中继节点

采用的QC-LDPC码的联合校验矩阵，并消除了

QC-LDPC码的短环，极大地提高了系统的可靠性。

针对采用LDPC/QC-LDPC码的编码协作编码复杂

度与时延相对较高，并且无法保证系统编码等问

题，文献[20]研究了采用RA码的编码协作，利用

RA码差分编码特性，进一步降低了中继节点编码

复杂度和时延。

QC-RA码结合了QC-LDPC码与RA码的优点，

本文针对采用QC-RA码的编码协作展开研究。首

先，提出了一种基于公差构造(Common Difference
Construction, CDC)设计QC-RA码的方法，证明

了该方法构造的QC-RA码不存在围长为girth-4,

girth-6的短环；然后，将该构造方法用于多信源多

中继的编码协作系统，通过对信源节点和中继节点

采用的QC-RA码联合设计消除协作系统中所有的

girth-4, girth-6环。 

2    系统描述

Sk(k = 1, 2, ···,K)

Rw(w = 1, 2, ···,W )

QC− RA− Sk(k = 1, 2, ···,K)

ck(k = 1, 2, ···,K)

Rw(w = 1, 2, ···,W )

QC− RA−Rw(w = 1,

2, ···,W )

Rw(w = 1, 2, ···,W )

pw(w = 1, 2, ···,W )

多信源多中继QC-RA编码协作系统模型如图1
所示，由K个信源节点 、W个中

继节点 和一个目的节点D组成。

利用时分多址(Time Division Multiple Access,
TDMA)技术，K个信源节点通过广播信道，分别

将编码器 生成的码字

传输至W个中继节点和目的节

点。中继节点 接收到来自K个信

源节点发送过来的K路信号；然后对这K路信号译

码，恢复K路原始信息位，再将得到的K路原始信

息位级联，并通过编码器

对级联后的信息位再编码；最后通过TDMA

技术，中继节点 将重新编码产生

的校验位 传送给目的节点D。目

的节点接收到信源节点的K路信号和中继节点的W

路信号，采用联合最小和(Minimum-Sum, MS)迭
代译码算法[18]对其进行联合译码。 

3    编码协作QC-RA码的联合设计

为消除QC-RA码中围长为girth-4, girth-6的短

环，本节采用了一种基于公差构造QC-RA码的方

法，该方法构造的QC-RA码不存在girth-4, girth-
6环，且行重、列重取值较灵活。然后，将CDC
构造方法运用于多信源多中继的编码协作系统中，

实现对信源节点和中继节点采用QC-RA码的联合

设计。 

3.1  QC-RA码

Ĥ

QC-RA码是一类结构化的RA码，其校验矩阵

如式(1)，由左边的准循环模块H和右边固定的

准对角模块D组成。所以，校验矩阵具有准循环

特性。

 

 
图 1 多信源多中继QC-RA编码协作系统模型
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Ĥ =
[
H D

]
=


I(p1,1) I(p1,2) ··· I(p1,L)
I(p2,1) I(p2,2) ··· I(p2,L)

...
...

. . .
...

I(pJ,1) I(pJ,2) ··· I(pJ,L)

1 0
1 1

...
...

0 1 1

 (1)

I(pj,l) B ×B

pi,j

其中，子矩阵 由 的单位矩阵循环右移

得到，矩阵D是一个准对角矩阵。 

3.2  多信源多中继协作的编码实现

采用QC-RA码的多信源多中继编码协作的编

码实现步骤如下：

S1, S2, ···, SK sk =[
s
(k)
1 , s

(k)
2 , ···, s(k)Nk−Mk

]T(1) 信源节点 分别将信息比特

经过校验矩阵为

HSk
=

[
A(k) D

]
(k = 1, 2, ···,K) (2)

Nk ck = [s1, s2,

···, sNk−Mk
, p

(k)
1 , p

(k)
2 , ···, p(k)Mk

]T AMk×(Nk−Mk)

ck

Rw(w = 1, 2, ···,W )

的QC-RA编码生成码长为 的码字

， 其 中

为准循环模块。 经过广播信道发送至中继节点

和目的节点D。

Rw(w = 1, 2, ···,W )

S1, S2, ···, SK

s′ = [s1, s2, ···, sK ]T

(2)  协作中继 对信源节点

发送的码字进行译码，并将K路译码

恢复的信息位级联，得到 ，然

s′后再将 经过校验矩阵

HRw
=
[
B

(w)
1 B

(w)
2 ··· B

(w)
K D

]
(w = 1, 2, ···,W )

(3)

cRw=[s′,pw]
T

[
B

(w)
1 B

(w)
2 ··· B(w)

K

]
Rw

pw

编码生成码字 ，其中

为准循环模块，中继节点 将编码产生的校验比

特 发送至目的节点D。

(3) 在多信源多中继的编码协作系统中，对于

目的节点D而言，整个系统的校验关系满足

ĤDc = 0 (4)

c

ck(k = 1, 2, ···,K)

pw(w = 1, 2, ···,W )

其中， 是目的节点接收到的复合码字，为信源节

点编码生成的码字 和中继节点的

校验比特 的级联。

c = [c1, c2, ···, cK ,p1,p2, ···,pW ]
T (5)

ĤD对应于编码系统的联合校验矩阵 为

ĤD =



A(1) D 0 0 ··· 0
0 0 A(2) D ··· 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 ··· 0 A(K) D

0

B
(1)
1 0 B

(1)
2 ··· B

(1)
K 0

B
(2)
1 0 B

(2)
2 ··· B

(2)
K 0

...
...

...
. . .

...
...

B
(W )
1 0 B

(W )
2 ··· B

(W )
K 0

D 0 ··· 0
0 D ··· 0
...

...
. . .

...
0 0 ··· D


(6)

 

3.3  QC-RA码的联合设计

迭代译码算法是一种理想的无环译码方法，环

路会影响迭代译码的性能。环的围长越小，迭代过

程中节点输入的信息与它上次迭代输出的信息相关

性越大，译码性能越受影响。针对3.2节的多信源

多中继编码方式，本文引入一种列重取值灵活的

QC-RA码的构造方法—基于公差构造QC-RA码。

其优势在于可以构造大围长的QC-RA码，消除了

围长为girth-4, girth-6的短环。 

3.3.1  基于公差构造QC-RA码

dv = J dc = L

E(H)

先构造列重 、行重 的规则QC-LDPC
码，其校验矩阵H的循环移位值 结构为

E(H) =


p1,1 p1,2 ··· p1,L
p2,1 p2,2 ··· p2,L
...

...
. . .

...
pJ,1 pJ,2 ··· pJ,L

 (7)

pj,l其中， 为单位矩阵的循环移位值，子块大小

B > pJ,L p1,l = 1(l = 1, 2, ···, L)。第1行 ，其余循环

移位值由式(8)计算得到。

pj+1,l = pj,l + dj,l (8)

其中，

dj,l =


1, l = 1

max{J − j + 2, j + 2}, l = 2

Dj,l−1 + 2, l ≥ 3

(9)

E(H) Dj,l−1 =
∑J−1

k=1
dk,l−1

l − 1 dJ,l−1

E(H)

为 矩阵中列的公差， 表

示 列除 外所有公差之和。下面通过一个

简单例子说明构造循环移位值 。

J = 6 L = 3

E(H)

例1：取列重 ，行重 ，构造循环移

位值 。

p1,l = 1(l = 1, 2, 3)

l = 1 dj,1 = 1(j = 1, 2, ···, 6)

E(H)

[1 2 3 4 5 6]
T

l = 2

首先，根据3.3.1节取第1行 ；

根据式(9)知， 时， ，此

时，通过式 ( 8 )得出 中第 1列循环移位值

；同理，根据式 ( 9 )知， 时，
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dj,2 = 7(j = 1, 5) dj,2 = 6(j = 2, 4) d3,2 = 5

E(H) [1

8 14 19 25 32]
T

l = 3

dj,3 = 33(j = 1, 2, ···, 6) E(H)

[1 34 67 100 133 166]
T

E(H)

得出 ,   ,   ，

再通过式 ( 8 )得出 中第 2列循环移位值

；最后，通过式(9)， 时，得出

，再通过式(8)得出 中

第 3列循环移位值 。最

终，得到循环移位值 如式(10)所示

E(H) =


1 1 1
2 8 34
3 14 67
4 19 100
5 25 133
6 32 166

 (10)

dv = J dc = L定理1：基于公差构造的列重 、行重

的QC-LDPC码的校验矩阵H中不存在girth-4和
girth-6环。定理1的证明可参考文献[21，22]。

D

Ĥ

得到QC-LDPC码的校验矩阵H之后，在H的

右侧拼接准对角矩阵 ，即QC-RA码的校验矩阵

构造完成。 

3.3.2  基于公差的联合校验矩阵的设计

ĤD

HQC HQD

HQC HQD

基于3.3.1节的公差构造方法，在多信源多中继编

码协作系统中，对信源节点和中继节点采用的QC-RA
码进行联合设计，即设计整个协作系统的联合校验

矩阵并消除所有的围长小于girth-8的短环。为便于

分析设计，将式(6)联合校验矩阵 分成准循环部分

与准对角部分 两部分。这两部分与原式完全

等价，不影响其环的特性。 与 表达式分别为

HQC =



A(1) 0 ··· 0
0 A(2) ··· 0
...

...
. . .

...

0 0 ··· A(K)

B
(1)
1 B

(1)
2 ··· B

(1)
K

...
...

. . .
...

B
(W )
1 B

(W )
2 ··· B

(W )
K


(11a)

HQD =


D 0 ··· 0
0 D ··· 0
...

...
. . .

...
0 0 ··· D

 (11b)

HQD

HQC

由于 为固定的准对角结构，故我们仅需对

设计。

H ′
QC =



A(1) X1,2 ··· X1,K

X2,1 A(2) ··· X2,K

...
...

. . .
...

XK,1 XK,2 ··· A(K)

B
(1)
1 B

(1)
2 ··· B

(1)
K

...
...

. . .
...

B
(W )
1 B

(W )
2 ··· B

(W )
K


(12)

H ′
QC

Xm,n HQC

HQC

HQD

ĤD

HQC HQD

首先，利用3.3.1节所述的公差构造方法构造式(12)
所示的 ，由定理1知其不存在girth-4, girth-6

环。然后，运用掩码技术[23]用相同大小的零矩阵替

换 ，得到式(11a)中的 ，故通过该方法得

到的 内不存在girth-4, girth-6环。在式(11b)中
是固定的准对角矩阵，显然其内不存在girth-4,

girth-6环。故要使得联合校验矩阵 中不存在

girth-4, girth-6环，只需进一步保证 与 之

间不存在girth-4, girth-6环即可。

HQC HQD定理2：由公差构造方法得到的 与 之

间不存在girth-4和girth-6环。

pj+1,l − pj,l=dj,l di,j ̸= B − 1 pj,l − pj+1,l ̸=
1 mod B HQC HQD

证明：(1)不存在girth-4环。由式(8)和式(9)知
，且 ，故

，由文献[22]知 与 之间无girth-4环。

(2) 不存在girth-6环。证明见附录1。
综上所述，定理2得证。

ĤD

由上可知，基于公差构造方法设计的联合校验

矩阵 消除了多信源多中继协作系统中QC-RA码

的所有girth-4和girth-6环，进一步提高了系统编码

增益。 

4    系统性能仿真分析

Sk −D

Rw −D

Sk −D

Rw −D

本节通过仿真研究基于公差构造联合设计的QC-
RA码的多信源多中继编码协作系统的误码率(Bit
Error Rate, BER)性能。仿真中信源至中继节点为

理想信道，信源至目的节点 与中继至目的节

点 均为独立瑞利块衰落信道，衰落系数服

从均值为零、方差为1的复高斯分布；每个码字时

间内信道衰落系数保持不变，且假定 信道与

信道平均信噪比相等。信源节点与中继节

点均采用二进制相移键控(Binary Phase Shift Key-
ing, BPSK)调制；目的节点已知信道状态信息并采

用联合MS迭代译码算法[18]译码。 

4.1  采用联合设计QC-RA码的编码协作系统与点

对点系统BER比较

研究采用联合设计QC-RA码的多信源多中继

编码协作系统在瑞利信道下的BER性能。针对双信

源双中继编码协作，协作系统与点对点系统采用的

QC-RA码如表1所示。

图2比较了迭代次数分别为1, 5, 10时，采用联

合设计QC-RA码的双信源双中继编码协作与采用

QC-RA码的点到点系统的BER性能。仿真结果表

明：在相同迭代次数时，编码协作与点对点系统相

比具有明显的性能增益，如在迭代10次、BER=2
× 10–3时，双信源双中继的编码协作系统相对于点

对点系统有约5.5 dB的增益。这主要是由于在目的

节点，来自2个信源节点和2个中继节点的4路信号
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分别经历独立衰落信道，经过联合MS译码获得了

分集增益。 

4.2  采用联合设计QC-RA码的编码协作系统在不

同节点数目下的BER比较

研究采用联合设计QC-RA码的编码协作配置

不同数目信源节点与中继节点对BER性能的影响。

表2给出了双信源单中继系统、单信源双中继系统

和单信源单中继系统这3种系统信源节点和中继节

点采用的QC-RA码。

10−3

图3比较了迭代次数为10时，采用联合设计QC-
RA码的编码协作系统在不同数目信源节点及中继

节点下的BER性能。仿真结果表明，在中继节点数

相同的情况下，编码协作系统的BER性能随信源节

点个数的增加而降低，如在BER= 时，单信源

10−3

单中继系统较双信源单中继系统约有4.5 dB的增

益，这是因为信源节点增加，信息位增加，中继节

点所要协助的信息比特也增加，从而导致整个系统

的等效码率增大。在相同信源节点数的情况下，编

码协作系统的BER性能随中继节点个数增加而上

升，如在BER= 时，单信源双中继系统较单信

源单中继系统约有4 dB的增益，这是由于中继节点

个数增加，目的节点接收到的校验比特增多，整个

系统的等效码率降低，从而降低了误码率。 

4.3  基于公差构造与其他构造的联合设计QC-RA
码的BER比较

将本文提出的基于公差构造的联合设计QC-RA
码与一般构造[19]的联合设计QC-RA码和基于Z型构

造[24]的联合设计QC-RA码的BER性能比较。在双

信源单中继的编码协作系统中，3种构造方法信源

节点和中继节点采用的QC-RA码的码长码率均一

致，具体见表2。

10−3

图4比较了在双信源单中继编码协作系统中，

迭代次数为1，10时，3种构造方法的BER性能。仿

真结果表明，基于公差构造的联合设计QC-RA码编

码协作系统均优于其他两种方法；如在BER=
时，本文提出的基于公差构造的方法较一般构造

QC-RA码编码协作系统有约0.5 dB增益，较Z型构

造的RA码编码协作系统约有2.5 dB增益。 

4.4  采用联合设计QC-RA码的编码协作系统在不

同调制方式和不同天线数目下的BER比较

研究采用联合设计QC-RA码的编码协作系统

表 1  双信源双中继编码协作及对应点对点系统采用的QC-RA码

信源节点采用的QC-RA码 中继节点采用的QC-RA码

双信源双中继

编码协作系统

HS1 =
[

A
(1)
(1700×850)

D(1700×1700)

]
HS2

=
[

A
(2)
(1700×850)

D(1700×1700)

]
Rate=1/3

HR1 =
[

B
(1)
1(1700×850)

B
(1)
2(1700×850)

D(1700×1700)

]
HR2

=
[

B
(2)
1(1700×850)

B
(2)
2(1700×850)

D(1700×1700)

]
Rate=3/4

点对点系统 HS =
[

H(6800×1700) D(6800×6800)

]
 Rate=1/5 \

表 2  不同信源节点、中继节点数目情况下编码协作系统采用的RA码

信源节点采用的QC-RA码 中继节点采用的QC-RA码

双信源单中继系统

HS1 =
[

A
(1)
(1700×1700)

D(1700×1700)

]
HS2 =

[
A

(2)
(1700×1700)

D(1700×1700)

]
Rate=1/2

HR =
[

B1(1700×1700) B2(1700×1700) D(1700×1700)

]
Rate=2/3

单信源双中继系统
HS =

[
A(1700×1700) D(1700×1700)

]
Rate=1/2

HR1 =
[

B
(1)
(1700×1700)

D(1700×1700)

]
HR2 =

[
B

(2)
(1700×1700)

D(1700×1700)

]
Rate=1/2

单信源单中继系统
HS =

[
A(1700×1700) D(1700×1700)

]
Rate=1/2

HR =
[

B(1700×1700) D(1700×1700)

]
Rate=1/2

 

 
图 2 双信源双中继编码协作与对应点对点系统的BER性能比较
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在不同调制方式和不同接收天线数目下的BER性
能。目的节点在配置多天线的情形下，多天线对应

的每条链路均为独立瑞利块衰落信道，衰落系数服

从均值为零、方差为1的复高斯分布，采用最大比

合并(Maximal Ratio Combining, MRC)技术处理

多天线接收信号。双信源单中继编码协作系统中各

个信源节点和中继节点采用的QC-RA码见表2。

10−3

7.5× 10−4

图5比较了迭代次数为10时，采用联合设计QC-
RA码的双信源单中继协作系统分别在BPSK调制

方式和正交相移键控(Quadrature Phase Shift
Keying, QPSK)调制方式下的BER性能，并比较了

在相同调制方式下不同接收天线数(Ant=1, 2, 3)的
BER性能。仿真结果表明，在相同条件下，采用

BPSK调制方式的BER性能优于采用QPSK调制方

式的BER性能；如在Ant=3, BER= 时，协作

系统在BPSK调制方式下较QPSK调制方式下有约

2.5 dB的增益，这是因为QPSK调制方式在牺牲系

统可靠性条件下提高了协作系统的传输速率。在采

用相同调制方式的情况下，所用的接收天线数越

多，系统的BER性能越好；如在协作系统采用

BPSK调制方式下，在SNR=1 dB时，天线数

Ant=3下的BER= 较天线数Ant=1下的

8× 10−2BER= 具有显著优势，这是由于在目的节

点处，接收天线越多，整个系统所获得的空间分集

增益越大，从而系统的BER性能越好。 

5    结束语

本文研究了一种基于公差构造的QC-RA码，该

QC-RA码消除了girth-4, girth-6环，并将该方法构

造的QC-RA码运用于编码协作系统中。通过对信

源节点和中继节点采用的QC-RA码进行联合设计

消除了多信源多中继编码协作系统中所有的girth-4,
girth-6环，大大提高了协作系统的BER性能。仿真

结果表明编码协作系统较点到点系统有明显的BER
性能优势。在相同条件下多信源多中继系统中采用

基于公差构造的联合设计QC-RA码的性能均优于

采用一般构造的和Z型构造的联合设计QC-RA码。

同时，编码协作系统性能随着目的节点配置的天线

数增加得到显著提高。

HQC HQD附录1 与 之间不存在girth-6环的证明

HQC HQD

HQD

式(11a)中的 与式(11b)中的 之间的girth-6
环，其最右边只可能由 中上下相邻的两个1构
成，具体有图6所示的3类情形。

(pj,l − pj+1,l)mod B = 2情形1：对应于 。

由式(8)和式(9)知 : pj+1,l − pj,l=dj,l > 0 (13)

又 dj,l ̸= 2 (14)

(pj,l − pj+1,l)mod B ̸= 2得到 ，故图6(a)这种情形不

可能。

(pj2,l2 − 1− pj1,l2) + (pj1,l1−
pj2,l1) = 0 mod B

情形 2 ：对应于

。

当l2 = 2时, pj2,l2 − 1− pj1,l2 ≥ (j2 − j1)dj,1

+
j1 + 2 + (j2 − 1 + 2)

2
(j2 − j1)− 2

(15a)

 

 
图 3 不同信源节点数和中继节点数目下编码协作

系统的BER性能比较

 

 
图 4 不同构造方法在编码协作系统的BER性能比较

 

 
图 5 不同调制方式和不同天线数目在编码协作

系统中的BER性能比较
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j1 + 2 + (j2 − 1 + 2)

2
(j2 − j1) ≥ 3 (15b)

得到 pj2,l1 − pj1,l1 = (j2 − j1)dj,1 > 0 (16)

当l2 ≥ 3时, pj2,l2 − 1− pj1,l2 ≥ Dj,l2−1 ≥ Dj,l1

(17)

得到 0 < pj2,l1 − pj1,l1 < Dj,l1 (18)

(pj2,l2 − 1− pj1,l2) + (pj1,l1 − pj2,l1) ̸= 0 mod B故 ，因

此图6(b)这种情形不可能。

(pj2,l2 − 1− pj1,l2) + (pj1,l1−
pj3,l1) = 0 mod B j3 = j2 + 1 ≥ 3

情形 3 ：对应于

,  。

当l2 = 2时, pj2,l2 − 1− pj1,l2 ≥ (j2 − j1)dj,1

+
j1 + 2 + (j2 − 1 + 2)

2
(j2 − j1)− 2

(19a)

j1 + 2 + (j2 − 1 + 2)

2
(j2 − j1) ≥ 3 (19b)

因为式(19a)与式(19b)不能同时取等，故有
pj2,l2 − 1− pj1,l2 > (j2 − j1)dj,1 + 1 (20)

此时有 pj3,l1 − pj1,l1 = (j2 + 1− j1)dj,1 > 0
(21)

又因为dj,1=1,故有 pj2,l2 − 1− pj1,l2
> pj3,l1 − pj1,l1 > 0 (22)

当l2 ≥ 3时, pj2,l2 − 1− pj1,l2 ≥ Dj,l2−1 ≥ Dj,l1

(23)

此时有 0 < pj3,l1 − pj1,l1 < Dj,l1 (24)

(pj2,l2−1−pj1,l2) + (pj1,l1 − pj3,l1) ̸= 0 mod B j3 =

j2 + 1 ≥ 3

故 , 

，因此图6(c)这种情形不可能。

HQC HQD

综上情形1、情形2、情形3所述，式(11a)中的

与式(11b)中 两者之间不存在girth-6环。
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