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不规则地形地波传播衰减因子的改进算法及结果一致性研究 
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摘  要：针对低频地波衰减因子预测算法中积分方程算法与其它经典算法在均匀/分段均匀光滑路径模型下求解结

果不一致的问题进行研究分析。引入球面校正因子和高程转换技术，对积分方程方法进行改进，提高其与其它经典

算法在光滑路径模型下预测结果的一致性。在此基础上，将改进算法用于实际不规则地面模型地波衰减因子预测，

并与实测结果进行比较。与原算法相比，改进后的算法更适合考虑地球曲率影响下复杂长距离地面及空中地波衰减

因子的求解。 
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Abstract: The results of the integral equation method on the low-frequency ground-wave attenuation factor are 

inconsistent with other classic algorithms for the homogeneous/inhomogeneous smooth-path models. To solve this 

problem, a spherical correction factor and an elevation converting technique are introduced to the integral equation 

method. With these efforts, the results of the improved method are more consistent with other algorithms under 

the smooth-path conditions. Then, it is used for a real irregular-path model, and the calculated results are 

compared with the measured ones. It is shown that the proposed method is more suitable for the occasions both on 

the ground and in the air as the propagation path is long, irregular, and curved.  
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1  引言  

低频地波被广泛用于导航授时系统。近年有关

低频地波新的研究应用方向主要有：浅水导航、土

壤水分探测、新的捕获降噪方法实现等方面 [1 3]− 。

地波信号在传播过程中受到传播路径的大地电参

数、地形起伏及大气折射指数等因素的影响，其传

播特性难以精确预测，从而导致该类系统精度降 
低 [4 7]− 。 

目前基于均匀光滑路径模型的理论预测方法主

要有留数级数法，基于复杂(分段均匀光滑/不均匀
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不光滑)路径模型的预测方法主要有 Millington 方

法、Wait 积分方法、抛物线方程方法以及积分方程

方法等，其中能考虑地形影响的算法主要是积分方

程方法[8,9]。其最早由文献[10]1952 年基于格林第 2
定理提出；1970 年文献[11]根据抛物线方程得到的

另外一种积分形式；1988 年文献[12]则基于补偿原

理得到更为一般意义的积分形式。研究表明，这些

方法在低频段具有相同的结果[9]。由于能够考虑传播

路径实际地形起伏变化和电参数分布，理论上该方

法比其它经典算法预测精度更高，且具有普适性。 
对于复杂地形路径，目前国内普遍采用的积分

方程公式 [13 17]− 与第 1 种积分公式相同或相近，衰减

因子预测结果多是基于此方法。但即使在均匀光滑

路径模型下，文献[14,15,17]给出的结果在地面接收

距离大于 300 km 时会与留数级数法的结果存在较
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大偏差，且传播距离越远，误差越大，在 1700 km
的距离上二者预测的传播相位差别甚至高达 16 
μs[17]。上述文献中没有给出造成此项误差的原因。 

本文针对积分算法与其它经典算法预测结果不

一致的问题进行讨论，在对不同路径模型地波衰减

因子的定义、物理含义及相关算法公式研究基础上，

给出了积分方程算法的推导过程，分析了误差产生

原因，并对其进行改进，使之与其它理论算法预测

结果趋于一致。下文时间因子统一取 je tω− 。 

2  积分方程方法存在问题及算法改进 

2.1 典型地面模型下地波衰减因子求解算法 
在地波传播理论预测中，当观察点及场源均离

地面不远，则观察点处的电场垂直分量可表示为[8,18] 

0r gE E W=                (1) 

其中 

   ( )0 0
j120 dl

exp j
sin

I
E k a

a
θ

λ θ θ
π

=       (2) 

a 为等效地球半径， dl为电流元长度， θ 为观察点

至场源的大圆角距离， gW 称为地波衰减因子，它是

传播路径地形及电参数的复杂函数。在实际工程应

用中，当已知的是发射台的辐射功率 rP ，以 kW 计。

若传播路径的角距离 /12θ ≤ π ，则 sin θ θ≈ , 
sina θ θ a dθ≈ = ,d 为大圆距离，如果d 以 km 计，

则 0E 可表示为 

( )
5

0 0

j3 10
exp jrP

E k d
d

×
=         (3) 

0E 物理含义是理想导电平面条件下，场源(垂直电

偶极子)及接收点均在地面，且传播距离为d 时接收

点处电场垂直于地面的分量。 
2.1.1 均匀光滑球地面  若地面为均匀光滑球地面，

已知地面相对介电常数为 rε ，电导率为σ ，留数级

数算法中地波衰减因子 gW 可表示为[4,5] 
( )

( )
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此处 

( )1/ 3
0 /2x k a θ=               (5) 

( )1/3
1 0 0 12/y k a k h=            (6) 

( )1/ 3
2 0 0 22/y k a k h=            (7) 

1h 和 2h 分别为发射点和接收点离地面高度， 2( )w t 是

爱里函数。式中参数q 可表示为 

( )1/ 3
0j /2 gq k a Δ=             (8) 

gΔ 为归一化地表面阻抗，可表示为 

 
1 j60

j60
r

g
r

ε λσ
Δ

ε λσ
− +

=
+

          (9) 

st 是微分方程 2 2( ) ( ) 0'w t qw t− = 的第s 个根。 

2.1.2 分段均匀光滑球地面  当地面为分段均匀光

滑球地面，设从发射点到接收点的传播路径分为 N

个有限段，每段长度分别为： 1d , 2d , , Nd ，归一化

表面阻抗分别为 1gΔ , 2gΔ , , gNΔ 。对应的地波衰减

因子求解方法目前主要有 4 种：Wait 积分法、

Millington 方法、波模转换法以及抛物线方程方法，

下面仅给出抛物线方程方法相关公式。 

设电波传播的介质环境沿方位角ϕ没有变化，

且大气折射指数沿高度方向不变，令磁场 Hϕ =  

( )1/2 j[ /( sin )] e ,kar u rθε θ θ ，进行坐标变换，则可以推

出 ( , )u x z 满足式(10)的抛物线方程[19]： 

( ) ( )2 22j 2 / , 0z xk k z a u x z⎡ ⎤∂ + ∂ + =⎢ ⎥⎣ ⎦     (10) 

其满足边界条件 

( ) ( )0 0, , 0z z zu x z u x zα= =∂ + =       (11) 

其中 

0j gkα Δ=              (12) 

当已知x 处地面及空中的 ( , )u x z ，式(10)可以通过分

步混合傅里叶变换或有限差分法求解下一段

x x+Δ 处的任意高度的 ( , )u x x z+Δ ，进而不断迭代

得到任意一点的 ( , )u x z 。再根据式(13)求解出地波衰

减因子 

( ) ( )0, , 0gW H x z H xϕ=         (13) 

其中 ( ) j
0 , 0 j dle /2kxH x kI x= − π 。迭代初值可以由近

距离的平地面公式求解得到。 

2.1.3不均匀不光滑地面  若电波传播路径上地面电

导率及地形都有复杂变化，此时地波衰减因子可以

用积分方程[4,13]的数值解来求得。记发射源点的位置

为O ，观察点的位置为P ，地面上积分动点为Q ，

传播路径几何示意图如图 1 所示。地波衰减因子满

足的积分方程为[8,18] 
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∫

 (14) 

其中 1r 表示从源点到地面上积分动点Q 之间的直线 

 

图 1 积分方程方法中传播路径几何示意图 
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距离， 2r 表示从Q 点到P 的距离， h 为所在直角坐

标系中接收点距离地面的垂直高度。n 表示地表面

的法线方向。其中x 表示观察点至源点水平距离，L

是Q 与源点之间的水平距离。地面接收时A 为 1.0，

空中接收时A为 0.5。 
2.2 积分方程方法直接预测地波衰减因子存在问题 

由式(1)，式(3)和式(13)，光滑路径和分段均匀

光滑路径模型下相关算法中地波衰减因子实质上是

将实际接收点电场的垂直分量或磁场的水平分量与

良导体平地面上相应传播距离下场分量归一化的结

果，其考虑了近场感应、地球曲率、收发点高度以

及地面有限电导率的影响。为分析采用积分方程方

法与其它经典算法预测衰减因子不一致的问题，下

面简述积分方程方法的推导过程[13,17]。 

在一个含有源为垂直电偶子的充满空气的封闭

区域V 内，电磁场的赫兹势Π 满足标量非齐次波动

方程 
2 2 j ( )/ ( )k J oΠ Π δ ωε∇ + = −       (15) 

其中J 是电流密度矢量，其模用J 表示， ( )oδ 为冲

击函数，代表源的分布。取直角坐标系x ,y , z ,J 的

方向为 z 方向。区域V 被大地表面与一个半径无穷

大的半球面包围(不包含P 点)，利用第 2 格林定理 

( )2 2 d d
V S

V sΠ ψ ψ Π Π ψ ψ Π∇ − ∇ = ∇ − ∇ ⋅∫∫∫ ∫∫  

(16) 

其中，ψ 是一个格林函数，定义为 

( )2 2exp j /kr rψ =             (17) 

当地形起伏不大，满足 2 1z' ( z' 为地形函数的一

阶导数)，根据边界阻抗条件 

j gk
n
Π

Δ Π
∂

= −
∂

            (18) 

(其中 gΔ 为归一化地表面阻抗，n 为外法线分量)，

经过一系列计算可以得到 

( )
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∫∫

 (19) 

式(19)第 1 项为源在观察点贡献的直达波，以 0( )PΠ

表示，第 2 项代表边界上二次源对观察点贡献的场。

若地面为一个无限大良导体平面时，可以知道此时

P 点场为 02 ( )PΠ 。此时衰减因子定义为[13,17] 

( ) ( ) ( )0/(2 )W P P PΠ Π=         (20) 

将式(20)代入式(19)，可以得出 

( ) ( ) ( )

( )( )

1 2 0j 0

1 2
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          1 1 d
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−
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∫∫

 (21) 

假定地形沿y 方向没有变化，应用稳定相位原理及

一系列近似，可进一步简化近似为 1 维积分式(14)。 
由式(20)可以看出，积分方程方法中用于求解

地波衰减因子的参考场量和以上其它各种方法不

同。积分方程方法中参考场量对应的电波传播距离

为收发点之间的直线距离，而其他算法中的参考场

量对应传播距离为收发两点的地表面上的大圆距

离。只有当传播距离很近，且收发点均在地面上时，

两种距离才能近似相等。这是积分方程方法与其它

算法预测结果不一致的首要原因，由此导致即使在

均匀光滑球地面模型下，其地波衰减因子预测结果

与留数级数方法存在较大误差。 
再者，采用积分方程方法求解空中接收点时，

离地高度(如图 1 所示)是指直角坐标系下离地垂直

方向( z 方向)高度，而其它算法中求解高空地波衰减

因子(如式(6)，式(7)和式(10))算法中对应的高度均

是在球坐标系下定义的径向(r 方向)离地高度。该问

题会进一步造成接收高度越高，与其它理论算法误

差越大的现象，且由于空中预测算法中离地高度并

非海拔高度，算法对于空中传播预测结果应用于实

际工程时难以直接应用，需要进行高程转换。 
2.3 积分方程方法改进算法 

针对积分方程方法存在的问题，本文提出对积

分方法进行如下改进。 
已知传播路径随大圆距离d 变化的地形海拔高

度 ( )ph d ，首先将其转换为直角坐标系下的地形函数

( )z x ： 
( ) sinpx a h d θ⎡ ⎤= +⎣ ⎦                 (22) 

( ) ( )( ) cosp az x a h d a hθ⎡ ⎤= + − +⎣ ⎦      (23) 

其中 ah 为发射天线处的海拔高度。将 ( )z x 代入式

(14)，求解原积分方程，可得到观察点 ( , )gW d h (注意

此处 h 和d 分别表示原式(14)中大圆距离和接收高

度)。 
以 gP 表示改进后的衰减因子， pRh 表示接收点

实际的海拔高度， pd 表示改进后对应的大圆距离，
则 

( ) ( )
0 0

0

j

j
0

e
, ,

e p

k r

g p pR gk d

d
P d h A W d h

r
=      (24) 

由式(24)求解的结果可以使其与各种算法结果一 

致。此处
0 0

0

j

j
0

e

e p

k r

k d

d

r
为球面校正因子， pd , pRh 和d ,h 关 

系如图 2 所示，可通过式(25)~式(30)转换： 



第 9 期       周丽丽等： 不规则地形地波传播衰减因子的改进算法及结果一致性研究                      2257 

 

 

图 2 改进算法中地波衰减因子函数变量几何示意 

/p pd aθ =                           (25) 

( ) ( )+ sinpR px h a θ=                   (26) 

( )sin /a x aθ =                        (27) 

d aθ=                         (28) 

( )2 2
0 ( )r z x h x= + +                 (29) 

( ) ( ) [ ]cos ( )pR p ah h a z x a hθ= + − + +     (30) 

从式(24)可以看出本次算法改进的方式是对原

算法求得的直角坐标系中大圆距离为d ，离地垂直

高度为h 处的地波衰减因子，采用球面校正因子和

高程转换技术进行校正后得到的实为大圆距离为

pd ，海拔高度为 pRh 处的地波衰减因子。 
由上述推导分析可知直角坐标系中相同水平距

离下，接收点分别在地面与空中时，在改进算法中

对应的大圆距离不同。实际工程应用中当求解相同

经纬度，不同海拔高度处的地波衰减因子时，在原

积分算法中对应的水平距离或大圆距离也应不同。

改进后的积分算法中，衰减因子包含了近场感应、

地球曲率、地形起伏、有限电导率以及收发高度因

素等对地波传播特性的影响。同时，由于改进后的

衰减因子中 pRh 是观察点海拔高度，亦更适合工程应

用。 

3  积分方程改进算法的数值结果验证 

该节对积分方程改进算法与其他方法结果的一

致性进行了验证。 
图 3 给出了接收高度 pRh 分别为 0 km 和 10 km

条件下，采用积分方程、留数级数，抛物线方程方

法计算的均匀光滑球地面的结果，电参数选择为：
33 10σ −= ×  s/m, 15rε = 。地球半径取等效地球半

径 4 /3ea a= ，其中 6371.12a =  km。 
从图 3 可以看出，经改进后，积分方程方法结

果与其它方法预测结果一致性非常好，均匀光滑地

面条件下在 1000 km 范围内与留数级数法幅度误差

小于 0.2 dB，相位误差小于 50 ns。 
图4给出了不同接收高度(0 km, 5 km及10 km)

条件下，采用积分方程算法、抛物线方程方法、波

模转换法以及 Millintong 算法计算的陆海两段均匀

光滑球地面的结果。其中 Millintong 算法只适用于

地面接收的情况，因此只给出了地面接收结果。第

1 段路径长 400 km，电参数为： 310σ −=  s/m, 
10rε = 。第 2 段路径长 600 km，电参数为： 5σ =  

s/m, 80rε = 。地球半径仍取等效地球半径 ea =  

4 /3a 。 
从图 4 可以看出，分段均匀光滑条件下改进积

分方程方法与抛物线方程、波模转换方法预测结果

一致性也非常好，Millington 算法与其它算法误差

略大。 
图 5(a)所示的是一条实际复杂传播路径上测量

点分布区域图。测量信号为宣城台(O 点所示)播发

的导航信号，沿该路径共测量了 8 个点的相位，其

中地面上测量了 6 个点，海拔为 4.26 km 的高空测

量了 1 个点，海拔为 6.40 km 处测量了 1 个点。图

5(b)所示的是沿该路径地形高程及 8 个测量点空间

位置分布，其中 1~6 为地面测量点，7, 8 为两个空

中测量点。采用改进积分方程方法对该路不同高度

(地面、4.26 km, 6.40 km)衰减因子相位进行预测， 

 

图 3 均匀光滑球地面条件下地波衰减因子算法一致性验证 
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图 4 分段均匀光滑球地面条件下地波衰减因子算法一致性验证 

 

图 5 复杂不规则路径积分方程方法预测结果与实测结果比较 

并将预测结果与上述 8 个点的实测结果进行比较，

如图 5(c)所示。该路径中平原地区电参数取 σ =  
33 10−× s/m, 13rε = ；山区电参数取 44 10σ −= ×  

s/m, 7rε = 。 
从图 5 看出对于该复杂路径，算法结果与实测

结果吻合很好。 

4  结束语 

本文主要研究了低频地波理论衰减因子算法中

预测结果不一致的问题。给出了地波衰减因子预测

中积分方程方法的改进公式，使不同算法在均匀/
分段均匀光滑路径模型下的地波衰减因子预测结果

趋于一致，提高了电波地面长距离传播衰减因子的

精度，同时该算法更加适合实际工程问题的求解。

受限于积分方程方法的局限性，诸如模型推导近似、

数值积分近似及奇点处理等，文中改进算法对于地

形起伏较缓的不规则路径预测精度较高。对于地形

起伏剧烈的不规则路径，积分方程方法可通过与电

磁场数值计算方法相结合等途径进一步提高其预测

精度[20]。 
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