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摘   要：Bisecting K-means算法通过使用一组初始中心对分割簇，得到多个二分聚类结果，然后从中选优以减轻

局部最优收敛问题对算法性能的不良影响。然而，现有的随机采样初始中心对生成方法存在效率低、稳定性差、

缺失值等不同问题，难以胜任大数据聚类场景。针对这些问题，该文首先创建出了初始中心对组合三角阵和初始

中心对编号三角阵，然后通过建立两矩阵中元素及元素位置间的若干映射，从而实现了一种从随机整数集合中生

成二分聚类初始中心对的线性复杂度算法。理论分析与实验结果均表明，该方法的时间效率及效率稳定性均明显

优于常用的随机采样方法，特别适用于高维大数据聚类场景。
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Abstract: The algorithm of Bisecting K-means obtains multiple clustering results by using a set of initial center

pairs to segment a cluster, and then selects the best from them to mitigate the adverse effect of the local

optimal convergence on the performance of the algorithm. However, the current methods of random sampling to

generate initial center pairs for Bisecting K-means have some problems, such as low efficiency, poor stability,

missing values and so on, which are not competent for big data clustering. In order to solve these problems,

firstly the lower triangular matrix composed by the pairs of initial centers and the lower triangular matrix

composed by serial numbers of the pairs of initial centers are created. Then, by establishing several mappings

between the elements and their positions in the two matrices, a linear complexity algorithm is proposed to

generate initial center pairs from the set of random integers. Both theoretical analysis and experimental results

show that the time efficiency and efficiency stability of this method are significantly better than the current

methods of random sampling, so it is particularly suitable for these scenarios of high-dimensional big data

clustering.
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1    引言

Bisecting K-means是一种十分经典的聚类算

法[1,2]，由于该算法优点众多[3,4]，广泛应用于各种

聚类场景[5–7]，且成为各种聚类算法对比的标杆之

一 [8,9]。然而，该算法也存在局部最优收敛问题，

即以不同的两个样本作为初始中心来分割簇，最终

得到的“最优聚类模式”可能各不相同[10–12]。为了

减轻局部最优收敛的不良影响，最常用的方法是尝

试用多个不同的初始中心对来分割簇，以得到多个

局部最优聚类模式，然后从中选取质量最好的聚类

模式作为最终聚类结果 [ 13–15 ]。因此，Bisecting
K-means算法首要解决的问题便是：如何从待分割

簇中，生成一组符合要求的初始中心对。目前，常

用的随机采样初始中心生成方法包括两大类：基于

样本索引采样的方法、基于样本特征采样的方法。

其中，第1类方法的处理过程与样本特征无关，第

2类方法的处理过程与样本特征相关，故此基于样

本索引采样的方法更适合于处理高维度大数据。在

基于样本索引采样的方法中，常用的有以下几种。

(1)随机选取方法：从待分割簇中，随机选取

两个不同样本作为初始中心对[14,16]。该方法优点：

简单；缺点：多次生成的初始中心对可能有重复。

选定初始中心对后，因后续进行的二分聚类操作复

杂度较大，特别是对于高维大数据而言。所以应避

免重复的初始中心对，以防后续做无谓的大复杂度

计算。

(2)随机选取+单点排除方法：选取初始中心对

时，把之前曾被选为初始中心的单个样本点排除在

备选范围之外。该方法优点：简单、多次生成的初

始中心对无重复；缺点：存在缺失值问题(即排除

掉从未尝试过的初始中心对)[17]。

(3)随机选取+碰撞检测方法：从待分隔簇中，

随机选取2个不同样本，构成待用初始中心对，然

后检测其是否已被生成过(即碰撞检测)。若已生成

过(即发生碰撞)，则重复生成操作，直至“无碰

撞” [1,3]。该方法优点：无重复、无缺失值问题；

缺点：碰撞检测效率低、随机碰撞造成时间效率不

稳定。

由以上分析可知，现有的随机采样初始中心生

成方法存在着各种问题，难以胜任大数据聚类场

景。有鉴于此，本文提出了基于随机数三角阵映射

的二分聚类初始中心生成方法。 

2    随机数三角阵映射方法
 

2.1  初始中心索引对集合

待分割簇中两个不同样本的索引构成一个样本

索引对，所有不重复对构成的集合便是该待分割簇

的初始中心索引对集合(the set of Pairs of Indexes
of two Initial centers in the Cluster, PIIC)。其对

应于待分割簇的初始中心对池，定义如下

PIIC={ (i, j) | i, j∈Z, 1≤i<j≤n, n=|C*| };
i, j为待分割簇中的初始中心索引；

C*为待分割簇。 

2.2  初始中心对组合三角阵

若待分割簇有n个样本，可用下三角矩阵将所

有可选初始中心对的组合都表示出来，该矩阵称为

初始中心对组合三角阵(the lower Triangular
Matrix composed by the Pairs of initial centers,
TMP)，其具体形式如图1所示。

对于TMP中的任意元素e，其行编号row(e)为
第1个初始中心的索引i，其元素大小e为第2个初始

中心的索引j，即二元组(row(e), e)与唯一的初始

中心对(Si, Sj)相对应(其中i=row(e), j=e)。由此

可知，TMP中的元素与PIIC中的元素可构成一对

一映射，该映射定义为

f : ETMP→PIIC;
ETMP={ e | e∈TMP };

(i, j) = f(e) =

{
i = row(e)
j = e

(1) TMP中元素位置到元素大小的映射。

观察图1可知，TMP中元素位置到元素大小可

构成一对一映射，该映射定义为

f : PTMP→ETMP;
PTMP={ (x, y) | x, y∈Z, 1≤x, y≤n–1, x+y≤

n, n=|C*| };
e=f (x, y)=x+y;
PTMP : TMP中元素位置的集合；

x=row(e) : TMP中元素的行编号；

y=column(e) : TMP中元素的列编号。

(2) TMP中“元素位置”到“初始中心索引对”

的映射。

由映射f : PTMP→ETMP和映射f : ETMP→

PIIC，可得由TMP中元素位置到PIIC中初始中心

索引对的映射，该映射定义为

 

 
图 1 初始中心对组合三角阵TMP
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f : PTMP→PIIC;

(i, j) = f(x, y) =

{
i = x
j = x+ y

由此可知：随机生成初始中心对的操作，可

转换为从TMP中随机选取元素的操作。然而，直

接从TMP中随机选取元素，无法保证每次生成

的初始中心对均不重复，为此还需借助于另一个

矩阵。 

2.3  初始中心对编号三角阵

若待分割簇有n个样本，将所有可选初始中心

对从1至n(n–1)/2进行编号，然后将这些编号按升

序排列成下三角矩阵，便得到初始中心对编号三角

阵(the lower Triangular Matrix composed

by Serial numbers of the pairs of initial centers,

TMS)，其具体形式如图2所示。

TMS中的每个编号都与TMP中相应位置元素

所确定的唯一初始中心对相对应。如TMS中第1行

第1列的元素1，对应于TMP中第n–1行第1列的元

素n，故TMS中的“元素1”对应的初始中心对为

(Sn–1, Sn)。由此可知，TMS中的元素与初始中心

对存在映射关系，下面推导该映射。

(1)TMS到TMP的元素位置映射。

观察两矩阵的结构可知，其对应元素的位置满

足以下映射关系：

f : PTMS →PTMP;
PTMS={ (x, y) | x, y∈Z, 1≤y≤x≤n–1, n=

|C*| };
x′ y′ x′ y′ x′ y′

x′ y′
PTMP={ ( , ) | , ∈Z, 1≤ , ≤n–1,

+ ≤n, n=|C*| };

(x′, y′) = f(x, y) =

{
x′ = n− x
y′ = y ;

PTMS : TMS中元素位置的集合。

(2) TMS中元素位置到元素大小的映射。

观察TMS的结构可知，其元素位置到元素大

小满足以下映射：

f : PTMS→ETMS;
ETMS={ e | e∈TMS };

e=f (x, y)=(x2–x)/2+y.
( 3 )  TMS中元素大小到元素位置的映射。

证明：TMS中，任意元素e的行号

x =

⌈
1 +

√
1 + 8e

2
− 1

⌉
(1)

不失一般性，证明第n–1行中任意元素e(n–1)的行号

x =

⌈
1 +

√
1 + 8e(n−1)

2
− 1

⌉
(2)

f(e) =
1 +

√
1 + 8e

2
− 1 x = ⌈f(e)⌉令 ，则 。

e(n−1,n−1) = cn−1 + (n− 1) =
1

2
[(n− 1)2 + (n− 1)]，

则有

f(e(n−1,n−1)) =
1 +

√
1 + 4[(n− 1)

2
+ (n− 1)]

2
− 1

= n− 1 (3)

e(n−2,n−2) = cn−2 + (n− 2) =
1

2
[(n− 2)2 + (n− 2)]，

则有

f(e(n−2,n−2)) =
1 +

√
1 + 4[(n− 2)

2
+ (n− 2)]

2
− 1

= n− 2 (4)

令v=1+8e，则

f(v) =
1 +

√
v

2
− 1 =

1

2
v

1
2 − 1

2
(5)

∵ 函数f(v)为单调增加的幂函数，函数v=1+8e为
单调增加的线性函数，

f(e) =
1 +

√
1 + 8e

2
− 1∴ 函数 为单调增函数。

∵ e(n–2, n–2)<e(n–1)≤e(n–1, n–1)，

∴ f(e(n–2, n–2))<f(e(n–1))≤f(e(n–1, n–1))，
　 n–2<f(e(n–1))≤n–1，⌈

f(e(n−1))
⌉
= n− 1∴ 。

由以上推导可得：e(n–1)的行号满足式(2)。
由映射f : PTMS→ETMS及以上推导可知，TMS中
元素大小到元素位置满足以下映射：

f : ETMS→PTMS;

 

 
图 2 初始中心对编号三角阵TMS
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(x, y) = f(e) =


x =

⌈
1 +

√
1 + 8e

2
− 1

⌉
y = e− 1

2
(x2 − x)

 

2.4  初始中心对编号三角阵到初始中心索引对集合

的映射

对上述映射进行整理汇总，可用图3表示出从

TMS到PIIC的整个映射过程。

由映射f1至f4，可得从TMS到PIIC的映射，推

导为

设(i, j)∈PIIC, e∈ETMS，则有

i = x′ = n− x = n−
⌈
1 +

√
1 + 8e

2
− 1

⌉
(6)

j = x′+y′ = (n−x)+y = (n−x)+

[
e− 1

2
(x2 − x)

]
= n+e− 1

2

(⌈
1+

√
1+8e

2
−1

⌉2
+

⌈
1+

√
1+8e

2
−1

⌉)
(7)

由此可得

f : ETMS→PIIC;

(i, j) = f(e) =



i = n−
⌈
1 +

√
1 + 8e

2
− 1

⌉
j = n+ e− 1

2

(⌈
1 +

√
1 + 8e

2
− 1

⌉2
+

⌈
1 +

√
1 + 8e

2
− 1

⌉)
 

2.5  基于随机数三角阵映射的初始中心生成算法

由映射f : ETMS→PIIC可得基于随机数三角阵

映射的初始中心生成算法，其步骤如图4所示。

在图4所示的算法步骤中：n为待分割簇所含

样本数；m为初始中心对生成数量；randint([1,

N], m)表示从[1, N]中“不放回”抽样m个整数；

集合PIIC*保存生成好的初始中心索引对。 

3    随机数三角阵映射算法的复杂度分析

目前共讨论了4种初始中心随机生成算法，其

中随机选取生成的初始中心对可能有重复；随机选

取+单点排除会漏掉从未尝试过的初始中心对；随

机选取+碰撞检测(简称随机样本碰撞检测)和随机

数三角阵映射算法均不存在上述两种缺陷，故只对

这两种算法进行复杂度分析。

(1) 时间复杂度：随机数三角阵映射算法的步

骤、运算与时耗情况如图4所示。其中，T(·)为

运算和操作的计时函数；RSN为从N个数中不放回

抽样操作；MA为内存访问操作。

根据图4所示，统计算法各步骤中所含运算和

操作的时间，可知算法所需时耗约为

T (A) ≈mT (RSN ) +m[T(
√
) + 4T(×) + 7T(+)

+ T(⊓) + T (MA)] + 2T(×) + T(+)

≈ [T (RSN ) + T(
√
) + 4T(×)

+ 7T(+) + T(⊓)]m

由此可得算法时间复杂度为O ( T (A ) ) =
O(m)。

(2) 空间复杂度：算法需维护两个数据结构R

和PIIC*: R为随机整数的集合，可包含m个整数，

故其所需存储空间为M(R)=mM(Int)(M(·)为

存储空间占用量统计函数；Int为整型数据)；PIIC*

 

 
图 3 数据集映射过程汇总

 

 
图 4 随机数三角阵映射算法的步骤、运算与时耗分析
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为随机初始中心索引对集合，最多包含m个整数二

元组，故其所需存储空间为M(PIIC*)=2mM(Int)。
故此，算法所需存储空间约为M(A)≈3m

M(Int)，空间复杂度为O(M(A))=O(m)。 

4    随机样本碰撞检测算法的复杂度分析

(1) 时间复杂度：随机样本碰撞检测算法的步

骤、运算与时耗情况如图5所示。

假设在生成m个初始中心对的过程中，共发生

了K次碰撞，则算法各层循环次数为

第1层循环总次数：sum(|L1|)=m；

第2层循环总次数：sum(|L2|)=K+m；

第3层平均循环总次数：sum(|L3|)=m(m–1)/2+
(m+1)K/3。

据此统计图5中算法各步骤操作所需时间，可

得K次碰撞情况下算法的近似时耗为

T (A) ≈ sum(|L3|) [T (≥∗) + T (MA)]
+ sum (|L2|) [2T (RSn) + T (MA) + T (≥)]

+ sum (|L1|)T (MA)

≈
(
1.125m2 + 0.75mK

)
T(≥)

+ 2(K +m)T (RSn)

由此可得算法时间复杂度为O(A)=O(T(A))=
O(m2+mK)。

(2) 空间复杂度：算法在执行时，需维护一个

数据结构PIIC*。故此，算法所需存储空间约为

M(A)≈2mM(Int)，空间复杂度为：O(M(A))=O(m)。
总结以上分析结论，可得算法复杂度对比情况

如表1所示。

其中，Ob, Ow, Oa分别表示最优、最差、平均

复杂度；N=|PIIC|。 

5    实验

实验所用评估指标有平均时耗和时耗标准差，

即测定算法完成指定初始中心生成任务的运行时

间，然后统计多次相同实验所需时耗的平均值及标

准差。其中平均时耗用于评估算法的时间效率，时

耗标准差用于评估算法的时间效率稳定性。实验用

计算机基本配置如下：CPU为Intel core i7 3 GHz；

内存为8 GB；操作系统为Windows 7；算法实现

语言为Python 2.7。实验分为两部分：第1部分仿

真实验，用于验证本文算法时间复杂度理论分析的

正确性；第2部分高维数据集实验，用于验证本文

算法对高维大数据处理的适用性。 

5.1  仿真实验

影响随机数三角阵映射算法性能的因素有两

个：数据集所含样本数、初始中心对生成数。故验

证该算法的时间复杂度分析结论，只需仿真实验即

可。实验举例：当数据集样本数n=4时，因可用初

始中心对总数N=6，则依次统计算法生成1～6个初

始中心对时的各项评估指标。下文将随机样本碰撞

检测算法称为算法1(简写为A1)，将随机数三角阵

映射算法称为算法2(简写为A2)。 

5.1.1  时间效率实验

(1)实验结果：当3≤n≤10时，对算法1和算法

2的平均时耗进行测试，其实验结果如图6和图7
所示。

 

 
图 5 随机样本碰撞检测算法的步骤、运算与时耗分析

表 1  算法复杂度对比

算法 时间复杂度 空间复杂度

随机数三角阵映射算法 O(m) O(m)

随机样本碰撞检测算法 O(m2+mK) Ob(m
2); Ow(∞); Oa(mN·lnN) O(m)
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在图6中，将n取不同值时的平均时耗分开绘

制，以便于观察当数据集容量相同而初始中心生成

数量不同时的算法时耗对比；图7中，将n取不同

值时的平均时耗变化情况绘制在一起，以便于观察

当数据集容量不同而初始中心生成数量相同时的算

法时耗对比。

(2) 实验结果分析：观察图6和图7可知：随着

初始中心对生成数量的增多，算法1的平均时耗加

速增长，算法2的平均时耗约呈线性增长；待分割

簇的样本数越多，算法1生成相同数量初始中心对

的平均时耗越小。以上实验结果与算法时间复杂度

分析结论相一致。 

5.1.2  时间效率稳定性实验

(1) 实验结果：当3≤n≤10时，对算法1和算法

2的时耗标准差进行测试，其实验结果如图8和图9

所示。

(2) 实验结果分析：观察图8和图9可知：随着

初始中心对生成数量的增多，算法1的时耗标准差

随之总体增大，算法2的时耗标准差基本不变；待

分割簇的样本数越多，算法1生成相同数量初始中

心对的时耗标准差总体越小。以上实验结果与算法

时间复杂度分析结论相一致。 

5.2  高维数据集实验

参与对比测试的算法有：本文随机数三角阵映

射算法(the algorithm based on Random integer
Triangular Matrix Mappings, RTMM)、随机样本

碰撞检测算法(the algorithm based on Random
Sample Collision Detection, RSCD)、特征域均匀

采样算法 [ 18 ](the algorithm based on Feature
Range Uniform Sampling, FRUS；当前最流行的

基于样本特征采样的算法)。实验引入3个著名高维

数据集：20NEWS [ 1 9 ] ,  IMDB [ 2 0 ] ,  MNIST [ 2 1 ]，

用于验证本文算法在高维大数据处理领域的优越性。

 

 
图 6 算法平均时耗分步对比

 

 
图 7 算法平均时耗叠加对比

 

 
图 8 算法时耗标准差分步对比
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其中，20NEWS数据集保存的是网络新闻文本，经

数据清洗、特征提取等格式化处理后得到1.8×
104个样本，每个样本有173451个特征；IMDB
数据集保存的是电影评论文本，经处理得到2×
104个样本、73063个特征；MNIST数据集保存的是

手写数字点阵图像，经处理得到1×104个样本、

784个特征。

(1) 实验结果

测试生成不同数量初始中心对时，算法的运行

时耗变化情况，其结果如图10—图12所示。

测试算法在生成大规模初始中心对(1.8×105

个)时的运行时耗，其结果如表2所示。

(2) 实验结果分析

(a) 数据集维度规模对算法性能的影响：处理

20NEWS数据集(约1.7×105维)时，RTMM相较于

FRUS算法的效率优势最明显；处理IMDB数据集

(约7×104维)时，效率优势没有在20NEWS数据集

上明显；处理MNIST数据集(约7×102维)时，两算

法的效率基本相当。以上实验结果表明：数据集维

度规模对FRUS算法性能的影响显著，而对RT-

MM和RSCD算法没有影响；数据集维度越高，

FRUS算法的效率越低，RTMM算法的效率优势越

明显。

(b) 初始中心生成规模对算法性能的影响：随

着初始中心生成数量的增加，RSCD算法的运行时

耗加速增长，FRUS算法运行时耗约呈线性增长，

RTMM算法运行时耗几乎不变。以上实验结果表

明：初始中心生成规模对RSCD算法的性能影响最

显著，对FRUS算法性能影响次之，对RTMM算法

性能影响甚微；初始中心生成数量越多，RSCD和

FRUS算法的效率越低，RTMM算法相较于两算法

的效率优势越明显。

总结本文实验与分析结果，可得以下结论：FRUS

算法更适合于低维数据集上小规模初始中心生成任

务；RSCD算法更适合于高维数据集上小规模初始

中心生成任务；RTMM算法更适合于高维数据集

上大规模初始中心生成任务。 

6    结束语

本文首先创建出初始中心对组合三角阵和初始

中心对编号三角阵，然后通过建立两矩阵中元素及

元素位置间的若干映射，从而提出了一种新的二分

聚类初始中心生成方法。理论分析与实验结果均表

明：随着初始中心对生成数量的增多，新方法的平

 

 
图 10 20NEWS数据集上算法运行时耗

 

 
图 11 IMDB数据集上算法运行时耗

 

 
图 12 MNIST数据集上算法运行时耗

 

 
图 9 算法“时耗标准差”叠加对比

表 2  大规模初始中心生成任务下的算法时耗对比

DataSet
平均时耗(s)

RTMM RSCD FRUS

20NEWS 15.988381 3304.241926 1398.781894

IMDB 20.109095 3349.822651 567.211075

MNIST 4.805166 3360.242473 6.441524
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均时耗近似于线性增长，且其时耗标准差非常稳

定、近似于零。新方法的时间效率及稳定性明显优

于常用的随机采样方法，且随着数据集维度规模和

初始中心生成规模的增大，其高效性与鲁棒性的优

势将更加明显。故此，本文方法特别适用于高维大

数据聚类场景。
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