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摘   要：针对极化码译码延迟较高的问题, 该文提出了一种针对置信度传播算法的早期停止准则，通过监测码字

估值 的收敛性来终止译码。该准则利用高斯近似分析选取码字中Q个出错概率较小的比特构成比较空间，由于

比较的位数较少，且仅采用异或和或运算，其计算复杂度较低。与基于信息序列估值 的方案不同，提出的准则

在计算 之前已完成检测，不会导致额外的译码延迟。仿真和FPGA综合结果表明: 该准则相对于G-Matrix, 最坏

信息位(WIB)和冻结位误码率(FBER)可有效节省硬件资源；当最大迭代次数设置为40次时，相比于G-Matrix准

则，复杂度下降的代价是平均迭代次数在3.5 dB处上升了29.98%，相比于WIB和FBER方案，平均迭代次数分别

减少39.44%和27.67%。

关键词：极化码；置信度传播；早期停止准则；低复杂度；码字估值

中图分类号：TN911.22 文献标识码：A 文章编号：1009-5896(2021)01-0077-08

DOI: 10.11999/JEIT200355

Low-complexity Early Stopping Criterion for Belief
Propagation Decoding of Polar Codes

ZHANG Xiaojun①②      LI Na①      DONG Yanfei①      CUI Jianming①      GUO Hua①

①(College of Electronic and Information Engineering, Shandong University of

Science and Technology, Qingdao 266590, China)
②(State Key Laboratory of High-end Server and Storage Technology, Jinan 250101, China)

x̂

û
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Abstract: Considering the high decoding latency of polar code, an early stopping criterion for belief propagation

is presented, which terminates the decoding by monitoring the convergence of codeword estimate  . In this

paper, Gaussian approximation is used to analyze and select Q bit with low error probability to construct the

comparison space. Because the number of bit to be compared is small and only XOR and OR operation is used,

the computational complexity is low. Different from other criteria based on  , the proposed criterion does not

lead to additional latency for it has been completed before calculating  . Simulation and FPGA Synthesis

results show that compared with G-matrix, Worst Information Bit (WIB) and Frozen Bit Error Rate (FBER),

this criterion can effectively save hardware resource.When the maximum iteration number is set to 40,

compared with the G-matrix criterion, the average iteration time is increased by 29.98% at 3.5 dB, and the

average iteration times are reduced by 39.44% and 27.67% respectively compared with the WIB and FBER

schemes.
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1    引言

N logN

2019年9月，芬兰奥卢大学6G旗舰研究计划组

发布了全球首个6G白皮书，该白皮书认为6G的大

多数性能指标相比5G将提升10～100倍。其中通信

时延可低至0.1 ms，将是5G的1/10，并且具有超高

可靠性[1]。这些需求对移动通信中的信道编解码的

延迟特性和译码性能提出了更高的要求。极化码是

第1种被证明在二进制离散无记忆信道下能够达到

信道容量的纠错码[2]，具有较高的可靠度和实用价

值，已经成为5G控制信道的编码方案，并有望成

为6G通信中主要的信道编码方案。在极化码的译

码算法方面，串行抵消(Successive Cancellation, SC)
算法[3,4]和串行抵消列表(Successive Cancellation
List, SCL)[5]作为极化码的低复杂度译码方案，具

有较高的可靠性，但在译码时均需遍历译码二叉树

的每个节点，导致译码延迟较高。与SC, SCL算法

不同，置信度传播算法(Belief Propagation, BP)是
一种并行迭代的译码算法，可获得较低的译码延

迟。然而，大量的迭代次数仍造成BP较高的计算

复杂度。由于大部分BP译码器在到达最大迭代次

数之前已经收敛于原始码字，因此需要引入迭代早

期迭代停止准则提前判断。为了减少迭代冗余，

Yuan等人[6]提出了G矩阵(G-matrix)和最小对数似

然比 (minimum Log Likelihood Ratio, minLLR)两
个准则。其中，G-Matrix包含 次二进制操

作，而minLLR需要进行大量的比较运算。Yan等
人[7]提出一种基于局部固定比特的早期停止准则，

将固定位作为提前停止的准则。为降低资源消耗，

文献[8]提出一种有效节省资源消耗的提前迭代终止

准则，与基于阈值的算法相比，该准则可降低资源

消耗且不会造成译码性能损失。Ren等人[9]提出了

LLR辅助(LLR-Magnitude Aided, LMA)和循环冗

余校验辅助(CRC Aided, CA)两种早期停止准则，

当信噪比为4 dB、最大迭代次数为30时，LMA和
CA分别能减少72.6%和84.5%的迭代次数。此外，

Simsek等人[10]提出一种基于最坏信息位(Worst of
Information Bits, WIB)的早期停止准则，它只需

检测一部分LLR的符号位，可使译码复杂度有所降

低，但译码性能低于G-Matrix。Simsek等人[11]通过

去除冗余加法器阵列对WIB进行了优化。另外，

Albayrak等人[12]提出了一种基于Luby变换的提前

停止准则，通过观察译码器中LLR信息的符号位变

化，确定译码输出是否收敛到原始序列。文献[13]
于2017年提出了一种检测冻结位误码率(Frozen Bit
Error Rates, FBER)的早期停止准则，该准则只

检测在最可靠的冻结子信道中传输的冻结位。受到

û û

早期停止准则的启发，Giard等人[14]提出了基于极

化码BP译码算法的盲检测法。上述准则都取决于

或与 对应的对数似然比(Log Likelihood Ratio,
LLR)。
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û

û û
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本文研究了信息序列估值( )与码字估值( )之

间的关系，当 和 满足编码算法施加的约束时，

可获得有效的码字估值。当 收敛到有效估值时，

亦收敛到有效估值。基于这一思想，本文提出了

一种新的早期停止准则，该方案只监测 的收敛性。同时，

借助高斯近似(Gaussian Approximation, GA)[15]

分析了 中每位比特的出错概率，发现一些出错概

率较低的 需要较少的迭代次数。因此，该准则构

造了一个由 中出错概率较低的部分构成的比较空

间。由于只检测 中一部分比特的收敛性，所提出

的准则进一步节省了硬件资源消耗。另外，由于译

码器的最终输出是 ，如果早期停止准则取决于

，那么它只能在获得 后开始执行，将导致额外

的计算复杂性和延迟。所提出的方案只取决于 ，

可避免这种情况。仿真结果表明，所提算法在不损

失译码性能的情况下，可有效降低计算复杂度并减

少译码的平均迭代次数。

2    基本理论

2.1  极化码

u

x

G = B · F⊗n B F⊗n

F =

[
1 0
1 1

]

极化码可定义为{N, K, A, AC}，其中N=2n,
K, A, AC分别表示码长、信息位个数、信息位集

合和冻结位集合。信息 由K个信息位和(N-K)个
冻结位组成，与生成矩阵G相乘获得码字 。其

中 ,   是 位 置 换 矩 阵 ， 表 示

的n次克罗内克积。

2.2  BP译码算法

n

Lt
i,j Rt

i,j

一个 (N, K)极化码可用一个 阶因子图来表

示，它在每阶都有N/2个处理单元(Processing

Element, PE)，整个因子图包含 (n+1)N个节点。

图1为(8, 4)极化码的因子图。BP算法的每次迭代

过程由一个右向信息更新和一个左向信息更新组成。

令 和 分别表示节点(i, j)在第t次迭代中自右

向左和自左向右传播的信息，其中i是位索引，j是

阶数索引。BP译码器中的节点更新如式(1)所示

Lt
i,j =

{
f
(
Rt

i+N/2,j + Lt
2i,j+1, L

t
2i−1,j+1

)}
Lt
i+N/2,j =

{
f
(
Rt

i+N/2,j + Lt
2i,j+1

)
+ Lt

2i,j+1

}
Rt

2i−1,j+1 =
{
f
(
Lt−1
2i,j+1 +Rt

i+N/2,j , R
t
i,j

)}
Rt

2i,j+1 =
{
f
(
Lt−1
2i−1,j+1, R

t
i,j

)
+Rt

i+N/2,j

}


(1)
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其中

f(x,y) ≈ α ∗ sign(x)sign(y)min (|x|, |y|) (2)

j = 2, 3, ···, n+ 1 Rt
i,j n+ 1

Rt
i,j+1 Lt

i,j j = n, n− 1, ···, 1

Imax i

式(2)中α是伸缩因子。在右向更新信息期间，按

照 ,  进行串行更新。在 列的

更新之后进行左向更新， 按照

进行串行更新。当BP译码器达到最大迭代次数

时，第 个信息位的估值可通过式(3)得到

ûi = sign(LImax
i,1 ), i ∈ A (3)

3    提出的早期迭代停止准则

3.1  X-tolerance早期迭代停止准则

ui ûi

xi x̂i Rt
i,n+1 = ln(P (x̂i = 0)/P (x̂i = 1)

x̂i x̂i

BP算法的迭代过程可用极化码的因子图来表

示。因子图中的每一个节点都与编码过程中的节点

相对应，由于因子图节点中包含相应节点的LLR，
则对因子图节点中的LLR进行硬判决即可得到相应

的编码过程的中间估计值。对最左侧列节点中的

LLR进行硬判决可得 的估值 ，类似地对最右侧

即因子图中第n+1列节点中的LLR进行判决可得到

的估值 。设 ,

代表码字估值中的第i位。因此， 定义为

x̂i = si,n+1 = sign(Rt
i,n+1) (4)

x̂ = {x̂1, x̂2, ···, x̂N} = (s1,n+1, s2,n+1, ···, sN,n+1) (5)

x = u ·G x̂ û对于任何极化码， ，如果 和 是有

效的估值，则必须满足式(6)

x̂ = û ·G (6)

x̂ = û ·G
x̂ û

u x

基于该推论， 可被用于在迭代过程中

检测 与 是否为有效的估值。G-Matrix早期停止

准则根据极化码编码中信息序列 和码字 之间的

关系，在译码迭代中通过判断是否满足式(6)来决

定是否提前停止译码迭代，因此每一次判断都相当

û

x̂ x̂ û

x̂ û x̂ û

x̂ û û

于进行一次极化码编码。本文对G-Matrix做了进一

步分析，依据式(6)，发现译码中信息序列估值 和

码字估值 存在下列3种类型：类型1， 和 满足

式(6),  和 均为有效估值；类型2， 和 满足式(6),
和 均为有效估值，但 并不是发送端所传输的信

息序列；类型3：迭代次数达到最大迭代次数时依

旧不满足式(6)。
x̂ û

x̂ û ûN
1 ̸= uN

1

对于类型2,  和 在迭代过程中满足这种约束，

即 的确是 经过极化编码后的码字，但 ，

即该信息序列并不是发送端所发送的信息。该类型

情况在译码过程中极少发生，可忽略。类型3属于

提前终止准则无法处理的情况，该类型会在迭代次

数到达预设的最大迭代次数后停止。由以上分析可

知，有效处理类型1是本文研究的重点。

x̂ û

Tu û

Tx x̂

Tu Tx

对于类型1，为了满足式(6),  和 需要同时为

有效的估值。令 表示 收敛所需的最小迭代次

数， 表示 收敛所需的最小迭代次数，则类型1中
迭代终止所需迭代次数由 和 中的较大值决定。

Td

Td Tu Tx

Tu − Td > 0 Tx − Tu > 0 Tu−
Td = 0 Tx Tu Tx

x̂ 2.5 dB

x̂

û û

令 表示译码成功所需的最小迭代次数。通过

仿真得到 ,  和 之间的大小关系。图2展示了

和 的比例，灰色部分为

的比例。从图2中可看到 是 和 之间较

大的那个。因此，对于类型1，迭代终止准则可简

化为判断 是否收敛。如图3所示，当Eb/N0=
时，随着迭代次数的增加， 中的符号改变个数和

中的错误估值位数均迅速下降。当 中的错误估

值位数下降到0，得到一个有效估值。

x̂

x̂

x̂

x̂ û

在BP译码过程中，如果 连续几次迭代保持不

变，则认定 已经收敛。因此，本文提出了一种新

的停止准则，称之为X-tolerance。当 在连续X次

迭代中保持不变时停止迭代。X-tolerance检测规则

如式(7)所示。该准则不同于G-Matrix，它只依赖

码字估计值 ，无须每次迭代均对 进行重新编

码，因此减少了计算复杂度

t∑
t−X+1

N∑
i=1

x̂t
i ⊕ x̂t−1

i = 0 (7)

 

 
图 1 (8, 4)极化码的因子图

 

 
Td Tu Tx图 2  ,  和 的大小关系

第 1期 张小军等：针对极化码置信度传播算法的低复杂度早期停止准则 79



3.2  比较空间的构造

S ⊆ {1, 2, ···, N}
x̂

P (x̂i ̸= xi) t = Imax x̂i

P (x̂i ̸= xi) x̂N
1

P (x̂i ̸= xi)

在式(7)中，X-tolerance在一次迭代中需要

N个异或(XOR)操作，为了进一步减小计算复杂

度，本文定义了一个集合 ，称为比

较空间，是由 中部分比特的索引构成的集合。设

是当 时的 的出错概率。对于

BP译码器，具有较低 的 需要较少的译

码迭代。利用这一思想，根据 构造了比

较空间。

ai,j v(i, j)

ai,j

对于n=3，极化码的Tanner图如图4所示。圆

圈表示变量节点，方块表示校验节点。变量节点中

的信息用LLR表示。设 表示节点 的LLR的
概率密度函数(Probability Density Function,
PDF)。假设传输全零码字，基于密度进化理论[11]，

采用式(8)和式(9)递归地计算
a2i−1,j = ai,j+1 ⊙ ai+2j+1,j+1,

a2i,j = ai,j+1 ⊗ ai+2j+1,j+1 (8)

ai,n+1 = aw (9)

⊙ ⊗
aw

rti,j lti,j v(i, j) Rt
i,j Lt

i,j

rti,j

lti,j

其中， 和 分别是变量节点和校验节点的卷积操

作。 是信道W接收到的LLR的概率密度函数。对

于BP译码，设 和 表示 中 和 的概

率密度函数。根据式(1)和密度进化理论， 和

可通过式(10)计算

rti,j+1 =
{
rt2i−1,j ⊙ (rt2i,j ⊗ lt−1

i+2j+1,j+1)
}

rti+2j+1,j+1 =
{
(rt2i−1,j ⊗ lt−1

i,j+1)⊙ rt2i,j
}

lt2i−1,j =
{
lti,j+1 ⊙ (lti+2j+1,j+1 ⊗ rt2i,j)

}
lt2i,j =

{
(lti,j+1 ⊗ rt2i−1,j)⊙ lti+2j+1,j+1

}


(10)

rti,1根据BP算法的初始化可得， 满足
0∫

−∞

rti,1dz =

{
0.5, i ∈ A

0, i /∈ A
, lti,n+1 = aw (11)

rti,j lti,j

N (mr,t
i,j , 2m

r,t
i,j) N (ml,t

i,j , 2m
l,t
i,j)

可用GA简化计算， 和 分别表示为

和 [13]。因此，式(10)和

式(11)可近似为

mr,t
i,j+1 =

{
φ−1(1− [1− φ(mr,t

2i−1,j)]

·[1− φ(mr,t
2i,j +ml,t−1

i+2j+1,j+1)])
}
,

mr,t
i+2j+1,j+1 =

{
φ−1(1− [1− φ(mr,t

2i−1,j)]

·[1− φ(ml,t−1
i,j+1)]) +mr,t

2i,j

}
,

ml,t
2i−1,j =

{
φ−1(1− [1− φ(ml,t

i,j+1)]

·[1− φ(ml,t
2i,j +mr,t

i+2j+1,j+1)])
}
,

ml,t
2i,j =

{
φ−1(1− [1− φ(ml,t

2i−1,j)]

·[1− φ(ml,t
i,j+1)]) +ml,t

i+2j+1,j+1

}
(12)

mr,t
i,1 =

{
0, i ∈ A

+∞, i /∈ A
(13)

ml,t
i,n+1 = 2/σ2 (14)

ml,Imax
i,n+1 x̂i在得到 后， 的错误概率通过式(15)

计算

P (x̂i ̸= xi) =

0∫
−∞

1

2
√
πati,n+1

· exp

−(x−ml,Imax
i,n+1)

2

4ml,Imax
i,n+1

 dx (15)

式(15)可简化为[16]

 

 
x̂ û图 3  中符号变化和 中错误位数

 

 
图 4 (8, 4)极化码的Tanner图
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P (x̂i ̸= xi)

=

[
1−

(
1− exp

(
−
(
ml,Imax

i,n+1/2
)
/1.6058

))1/2
]/

2

(16)

{P (x̂i ̸= xi) |i = 1, 2, ···, N }

对于X-tolerance，当采用比较空间缩小检测范

围时，错误率会增加。然而，当增加X来弥补性能

损失时，又增加了平均迭代次数。因此，为尽可能

降低平均迭代次数，S由

中Q个最小值的索引构成。当式(17)满足时，X-
tolerance停止迭代译码，在算法1中给出了具体的

BP译码过程

t∑
t−X+1

∑
i∈S

x̂t
i ⊕ x̂t−1

i = 0 (17)

4    性能分析

α = 0.9375

采用二进制相移键控(Binary Phase Shift
Keying, BPSK)调制，在二进制加性高斯白噪声

(Binary-Input Additive White Gaussian Noise,
BI-AWGN)信道下，对(1024, 512)极化码进行

BP算法仿真，其中 ，最大迭代次数设置

为40次。

4.1  译码性能分析

如图5所示，当Q=128, X=2时，所提出的准

则在误帧率和误码率上与40次固定迭代(fixed 40),
WIB和FBER译码性能相似。如果Q降低到64，则

需将X至少增加到3，以弥补性能损失。每当X增

加1时，它将至少导致平均迭代次数上升一次。同

样可观察到Q值越大，译码性能越好。然而，较高

的Q值增加了计算复杂度。因此，可通过仿真选择

合适的(X,Q)来权衡硬件复杂度和平均迭代次数。

4.2  对迭代次数的分析

Q = 1024, X = 1

Q = 128,

X = 2 Q = 64, X = 3

在相同的误码率条件下，比较不同迭代终止算

法的平均迭代次数。如图6所示，在BER=1.48×
10–5, Eb/N0=3.5 dB时，与40次固定迭代(fixed
40)的算法相比，G-Matrix准则可以减少87.96%的

迭代，本文所提准则在Q=128和X=2时可以减少

83.03%的迭代；当 时，与G-Matrix
相比，平均迭代次数上升了29.98%；当

和 时分别与WIB(nWIB=128,
M=6)和FBER(NF=64, M=6)相比平均迭代次数

减少了39.44%和27.67%。当检测位数相等时，所

提准则比WIB和FBER需要更少的迭代。

4.3  硬件结构

Rt
Si,n+1

x̂t
Si

⊕ x̂t−1
Si

Dt

{Dt, Dt−1, ···, Dt−X+1} Et

X-tolerance的硬件结构如图7所示。通过硬判

决得到 的符号；异或 (XOR)用于计算

。在第t次迭代中， 是与门(OR)的结果；

Comp检测 是否等于0；当

为0时终止译码。

图8中给出了(8, 4)极化码的BP译码流程。虚

线部分表示处理单元的阶段和停止准则之间的数据

依赖关系。采用X-tolerance时，在第t次迭代的第

 

 
图 5 不同迭代终止准则的极化码译码性能比较

算法1　(N, K) X-tolerance BP译码器

　(1) 输入：

LLR (ri)　(2) 信道输出：

AC　(3) 冻结位集合：

　(4) 比较空间：S

　(5) 初始化：

Imax　(6) 设定 和X

Lt
i,j Rt

i,j　(7) For 每个节点的传播信息 和

(j == 1)
(
i ∈ AC

)
Rt

i,1 = ∞　(8)　　if   &    对于t=0, 1,···, Imax

(j == 1 + n) Lt
i,n+1 = LLR (ri)　(9)　　else if    对于t=0, 1,···,

　　　　 Imax x

L0
i,j = R0

i,j = 0　(10)　　else 

　(11) 迭代过程：

t < Imax　(12) While   do

Lt
i,j Rt

i,j　(13) 根据(1)更新每个节点的  and 

x̂N
1　(14) 更新 

Rt
i,n+1 > 0 x̂i = 0　(15)　　if   then 

x̂i = 1　(16)　　else 

　(17) end while

　(18) 提前停止准则：

　(19)　　if (17) 成立 then

　(20) 迭代终止

t = t+ 1　(21)　　else 

ûN
1 = (û1, û2, ···, ûN )　(22) 输出：
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Rt
t,4, i ∈ [N ] x̂t

x̂t x̂t−1

3个时钟中，译码器输出 ，然后确定 。

接下来， 和 被发送到相等检测器。第5个时

钟，计算X比较器的结果。如果满足X-tolerance，

Lt
i,1, i ∈ [N ]

(n ≤ 10000)

û

Lt
i,4, i ∈ [N ]

n > 2

û

译码器将计算 ，终止译码，否则继续下

一次迭代。对于大多数具有实际长度 的

极化码，相等检测器和X比较器的关键路径延迟总

是小于PE[7]。因此，X-tolerance不会增加整个译码

器的关键路径延迟。此外，G-Matrix, WIB和
FBER只能在得到 后开始早期停止准则的判决，

由于译码器和早期停止准则并行运行，在得到早期

停止准则的结果前，译码无法终止，这会导致额外

的延迟和复杂度。如图8所示，在第t次迭代的第

6个时钟中译码器计算输出 ，之后的第7个

时钟其他准则才会开始判断是否终止译码，相对于

X-tolerance会多出部分时钟译码延迟。当 时，

X-tolerance不会导致额外的延迟，因为X-tolerance
的检测在获得 之前已完成。

4.4  计算复杂度和资源消耗分析

x̂i, i ∈ S

x̂t
i ⊕ x̂t−1

i

表1列出了一次迭代停止准则的计算复杂度。

对于 , X-tolerance使用Q个XOR操作来计

算 。同时，X-tolerance需要X+Q个OR操

 

 
图 6 不同迭代终止准则的平均迭代次数比较

 

 
图 7 X-tolerance的硬件结构

 

 
图 8 采用X-tolerance的BP译码流程
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作和1个比较操作来检测连续X次迭代是否有变

化。虽然X-tolerance消耗更多或操作，但因为没有

加法操作，其具有最低的计算复杂度。表2比较了

多种早期迭代停止准则在Stratix V 5SGXEA7N2F45C2
上的综合结果，统一采用8 bit量化LLR。与其他迭

代终止准则相比，X-tolerance可有效降低硬件消

耗。在ALM方面，它减少了90%以上的资源消耗。

与G-Matrix, WIB和FBER相比，X-tolerance
可节省37.6%～97.2%的寄存器。

5    结束语

x̂

为了降低极化码置信度传播算法的译码延迟，

减少迭代次数，本文提出一种基于码字估值的早期

迭代停止准则。通过构造比较空间，只需检测码字

估值 中的部分位置，进一步降低计算复杂度，且

不会引入额外的延迟。仿真表明，当最大迭代次数

为40，信噪比为3.5 dB时，与G-Matrix相比，

X-tolerance平均迭代次数上升了29.98%，与WIB,
FBER相比，X-tolerance平均迭代次数分别降低

39.44%和27.67%。综合结果表明，与G-Matrix,
WIB和FBER相比，X-tolerance可节省90%以上的

ALM资源。
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