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基于 Shilnikov 定理构造分段线性混沌系统 
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摘  要：该文基于异宿轨道 Shilnikov 定理，构造了一类分段线性混沌系统。这类混沌系统具有至少两个平衡点，

且在各个平衡点处具有相同的雅戈比矩阵。通过改变系统的平衡点及相应转换平面，可以得到这类混沌系统的其他

形式。理论研究和实验证明了该方法的有效性。 
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Abstract: According to the heteroclinic shilnikov theorem, a kind of piecewise linear chaotic system is presented in 
this paper. These systems have at least two equilibriums and at each equilibrium they have the same Jacobian. 
Changing the equilibriums and the separating planes, the other forms of these systems can be got. Theoretical 
analysis and experimental results confirm the method is effective. 
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1  引言  

自上世纪 60 年代 Lorenz 系统被发现以来，人们通过各

种数值仿真和实验相继发现了许多新颖的混沌系统[1−3]。这

些系统的提出，一方面有利于理解非线性动力系统的复杂行

为，另一方面也为混沌在信息处理、保密通讯等工程技术领

域内的应用提供了支持，具有十分重要的意义。 

在各种混沌系统中，分段线性混沌系统是比较特殊的，

它的电路实现相对容易并且理论分析相对简单。研究表明，

利用分段线性函数可以比较容易的产生各种混沌吸引子[4,5]。

另外也有一些分段线性混沌系统是利用状态反馈控制和延

时控制产生[6−8]。 

尽管目前已经有很多混沌系统被提出，但如何根据实际

需要来构造所需的混沌系统仍然是十分值得研究的课题。构

造混沌系统必须深入理解混沌产生的机制，而 Shilnikov 定

理正是判断三维系统是否存在混沌现象的重要理论依据。文

献 [9,10]利用 Shilnikov 定理分别对蔡氏电路和分段线性

Lorenz 系统进行分析，证明了这些系统中存在 Smale 马蹄混

沌。由于 Shilnikov 定理揭示了混沌产生的机制，因此不仅

可以用于证明系统中是否存在混沌现象，同时也可以作为构

造混沌系统的依据[11]。 

本文基于 Shilnikov 定理，提出了一类分段线性混沌系
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统的构造方法。这类系统含有两个或者两个以上的平衡点，

并且在平衡点处具有相同的特征矩阵。通过分析平衡点处的

特征值及其特征向量，确定平衡点附近的稳定子空间和不稳

定子空间，并在此基础上给出相应的转换平面，得到系统方

程。改变系统的平衡点及相应的转化平面，可以得到此类混

沌系统的其他形式。最后文章给出了这类混沌系统的电路实

现。 

2  Shilnikov 定理 

Shilnikov 定理是研究连续时间自治混沌系统的有效工

具[12]，其中包含对同宿轨道和异宿轨道两种情况的阐述。 

考察一个三维自治动力系统： 
3d ( ),    ,   

d
x x t R x R
t

∈ ∈=ξ         (1) 

其中 3 3:  R R→ξ 属于 ( 2)rC r ≥ ，并且 3
ex R∈ 是系统的一

个平衡点， ( ) 0ex =ξ 。如果系统在 ex 点的雅戈比矩阵

( )ex=J Dξ 具有如下形式的特征值：γ ， iσ ω± ，且 0σγ < ，

0ω ≠ ，其中， γ , σ , ω 均为实数，那么称该平衡点 ex 为双

曲鞍焦点。 

定理 1  (同宿轨道 Shilnikov 定理[12])：给定如式(1)所

示的三阶自治系统，假定满足以下条件：(1)平衡点 ex 为鞍

焦点，并且满足如下 Shilnikov 不等式， 0γ σ> > ；(2)

存在通过平衡点 ex 的一条同宿轨道Η 。那么，在系统式(1)

及其相应的扰动系统中存在 Smale 马蹄混沌。 
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定理 2  (异宿轨道 Shilnikov 定理[12])：给定如式(1)所

示的三阶自治系统，令 1ex 和 2ex 分别为系统式(1)的两个不

同的平衡点，假定满足以下条件：(1) 1ex 和 2ex 均为鞍焦点，

并且满足如下 Shilnikov 不等式， 0i iγ σ> > ，( 1,2i = )，

同时满足 1 2 0σ σ > 或者 1 2 0γ γ > ；(2)存在连接 1ex 和 2ex 的异

宿 环 (heteroclinic loop) lH ， 它 是 由 两 个 异 宿 轨 道

iH ( 1,2i = )构成的。那么，式(1)所示系统及其扰动系统存

在 Smale 马蹄混沌。 

上述 Shilnikov 定理是分析连续时间混沌系统的有效工

具。在应用该定理进行分析时，困难的是如何找到同宿轨道

和异宿轨道。 

3  构造混沌系统 

本文基于 Shilnikov 定理，通过寻找异宿轨道，提出了

一类分段线性混沌系统。 

在构造混沌系统过程中，首先给定该系统的雅各比矩阵

和平衡点，计算其相应的特征值及特征空间，然后根据不同

平衡点的稳定子空间和不稳定子空间的交点适当选择转换

平面S ，使平衡点对称分布在S 平面两侧。根据这种构造方

法，能够确保稳定子空间与平面S 的交点位于不稳定子空间

与平面S 的交线上，从而确保该系统在一定参数下存在异宿

轨道。以下将以一个具有特殊特征矩阵的系统为例，说明混

沌系统的构造过程。 

三维自治系统在平衡点P+ (1, 1, 1)和P− (1, 0, 0)处的

雅戈比矩阵如下： 

                  0 
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平衡点处的特征值为 , iγ σ ω± 。根据 Shilnikov 定理，令

0γ < ， 0σ > ， 1σ γ < ，且 0ω ≠ 。假定 ±u ， ±u 和 ±w

分别为平衡点 P± 处相应于 γ 和 iσ ω± 的特征向量。令

± ± ±= ×n u w ，n±为 ±u 和 ±w 所构成平面的法向量。特征

向 量 ±u 及 法 向 量 ±n 分 别 为 ： ( ) 0γ ± ±− =I J u ，

T( ) 0γ± ±− =n I J 。经过计算得，  
T[0,0,1]± =u ， T[0,0,1]± =n           (3) 

由式(3)可以确定，系统在平衡点P±处相应于 γ 的一维

稳定子空间 ( )sE P± 为过平衡点与 z 轴平行的直线，而相应

于 iσ ω± 的二维不稳定子空间 ( )uE P± 为过平衡点与 z 轴垂

直的平面，如图 1 所示。 ( ) ( )s uC E P E P− += ∩ ， sA E=  

( ) ( )uP E P+ −⋅ ∩ ，过 A, C 两点及 B 点作转换平面 S，平面方

程为 2x y z+ + = 。 ( )uBC E P S+= ∩ ， ( )uEF E P S−= ∩ ，

显然 A 点在交线EF 上，C 点在交线BC 上，由此可以确定，

在一定参数下存在异宿轨道。因此该系统在参数满足

Shilnikov 不等式的条件下，存在 Smale 马蹄混沌。 

 

图 1 混沌系统在平衡点处的特征空间示意图 

根据上述方法构造的分段线性混沌系统的方程如下所

示： 
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其中 1( , , )f x y z 为控制器，其表达式如下： 
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系统式(4)在控制器 1( , , )f x y z 作用下，在 S 平面两侧围绕两平

衡点(1,1,1)和(1,0,0)运动。当参数 5γ =− ， 1σ = ， 8ω = 时

系统的混沌吸引子如图 2 所示。    

 

图 2  系统式(4)的相轨迹， 5= −γ ， 1=σ ， 8=ω  

由式(4)可见，控制项 1( , , )f x y z 决定了系统的平衡点的位

置，而参数 γ ，σ和 ω 则确定了系统在平衡点处特征值的大

小。根据 shilnikov 不等式的要求，需满足 0σγ < 且 σ γ <  

1。参数 0γ < ，它决定了系统轨迹在稳定子空间方向上向

平衡点处的运动状态，参数 σ和 ω 则决定了系统轨迹在不稳

定子空间方向的运动情况。 

为进一步说明系统式(4)中存在混沌，给出该系统的一条

异宿轨道及相应参数值。由于异宿轨道对参数极为敏感，当
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参数稍有变化时，就偏离轨道，因此一般在选取时需要采用

累试法近似得到异宿轨道 [10,12]。取参数 1.425γ = − ，

0.713σ = ， 10ω = ，在一定初始值下得到系统的异宿轨道

如图 3 所示。 

 

图 3 系统式(4)的一条异宿轨道环， 

γ = -1.425，σ = 0.713，ω =10  

改变平衡点及相应转换平面，可以得到这类混沌系统的

其他形式。例如，系统的平衡点为(0,1,1)和(1,0,0)，选择

1y z+ = 为相应转换平面，则系统方程可以由式(5)表示。 
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其中 
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对比式(4)，式(5)可以发现，改变控制项 f 能够改变系

统的平衡点和相应的转换平面，但是系统的雅各比矩阵未

变，在平衡点附近的特征值仍保持不变。 

4  混沌系统的电路实现 

根据系统方程的形式，这类混沌系统的电路实现可分为

两部分，一部分为主电路，另一部分为控制电路。当各系统

雅各比矩阵形式相同的情况下，主电路结构一致。系统式(4)

和系统式(5)主电路结构相同，如图 4(a)所示。其中 x ， y ，

z 为系统状态变量，a ，b ，c 为控制系统输出信号，σ ，ω ，

γ 为系统参数。系统的控制电路根据 f 的不同而各异，系统

式(5)的控制电路示意图如图 4(b)所示。针对系统式(5)，进

行电路实验，得到系统的相轨迹如图 5 所示。 

 

图 4  混沌系统电路结构示意图 

 

图 5  电路实现系统式(5)的相轨迹 

5  结束语 

本文基于 Shilnikov 定理，通过寻找异宿轨道，提出了

一类分段线性混沌系统。这类混沌系统具有两个或两个以上

平衡点，在平衡点处具有相同的雅戈比矩阵。研究发现，改

变系统方程中的控制项 f ，能够改变系统的平衡点和相应的

转换平面，但是系统在平衡点处的雅各比矩阵未变，在平衡

点附近的特征值仍保持不变。根据这类混沌系统方程的形

式，将其电路实现分为主电路和控制电路两部分，使得这类

混沌系统的电路实现更加简明而系统化。 
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