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摘   要：该文报道了3神经元Hopfield神经网络(HNN)在电磁感应电流作用下的初值敏感动力学。利用非理想忆阻

突触，模拟由两个相邻神经元膜电位之差引起的电磁感应电流，构建了一种简单的4维忆阻Hopfield神经网络模

型。借助理论分析和数值仿真，分析了不同忆阻突触耦合强度下的复杂动力学行为，揭示了与状态初值密切相关

的特殊动力学行为。最后，设计了该忆阻HNN的模拟等效实现电路，并由PSIM电路仿真验证了MATLAB数值仿

真的正确性。
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Abstract: The initial sensitive dynamics in a Hopfield Neural Network (HNN) with three neurons under the

action of electromagnetic induction current is reported. A simple 4-D memristive HNN is constructed by using a

non-ideal memristor synapse to imitate the electromagnetic induction current caused by membrane potential

difference between two adjacent neurons. By means of theoretical analyses and numerical simulations, the

complex dynamical behaviors under different coupling strengths of the memristor synapse are researched, and

special phenomena closely related to the initial values are revealed. Finally, the analog equivalent realization

circuit of the memristive HNN model is designed, and the correctness of MATLAB numerical simulation is

verified by PSIM circuit simulations.
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1    引言

在人工神经网络领域，Hopf ie ld神经网络

(Hopfield Neural Network, HNN)是由多个神经元

构成的一类重要的神经网络模型[1]，它可以模拟人

脑中的复杂动力学 [2,3]，在数据存储、联想记忆、

信号检测、认知研究和特征识别等领域有着广泛的

应用前景[4–6]。目前，已有大量文献通过动力学分

析方法揭示并阐述了HNN中的自激吸引子[7]、隐藏

吸引子[8]、共存对称吸引子[9,10]和共存多稳态模式[11]

等复杂动力学行为。

近年来，忆阻器在模拟突触可塑性和构造人工

神经网络方面展现了独特优势[6,12]。采用忆阻模拟

器实现神经网络模型的可变连接权重，可更有效地

模拟生物神经系统的动力学特性[13,14]。利用忆阻模

拟器描述外加电磁辐射[15–18]或模拟神经元膜电位差

诱发的电磁感应效应[19–21]，可以定量分析电磁辐射

对神经形态电路的电活动行为影响。采用绝对值型

忆阻模拟器模拟外部电磁辐射效应，文献[16]研究

了电磁辐射分布对多神经元HNN电活动行为的影

响，随着电磁辐射激励的神经元数目的增加，神经

网络的动力学行为逐渐由周期行为演化为混沌、瞬

态混沌和超混沌行为。在单欣德马什–罗斯(Hind-
marsh–Rose, HR)神经元中引入具有阈值的双曲正

切型忆阻模拟器，文献[17]揭示并阐述了电磁辐射
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作用下产生的隐藏簇发放电行为及其分岔机制。采

用HR神经元作为节点并由3次非线性磁控忆阻突触

进行耦合建立多层忆阻神经网络，文献[18]揭示了

电磁感应效应在调节神经网络动态行为中发挥的重

要作用。在双神经元Hopfield神经网络中分别引入

理想和非理想二次非线性磁控忆阻模拟器，模拟神

经元膜电位差引起的外加电磁感应电流，文献[20,21]
观测到了共存多稳态放电模式。由此可见，忆阻突

触模拟器已成为构建神经形态电路的重要组成部分。

本文在文献[20,21]工作的基础上，提出了一种

新颖的4维忆阻HNN模型，它在3神经元HNN模型

中的两个神经元之间引入了非理想忆阻突触。两个

神经元的膜电位差作用于非理想忆阻突触，产生双

向耦合的电磁感应电流，在相对复杂的3神经元

HNN中探讨神经元膜电位差引发的双向电磁感应

效应对神经网络电活动行为的影响。理论分析和数

值仿真表明，所提3神经元忆阻HNN具有多个非对

称分布的不稳定指数2鞍焦平衡点，可产生具有不

同拓扑结构或不同位置的非对称共存混沌或周期吸

引子，展现出显著的初值敏感性。在神经形态电路

中，多稳定性对神经元的动态记忆和信息处理有着

显著的影响[22]，从动力学角度揭示并阐述其中的多

稳定性，有助于深入了解多稳定性现象在脑信息处

理和认知功能等方面的作用，为脑功能的理解提供

神经动力学方面的解释。

2    数学模型与稳定性分析

2.1  数学模型

本文所采用2次非线性磁控忆阻突触的数学模

型为

IEM = W (φ)VEM

W (φ) = kφ

φ̇ = VEM − φ

 (1)

φ W (φ) = kφ其中， 为忆阻内部状态变量， 为忆导

函数表达式，k为忆阻耦合强度，VEM=x1–x2表示

神经元1和神经元2的膜电位差。式(1)所描述的忆

阻模拟器为非理想忆阻，其等效实现电路不使用理

想积分器，可有效地避免直流漂移的产生[21]。

基于文献[10]的3神经元HNN，采用式(1)描述

的非理想忆阻模拟器，模拟两个相邻神经元之间的

膜电位差诱发的磁感应电流，构建出图1所示的忆

阻HNN。其中，非理想忆阻突触耦合在神经元1和
2之间，IEM为神经元1和神经元2的膜电位差作用于

非理想忆阻突触所产生的电磁感应电流。该电磁感

应电流双向作用于神经元1和2。此外，为简化分

析，神经元1和神经元2保留完整的突触连接，神经

元3仅与其它神经元单向连接。

所提忆阻突触耦合的4维HNN的数学表达式为

ẋ1 = −x1 + 1.5 tanh(x1) + 2.8 tanh(x2)

+ 0.5 tanh(x3) + kφ(x1 − x2)

ẋ2 = −x2 − 1.5 tanh(x1) + 1.2 tanh(x2)

− kφ(x1 − x2)

ẋ3 = −x3 − 20 tanh(x2)

φ̇ = x1 − x2 − φ


(2)

其中，k为非理想忆阻突触的耦合强度，双曲正切

函数tanh(xn)(n=1, 2, 3)表示从第n个神经元电压

输入的神经元激活函数，其系数为突触权重，表示

两个相邻神经元之间的连接强度。式(2)为所提忆

阻HNN的数学模型，后续分析中简称为系统式(2)。
2.2  稳定性分析

P = (ξ1, ξ2, ξ3, ξφ)设 为系统式(2)的一个平衡

点，该平衡点可从式(3)求得

0 = −ξ1 + 1.5 tanh(ξ1) + 2.8 tanh(ξ2)
+ 0.5 tanh(ξ3) + kφ(ξ1 − ξ2)

0 = −ξ2 − 1.5 tanh(ξ1) + 1.2 tanh(ξ2)
− kξφ(ξ1 − ξ2)

0 = −ξ3 − 20 tanh(ξ2)
0 = ξ1 − ξ2 − ξφ


(3)

ξ3 = −20 tanh(ξ2) ξφ = ξ1 − ξ2其中， , 。将式(3)的

前两式相加，推导得到

0 = −ξ1 − ξ2 + 4 tanh(ξ2) + 0.5 tanh(ξ3)
= −ξ1 − ξ2 + 4 tanh(ξ2) + 0.5 tanh[−20 tanh(ξ2)]

(4)

综合式(3)和式(4)化简得到方程为

ξ1= −ξ2 + 4 tanh(ξ2)+0.5 tanh[−20 tanh(ξ2)]
ξ2= −1.5 tanh(ξ1)+1.2 tanh(ξ2)−kφ(ξ1 − ξ2)

}
(5)

令函数H1(y, z)和H2(y, z)为

H1(y, z) = −z − 1.5 tanh(y) + 1.2 tanh(z)
− kφ(y − z)

H2(y, z) = −y − z + 4 tanh(z)
+ 0.5 tanh[−20 tanh(z)]

 (6)

 

 
图 1 基于非理想忆阻突触的HNN的连接拓扑
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则系统式(2)的平衡点P 即为函数曲线H1(y, z)=0
和H2(y, z)=0的交点。

在平衡点附近，系统式(2)的雅克比矩阵可表示为

J =


−1 + 1.5g1 + kξφ 2.8g2 − kξφ 0.5g3 kξφ
−1.5g1 − kξφ −1 + 1.2g2 + kξφ 0 −kξφ

0 −20g2 −1 0
1 −1 0 −1


(7)

gi = sech2(ξi), i = 1, 2, 3其中， 。式(6)和式(7)表明

平衡点P的位置与稳定性仅取决于非理想忆阻突触

的耦合强度k，因此忆阻突触的耦合强度k将对系统

式(2)的动力学行为产生显著的影响。

以k=–1, 0和1为例，说明系统式(2)的平衡点和稳

定性。图2(a)绘制了k=0时H1(y, z)=0和H2(y, z)=0
的函数曲线，其中，绿色曲线表示函数H1(y, z)=0，
黑色曲线表示函数H2(y, z)=0。此时，系统式(2)
具有3个平衡点：1个0平衡点P0和2个对称平衡点

P1和P2。图2(b)则给出了k=–1和1时H1(y, z)=0和
H2(y, z)=0的函数曲线，其中，蓝色(k=–1)和红色

(k=1)曲线表示函数H1(y, z)，黑色曲线表示函数

H2(y, z)。此时，系统式(2)具有一个0平衡点P0和

3个非对称的平衡点P1, P2和P3。表1列举了这3种
耦合强度下，系统式(2)平衡点的坐标及其对应特

征根和稳定性。可以发现：系统式(2)在不同的忆

阻耦合强度k下具有多个不稳定平衡点，表明它可

以产生混沌吸引子，且容易产生依赖于状态初值的

多稳定性现象。

3    分岔分析与初值敏感动力学

3.1  随忆阻耦合强度k变化的动力学

选取忆阻耦合强度k作为控制参数，将状态初

值设置为(0, 10–6, 0, 0)和(0, –10–6, 0, 0)，采用龙格-
库塔算法和Wolf算法计算得到状态变量x1的分岔图

和对应的李雅普诺夫指数谱分别如图3(a)和图3(b)
所示。图3(a)中的紫色轨迹对应状态初值(0, 10–6, 0,
0)，褐色轨迹对应状态初值(0, –10–6, 0, 0)。当状态

初值设为(0, 10–6, 0, 0)时，随着k在[–1.4, 1.4]范围

逐渐增加，系统式(2)的动力学行为由周期1极限环

突变为混沌状态，然后通过切分岔退化为多周期状

态，再由逆倍周期分岔道路转变为周期3极限环。

随后，在k=0附近，系统运行轨迹从周期3极限环

突变为混沌状态，最后由逆倍周期分岔道路演化为

 

 
图 2 不同忆阻耦合强度时H1(y, z)和H2(y, z)函数曲线及交点平衡点

表 1  k=–1, 0和1时的平衡点及其特征值和稳定性

k 平衡点 特征值 稳定性

–1

P0: (0, 0, 0, 0) 1.6062, –0.9531±j2.3986, –1 不稳定指数1鞍焦

P1: (–0.0019, –0.1689, 3.3462, 0.1670) 0.0981±j2.0026, –0.8763, –0.9875 不稳定指数2鞍焦

P2: (0.0369, 0.1814, –3.5887, –0.1445) 0.5146±j2.0051, –0.9923, –1.0882 不稳定指数2鞍焦

P3: (0.9448, 2.5018, –19.7332, –1.5570) 3.4659, –0.9464, –1, –1.6894 不稳定鞍点

0

P0: (0, 0, 0, 0) 1.6062, –0.9531±j2.3986, –1 不稳定指数1鞍焦

P1: (0.0220, 0.1761, –3.4860, –0.1541) 0.3267±j2.0074, –0.9906, –1 不稳定指数2鞍焦

P2: (–0.0220, –0.1761, 3.4860, 0.1541) 0.3267±j2.0074, –0.9906, –1 不稳定指数2鞍焦

1

P0: (0, 0, 0, 0) 1.6062, –0.9531±j2.3986, –1 不稳定指数1鞍焦

P1: (–0.9448, –2.5018, 19.7332, 1.5570) 3.4659, –0.9464, –1, –1.6894 不稳定鞍点

P2: (–0.0369, –0.1814, 3.5887, 0.1445) 0.5146±j2.0051, –0.9923, –1.0882 不稳定指数2鞍焦

P3: (0.0019, 0.1689, –3.3462, –0.1670) 0.0981±j2.0026, –0.8763, –0.9875 不稳定指数2鞍焦
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周期1极限环。当状态初值微调为(0, –10–6, 0, 0)，
系统式(2)的分岔路径与紫色轨迹截然不同，说明

状态初值的微小改变对系统的动力学产生了显著的

影响。图3(b)给出了与图3(a)对应的前3根李雅普诺

夫指数谱，它反映的动力学与图3(a)分岔图中揭示

的一致。

将非理想忆阻突触的耦合强度k分别取为–0.8,
–0.4, 0和0.5，数值仿真得到几组共存吸引子在

x1–x3平面上的相轨图如图4所示，其中，紫色轨迹

的状态初值为(0, 10–6, 0, 0)，褐色轨迹的状态初值

为(0, –10–6, 0, 0)。图4(a)和图4(d)绘制了k=–0.8/0.5
时共存的周期极限环和混沌吸引子；图4(b)给出了

k=–0.4时共存的非对称混沌吸引子；图4(c)展示了

k=0时共存的对称多周期极限环。在其它状态初值

条件下，忆阻HNN模型式(2)将会产生其他类型或

拓扑结构的共存吸引子，意味着忆阻HNN具有初

值敏感性。

3.2  随系统初始值变化的动力学

设定k=0.6，选取系统式(2)的状态初值x1(0)为
分岔变量，其他状态初值设置为0，仿真得到状态

变量x1的分岔图如图5(a)所示。状态初值x1(0)在
[–1.2, 1.2]范围内变化时，忆阻HNN的运行轨迹在

x1(0)=0时由周期2极限环突变为混沌，然后在

x1(0)=0.9时进入发散状态。同样地，将忆阻耦合

 

 
图 3 不同初值下随参数k变化的共存分岔行为

 

 
图 4 不同忆阻耦合强度下x1–x3平面上的相轨图
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强度调整为k=–0.5，其余参数设置保持不变，仿真

得到状态变量x1的分岔图如图5(b)所示，其分岔路

径与图5(a)所示完全不同。

吸引盆可以直观地刻画2-D平面上2个状态初值

同时变化时系统式(2)的动力学特性。将耦合参数分别

选取为k=0.6和–0.5，仿真得到x1(0) – x2(0)平面上

的吸引盆分别如图6(a)和图6(b)所示。其中，x3(0)=
φ(0)=0，黑色区域表示发散状态，黄色区域表示

周期状态，红色区域表示混沌状态。观察图6可以

发现，红色混沌区域与黄色周期区域相互交织。

图7(a)和图7(b)分别给出了k=0.6和–0.5时，对应共

存吸引子在x1–x3平面上的相轨图。表2中列举了

图7中不同颜色吸引子对应的状态初值和吸引子类

型。上述仿真结果表明，忆阻HNN(2)产生了初值

敏感的超级事件[23]现象，具有显著的初值敏感性。

4    电路设计与PSIM仿真验证

参照文献[10,14,21]，对忆阻HNN模型式(2)进

行模拟电路等效实现，得到图8(a)所示等效实现电

路。该电路包括8个理想运算放大器、3个反向双曲

正切功能函数、1个乘法器，以及若干电阻和电容。

其中，非理想忆阻突触的等效实现电路如图8(b)所

示，双曲正切函数tanh(·)和反双曲正切函数−tanh(·)

的等效实现电路可参考文献[10]。

 

 
图 5 状态变量x1随状态初值变化的分岔图

 

 
图 6 不同忆阻耦合强度下x1(0)–x2(0)平面的吸引盆

 

 
图 7 不同忆阻耦合强度下共存吸引子在x1–x3平面的相轨图
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图8(a)电路有4个状态变量，分别为主电路3个
积分通道的电容电压v1, v2和v3，以及忆阻模拟器

的内部状态变量vφ，对应的电路状态方程建立为

RC
dv1
dt

= −v1 +
R

R1
tanh(v1) +

R

R2
tanh(v2)

+
R

R3
tanh(v3) +

R

R4
kφ(v1 − v2)

RC
dv2
dt

= −v2 −
R

R6
tanh(v1) +

R

R5
tanh(v2)

− R

R7
kvφ(v1 − v2)

RC
dv3
dt

= −v3 −
R

R8
tanh(v2)

RC
dvφ
dt

= v1 − v2 − vφ



(8)

取RC的时间常数为1 ms，即R=10 kW, C=
100 nF，电路中各元件参数分别计算为：R1=R/1.5=
6.6667 kW, R2=R/2.8=3.5714 kW, R3=R/0.5=

20 kW, R4=10 kW, R5=R/1.2=8.3333 kW, R6=
R/1.5=6.6667 kW ,  R7=10 kW和R8=R/20=
0.5 kW。忆阻耦合强度k由图8(b)中的比例系数K表示。

PSIM电路仿真软件可以精确地设置积分电容

的初始值，采用比例运算模块可以准确设定比例系

数K，因此，本文通过PSIM电路仿真对数值仿真

结果进行验证。为简化仿真电路，图8的反双曲正

切函数–tanh( · )使用PSIM电路仿真软件中的

–tanh函数模块实现。设定K=0.6，按图7(a)中各

共存吸引子的状态初值调节4个动态元件的初始电

压，截取到的v1–v3平面上的共存吸引子相轨图如

图9(a)所示。调节K=–0.5，按图7(b)中各共存吸引

子的状态初值调节4个动态元件的初始电压，截取

到的v1–v3平面上的共存吸引子相轨图如图9(b)所

示。对比图7和图9的结果可以发现：PSIM电路仿

真得到的相轨图与MATLAB数值仿真得到的几乎

完全一致，验证了忆阻HNN模型(2)的电路实现形

式也可以展现出初值敏感的动力学行为。

5    结束语

本文采用非理想2次非线性磁控忆阻模拟器描

述两个相邻神经元膜电位差诱发的电磁感应电流，

构建了考虑膜电位差电磁感应效应的3神经元忆阻

HNN模型。理论分析和数值仿真表明，该忆阻HNN
在确定的忆阻耦合强度下具有不同数量和不同稳定

 

 
图 8 忆阻HNN模型(2)的等效实现电路

表 2  图7中不同颜色吸引子对应的初值及吸引子类型

颜色 k=0.6 k=–0.5 吸引子类型

(–10–6, 0, 0, 0) (0, –10–9, 0, 0) 周期吸引子

(10–6, 0, 0, 0) (0, 10–9, 0, 0) 多周期吸引子

(10–5, 0, 0, 0) (0, 10–7, 0, 0) 混沌吸引子

(1, 0, 0, 0) (0, –2, 0, 0) 发散

– (0, 5, 0, 0) 发散
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状态的确定平衡点，可产生具有不同拓扑结构或不

同位置的非对称共存混沌或周期吸引子。特别地，

该忆阻HNN的吸引盆呈现出周期和混沌交织的超

级事件现象，展现出明显的初值敏感性，可为神经

形态电路的工程应用提供更多灵活度。最后，对忆

阻HNN模型进行模拟电路等效实现，并通过PSIM
电路仿真对所揭示的初值敏感动力学进行了验证。
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