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摘   要：现有的极化码打孔算法均未考虑信道构造过程对算法性能的影响，针对这一问题，该文提出一种基于高斯近

似的极化码打孔算法(GAPPC)。首先将高斯近似作为极化码构造算法，分析高斯近似与打孔算法的关系，以降低信

道构造输出值为目标，引入高斯修正因子，推导出改进的高斯近似函数。然后将改进的高斯近似函数引入信道构造，

对极化子信道进行排序获得信道可靠性排序集合。最后依据信道容量关系确定映射规则，选出打孔比特集合和冻

结比特集合，完成打孔极化码的构建。实验结果显示，在不同的码长和码率下，误帧率和误码率均获得显著降低。
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Abstract: The influence of channel construction process on the algorithm performance is not considered in the

existing polar code puncturing algorithms. To solve this problem, a Puncturing algorithm of Polar Code based

on Gaussian Approximation (GAPPC) is proposed. Firstly, using Gaussian approximation for channel construction

of polar code and analyzing the relationship between Gaussian approximation and puncturing algorithm, the

modified Gaussian approximation function is derived to reduce the output value of channel construction with

introduced Gaussian correction factors. Then the ordered channel reliability set is obtained by ordering the

polarization subchannels under the channel construction with the modified Gaussian approximation function.

Finally, the mapping rule is determined according to the relationship of channel capacity, and the puncturing

bit set and frozen bit set are selected so that the puncturing polar code is completed. Experimental results show

that the frame error rate and bit error rate are significantly reduced under different code lengths and bit rates.
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1    引言

极化码是目前已知唯一的一种被严格证明达到
2n

2n

信道容量的信道编码方法[1]，但是由于极化码编码

器是基于克罗内克积生成的[1–3]，极化码的长度总

是被限制为 ，在实际应用中，传输码字的长度不

一定都是 ，经常出现可变码长的实际需求。打孔

算法是构造码长可变和码率灵活极化码的重要途

径，近年来获得了研究者的广泛关注。

文献[4]首次提出极化码打孔算法，包括随机打

孔和停止树打孔两种基本打孔算法，满足了码长可

变的要求。文献[5]提出了一种基于删除极化矩阵的

打孔算法，通过删除分别对应于打孔位和冻结位的

列和行之后分析简化的极化矩阵，相对于随机打孔
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算法可以获得1.0～5.0 dB的性能增益。文献[6]提

出了准均匀打孔方案，通过比特倒置排序使得打孔

比特准均匀分布，操作简单且具有较好的译码性

能。文献[7]在文献[6]的基础上，提出一种倒置准均

匀打孔方案，在高码率下获得更好的性能。文献[8]

基于比特倒置策略和前向序列打孔提出一种新的打

孔算法，提升了不同码率下的打孔性能。文献[9]提

出一种适用于乘积极化码的打孔算法，性能相对于

先前打孔的乘积极化码和单极性码更优。文献[10]

提出并验证了使用二进制控制可以确定极化码的打

孔比特集合。文献[11]结合码字重复技术提出分区

打孔的思路，获取了一个更有效的信息比特集合。

文献[12]将里德-所罗门(Reed-Solomon, RS)码作为

极化码的外码，提出了一种平均分布打孔算法，构

造了一种RS-极化码打孔方案，扩展了打孔极化码

的应用范围。文献[13]提出了一种在打孔之后使用

高斯近似(Gaussian Approximation, GA)对子信道

进行重构的打孔算法，进一步提升了打孔算法的性

能。上述的打孔算法均需要在打孔之后进行重新构

造，但是重构使得算法复杂度增加。针对这一问题，

文献[14]提出了一种低复杂度的打孔(Low-Com-

plexity Puncturing, LCP)算法，在极化码构造一

次的情况下使用了准均匀的打孔策略进行打孔。文

献[15]提出了一种最差质量打孔(Worst-Quality

Puncturing, WQP)算法，在固定信息集合下对最

差质量信道进行打孔从而获取更好的打孔性能。

现有算法没有考虑信道构造环节对极化码打孔

性能的影响，限制了极化码打孔性能的进一步提

升。本文从信道构造出发，联合考虑打孔的特点，

提出一种基于改进高斯近似的极化码打孔(Punc-

turing Polar Code based on Gaussian Approxima-

tion, GAPPC)算法。 

2    极化码

X 7→ Y

X = {0, 1} Y

W (x|y) , x ∈ X, y ∈ Y

N W

N W
(i)
N

i = 1, 2, ..., N,N = 2n

I
(
W

(i)
N

)

A

AC

对于二进制输入删除无记忆信道： ，

其中 表示二进制输入， 是信道输出，

定义信道转移概率为： 。在

位二进制输入独立信道 进行了信道合并和分裂

之后，获得 位具有相互联系的比特信道 ，其

中 ，子信道的容量可以表示为

。信道的可靠性通过极化码的构造算法计

算，主流的极化码构造算法[16,17]中，高斯近似构造

法是最常用的构造算法[16]。在极化码构造之后选取

可靠性高的比特作为信息比特集合 ，而其余比特

作为冻结比特集合 。对于二进制对称信道，冻

结比特的值通常固定为0。

GN GN = BNF⊗n

N = 2n BN

F⊗n n F ≜
[

1 0
1 1

]
uN
1 = (uA, uAC )

xN
1 = uN

1 GN xN
1 =

(x1, x2, ..., xN ) yN
1 = (y1, y2, ..., yN )

表示极化码的生成矩阵，并有 ，

其中 是极化码码长， 是比特倒置排序矩

阵， 是 次克罗内克积， 。给定

作为编码器输入码字序列，极化码

的编码过程可以表示为： ,  

为编码后码字。

为译码器接收码字。

在GA构造算法中，GA构造计算如式(1)所示
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第 比特 的对数似然值(Log Like-hood Ratio,

LLR)表示为 ， 满足高斯分布 ，

其中 表示信号 的加性高斯白噪声(Additive

White Gaussian Noise, AWGN)信道的方差，

表示第比特的LLR的密度分布函数的均值。

E
(
L
(i)
N

)
x1, x2 y

z

GA构造是蝶形结构计算的迭代过程，其中信

道的 也是蝶形计算不断迭代计算得出的。基

础的蝶形计算结构如图1所示，考虑两个输入信道

的差异[13]，令 表示为蝶形计算的输入值， 和

为其两个输出值，则蝶形计算表示如式(2)

y = ϕ−1 (1− (1− ϕ (x1)) (1− ϕ (x2)))
z = x1+x2

}
(2)

其中

ϕ (x) =


1− 1√

4πx

+∞∫
−∞

tanh
(τ
2

)
e(

−(τ−x)2

4x )dτ , x > 0

1, x = 0
(3)

高斯近似函数的近似推导和提出第1次出现在

文献[18]，然后该函数被应用于极化码的高斯近

似构造中。现在基于高斯近似构造的极化码算法

都基本上沿用了该公式，该高斯近似函数如式(4)
所示

 

 
图 1 基础的蝶形计算结构
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ϕ (x) =


exp

(
−0.4527x0.86 + 0.0218

)
, 0 < x < 10√

π
x
exp

(
−x

4

)(
1− 10

7x

)
, x ≥ 10

(4)
 

3    基于改进高斯近似的极化码打孔算法

GAPPC算法主要思想是通过改进信道构造环

节，提升打孔算法性能。首先引入高斯修正因子，

改进高斯近似函数，得到子信道的可靠性排序集

合。其次依据信道容量关系推导出改进的信道映射

规则，对选出的无能力比特集合进行映射得到打孔

比特集合，并结合可靠性排序集合完成打孔极化码

构造，最后给出GAPPC具体算法流程。 

3.1  改进高斯近似函数

λ0, λ1, λ2 α

极化码打孔算法的核心是去掉LLR值较低的比

特位，因此需要在信道构造环节尽量降低高斯近似

函数输出值。在经典高斯近似函数基础上，引入

以及 作为修正因子，改进高斯近似函数

为式(5)

ϕ (x) =


eλ0x

λ1+λ2 , 0 < x < 10√
π
α
e−

x
4

(
1− 10

7x

)
, x ≥ 10

(5)

ϕ (x) , x∈(0, 10) ϕl (x) ϕ (x) , x∈ [10,+∞)

ϕh (x)

ϕl (x)|x→10− = ϕh (x)|x→10+ ϕl
′ (x)

∣∣
x→10−

=

ϕh
′ (x)

∣∣
x→10+

x = 0

λ0, λ1, λ2 α

用 表示，

用 表示，根据高斯函数的连续性和一致性，

有 和

，同时改进的高斯近似函数值在

处应与GA函数保持一致，推导出高斯修正因子

以及 之间的关系满足式(6)

λ0 =
1

24λ1
+ λ2

λ1 =
1

24

(
log2

(√
π
α
e−2.5

6

7

)
− λ2

)
λ2 = 0.0218


(6)

λ2 λ0, λ1

α λ2 α

y

根据式(6)可知， 为一个常数，因子 由

与 表示，由此可知 是高斯修正因子的关键。由

式(2)，改进高斯近似函数的输出值 如式(7)所示

y = ϕ−1 (1− (1− ϕ (x1)) (1− ϕ (x2))) (7)

ϕ−1 (x) ϕ (x)

ϕ (x) α

函数是 函数的反函数，因此两者单

调性一致， 对 的导函数为

ϕ′ (x) =


(
λ′

0x
λ1 + λ0λ1x

λ1−1λ1
′) eλ0x

λ1
, 0 < x < 10(

−1

2

)√
πα− 3

2 e−
x
4

(
1− 10

7x

)
, x ≥ 10

(8)

λ0, λ1 α另外，式(6)中的 对 的求导结果为

λ0
′ =

−λ1
′

24λ1
2

λ1
′ =

1

48α

(
log2

(√
π
α
e−2.5 6

7

)
− λ2

)2


(9)

λ0
′ < 0 λ1

′ > 0

ϕ′ (x) < 0 ϕ (x)

ϕ−1 (x) T = 1− (1− ϕ (x1))

(1− ϕ (x2)) ϕ (x) ∈ (0, 1) T ∈ (0, 1)

y α

由式(9)，得出 ， ，结合式(8)易

知 ， 为单调递减函数，其反函数

也是单调递减函数。令

，因为 ，所以 。式(7)

中高斯近似函数的输出 对 求导，得到式(10)

y′ =
1

ϕ(T )
′
(
ϕ(x1)

′
(1− ϕ (x2)) + ϕ(x2)

′
(1− ϕ (x1))

)
(10)

ϕ(x)
′
< 0 ϕ(x1)

′
< 0 ϕ(x2)

′
< 0

ϕ(T )
′
< 0 y′ > 0

因为 ，可得 ， 和

，由式(10)，可以得出 。

xi

L (yi) L (yi)

L (u1) = 0 L (u2) = L (y2) L (u2) = L (y1)

L (u1) = L (u2) = 0

L (u1)

y

α

对于打孔算法来说，如果比特 被打孔，那么

为0。在蝶形结构中，如果 为0，可以得

到 和 (或者 )。

如果两个信道都被打孔，那么会有 。

在极化码编码结构中，从右往左进行蝶形计算的迭

代会导致信道降级，这意味着相关信道会变差。由

文献[17]可知，相较于未打孔版本，一旦某个比特

被打孔，那么所有分离信道将会发生信道降级。因

此在信道构造时候把打孔造成的信道降级考虑进

去，降低 ，构造出降级的信道。在构造出的

所有降级子信道中，受信道降级影响小的信道LLR

降低得少，相对也更加稳定和可靠，反之亦然。考

虑到打孔会使得打孔比特所在的信道LLR直接降低

为0，因此改进的构造函数输出值 应该尽量降低，

相应的因子 也应该降低。

y ϕ (x)

ϕh (x) ϕh (x) >

√
π
x
e−

x
4

(
1− 10

7x

)
ϕ(10) < ϕ(0)

α ∈ [1, 10)

α λ0 = −0.16358

λ1 = 1.1092

由式(7)所知，如果 降低， 的输出值应该

增大，即 增大： 。

为了保证不等式成立，满足 以及函数

收敛快于牛顿迭代法，得可行性范围为 。

取 值为 1，则根据式 ( 5 )可得到 ,

，因此改进的高斯近似函数如式(11)

所示

ϕ (x) =


e−0.16358x1.1092+0.0218, 0 < x < 10

√
πe− x

4

(
1− 10

7x

)
, x ≥ 10

(11)

 

3.2  信道映射

W1,W2 x1, x2

W
(1)
2 W

(2)
2

由图1，用 表示 所在信道，经过蝶

形计算后的信道表示为 和 。蝶形计算过程

中信道容量关系[5]如式(12)所示
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I
(
W

(1)
2

)
≤ min (I (W1) , I (W2))

I
(
W

(2)
2

)
≥ max (I (W1) , I (W2))

I
(
W

(1)
2

)
+ I

(
W

(2)
2

)
= I (W1) + I (W2)

 (12)

0 ≤ I (W ) ≤ 1

xi I (Wi)

信道极化过程中信道容量始终满足 ，

但如果 被打孔，则 会降为0。根据上述式(12)，

可以分析出信道极化过程中信道容量的映射关系，

原始信道容量合并时候会有特定对应的信道容量，

然而，分离的信道容量与合并前的信道容量并非一

一对应。

I (Wi)

I
(
W

(i)
2

)
I
(
W

(1)
2

)
= 0, I

(
W

(2)
2

)
> 0

I (W1) = 0, I (W2) > 0

I (W1) > 0, I (W2) = 0 I
(
W

(1)
2

)
> 0,

I
(
W

(2)
2

)
= 0

如图2所示，对于蝶形计算中原始信道容量

的各种情况，均有相应的分离信道容量与之

对应，反之，却不成立。从分离信道容量

角度出发，如果 ，有两

种不同的原始信道容量情况：

或者 ，但如果

，则找不到原始信道容量的对应情

况。因此，提出如下改进的信道映射规则：

I
(
W

(1)
2

)
> 0, I

(
W

(2)
2

)
> 0

I (W1) > 0, I (W2) > 0

(1) 如果 ，可得到

；

I
(
W

(1)
2

)
= 0, I

(
W

(2)
2

)
> 0

I (W1) = 0, I (W2) > 0

(2) 如果 ，可得到

；

I
(
W

(1)
2

)
= 0, I

(
W

(2)
2

)
= 0

I (W1) = 0, I (W2) = 0

(3) 如果 ，可得到

；

I
(
W

(1)
2

)
> 0, I

(
W

(2)
2

)
= 0(4) 如果 ，不存在。

xN
1

GAPPC算法在MGA构造之后使用改进的信道

映射找到打孔比特位置，在 中选出无能力比特

I
(
W

(i)
N

)
= 0集合后，设其 ，然后应用所提的映射

规则在极化码编码结构中进行迭代，找出最终打孔

比特集合。 

3.3  算法流程

RMGA

将MGA引入构造，得到MGA构造，将MGA
构造出的子信道按照升序排序得到的序列集合设为

。结合MGA构造和推导出的映射规则，提出

GAPPC算法，算法具体如表1所示。

N

RMGA Q = {1, 2, ..., P}
uN
1 P P = N −M

Q
P RMGA Q

M −K

QC QC Q AC

A

在GAPPC算法中，首先对 长的极化码进行

MGA构造，按照LLR值升序得出子信道的可靠性

序列 。选出无能力打孔位置集合 ，

即 的前 比特作为无能力比特， ，应

用 和改进的映射规则在极化码编码结构中迭代，

找出打孔比特集合 。根据 和 ，获取无能力

比特之外的最不可靠的 比特，作为剩余冻结

集合 。根据 和 可以得到冻结比特集合 和

信息比特集合 ，完成对打孔极化码的构造。

N uN
1

xN
1 P

M yM1 (N,M,K)

K/M

在完成极化码构造之后，对 长码字 进行编

码得到 ，并运用打孔比特集合 对编码后码字进

行打孔得到 长传输码字 ，得到 打孔

极化码，码率为 。在传输过程中打孔比特不

会被发送，在接收端，译码器会将打孔比特的LLR
值设置为0并完成最终译码。 

4    实验与结果分析

107

107

实验采用二进制相移键控调制信号源信号，传

输信道采用AWGN信道，极化码译码采用串行抵

消译码算法。实验中对比了LCP算法、WQP算法、

文献[10]的打孔算法(BD算法)以及所提GAPPC算
法之间的误码率(Bit Error Rate, BER)和误帧率

(Frame Error Rate, FER)性能。实验中使用的极

化码码长为512和256，使用的码率为2/3,1/2和
1/4。另外，每次实验的最大模拟帧数为 ，如果

有1000个错误帧或共传输了 帧，实验将会停止。

图3展示了码率为1/2，码长分别为512和256
下，4种极化码打孔算法的FER和BER性能对比。

图3(a)显示了极化码码长为512，打孔后码长为

372，码率为1/2时，GAPPC算法与LCP算法、WQP
算法和BD算法的性能对比。相对于WQP算法、

表 1  GAPPC算法

N M K P = N −M　输入：极化码的码长 ，打孔后码长 ，信息比特长度 ，打孔比特长度

RMGA　(1) 使用对N长的极化码进行MGA构造，获得子信道可靠性升序集合

Q = {1, 2, ..., P} P　(2) 选出无能力比特位置集合 ，应用改进信道映射在编码结构中找出打孔比特位置集合

RMGA M −K QC　(3) 在 中除去无能力比特位置找出可靠性最低的 比特，设为剩余冻结比特集合

QC Q AC A　(4) 依据 和 得出冻结比特集合 和信息比特集合

 

 
图 2 蝶形计算中信道容量关系
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10−3

10−2

10−2

10−2

LCP算法和BD算法，GAPPC算法的BER性能在

SNR为1～4 dB时均有一定的提升，且BER在

可以获得至少0.3 dB的性能增益。而GAPPC
算法的FER性能明显优于其他3种打孔算法，FER
在 至少获得0.75 dB的性能增益。图3(b)显示了

在极化码码长为256，打孔后码长为186，码率同样

为1/2时，GAPPC算法的FER和BER性能均明显

优于其他3种算法，BER在 至少可以获0.25 dB
的性能增益，FER在 至少可以获得0.5 dB的性

能增益。GAPPC算法在选择信息集合和冻结集合

时使用的是基于MGA构造的子信道，依据子信道

的LLR值获得可靠性排序集合，选择可靠性高的信

道传输信息比特。这样构造出来的极化码能降低打

孔带来的信道降级影响，从而可以获得更好的性能。

由以上分析可知，在不同码长相同码率下GAPPC
算法具有显著的性能提升，且极化码码长越大，算

法性能提升越多。

图4展示在码长为512，码率分别为2/3和1/4
时，4种算法之间的FER和BER性能对比。图4(a)
显示了在极化码码长为512，打孔后码长为360，码

率为2/3时，GAPPC算法与LCP算法、WQP算法

和BD算法的性能对比。在SNR为1～3 dB时，

GAPPC算法与WQP算法的BER相近，明显优于

LCP算法和BD算法；而在SNR为4 dB时，GAPPC

5× 10−5

6× 10−6

算法的BER性能优于另外3种算法。而对于FER性
能，GAPPC算法在SNR为1～4 dB时均具有显著

的性能优势。图4(b)显示了在极化码码长为512，
打孔后码长为400，码率为1/4时，GAPPC算法的BER
与FER性能具有显著的提升。在SNR为4 dB时，

GAPPC算法的FER可以达到 ，BER达到

，相对于LCP算法、WQP算法和BD算法，

GAPPC算法性能提升10倍以上。再结合图3(a)的
实验结果可知，在相同码长不同码率下，GAPPC
算法均可以获得显著性能增益，且码率越小，性能

增益越大。

O (N lgN)

O (N lgN) +O (1)

S

O (N lgN) +O (S) S = N −M

表2显示了不同打孔情况下，WQP算法的复杂

度略高于LCP算法的复杂度，BD算法与LCP算法

复杂度一致，而GAPPC算法的复杂度在4种算法中

最高，其中LCP算法、WQP算法和BD算法都需要

GA构造和比特倒置排序。由文献[16]可知，GA构
造的复杂度为 。LCP算法中，通过比特

倒置排序得到的打孔比特集合会被预先设定，LCP
算法只需要进行选择即可获得打孔比特集合，因此

算法复杂度为 。而WQP算法选取

位无能力比特后进行比特倒置操作，因此算法复

杂度为 ,  。BD算法与

LCP算法相似，同样只需对预设集合进行选择即可

获取打孔比特集合，因此BD算法的复杂度与LCP

 

 
图 3 不同码长相同码率下的4种极化码打孔算法性能对比

 

 
图 4 相同码长不同码率下的4种极化码打孔算法性能对比
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O (N lgN)

O (S lgN)

O (N lgN) +O (S lgN)

算法一致。二者的区别在于BD算法的预设集合是

利用二进制控制特性[10]排序后经过比特倒置操作获

得的，而LCP算法的预设集合则是利用自然序与比

特倒置操作获取的。预设集合在算法进行前完成设

定，因此不计入算法复杂度。GAPPC算法的复

杂度主要来自MGA构造以及信道映射，MGA构造

的复杂度与GA构造的复杂度相同，都是 ，

而信道映射的复杂度为 ，因此算法的复

杂度为 。根据上述分析可

知，相比于其他3种算法，GAPPC算法由于信道映

射而具有更高的复杂性。 

5    结束语

为了进一步提升极化码打孔算法的性能，在极

化码打孔算法中联合考虑打孔和构造，提出高斯修

正因子，并推导出最优的高斯修正因子和相应的

MGA，依据信道容量的关系推导出改进的信道映

射规则，找到打孔比特集合。基于MGA构造和改

进的信道映射规则，设计了GAPPC算法并进行相

关的实验验证。实验结果显示，在不同的码长和码

率下，与LCP算法、WQP算法和BD算法相比，本

文所提GAPPC算法的FER和BER性能均有显著提

升，且码率越低码长越大获得的性能增益越多，但

算法的复杂度会略有增加。
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