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摘   要：变换光学(TO)是目前电磁领域的一个研究热点，为了对基于TO的隐身斗篷设计提供更深入的理论支持，

该文对TO的3个基本数学问题进行了讨论。首先分析了基于Maxwell方程组3维坐标变换下变换形式的唯一性问题，

提出了不同于参考文献的新变换方式，指出了可以灵活调整变换空间特性阻抗的变换方法。以此为基础，提出了以

自由空间的场分布为原始空间，通过变换获取到可以隐藏在介质包围区域中并和介质阻抗匹配的隐身斗篷设计方法。

然后以基于波动方程的2维TO为研究对象，分析了以电场分量波动方程为基础进行2维变换时，磁场所满足的变

换关系和对应的边界条件特性，同样指出了可以隐藏在介质包围区域中并和介质阻抗匹配的隐身斗篷设计方法。

最后从数学上证明了2维变换下共形变换对于设计出非各向异性介质隐身斗篷的充分必要性。以上述讨论为基础，

该文给出了一个嵌入式斗篷的仿真验证示例。该文的研究内容和结论对基于TO的各种电磁应用提供了理论支持。
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Abstract: Transformation Optics (TO) is a hot topic in the research area of electrical-magnetic fields. For

providing further theoretical support to the design of stealth carpet based on TO, three basic mathematic

problems of TO are discussed in this paper. Firstly, the uniqueness of transformation form in three-dimensional

transformation of Maxwell’s equations is analyzed. A new transformation model is proposed, which is different

from the classical one shown in reference. The new model also leads to a new transformation method that can

generate flexible characteristic impedance in transformation space. Based on this, a design method of stealth

cloak or carpet that can be used to hide the target in an area surrounded by medium with given permittivity is

discussed. During this process, only the field distribution in free space is required as the original field during

mapping. Secondly, the two-dimensional transformation of the wave equation is studied. The transformation of

the magnetic field component in the two-dimensional transformation based on the wave equation of the electric

field component is analyzed. The boundary matching during transformation is also discussed. The two

dimension design method of stealth cloak or carpet that can be used to hide a target in an area surrounded by

medium with specified permittivity is also discussed. Finally, the sufficiency and necessity of conformal

transformation for designing a two dimension stealth cloak with non-uniform and anisotropic medium are

proved strictly. The simulation results of a stealth carpet embedded in material are given to verify the proposed

method. The analysis and the related conclusion presented in the paper provide theoretical support to the

related application based on TO.
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1    引言

2006年，文献[1]和文献[2]各自提出了一种能操

纵电磁波传播路径的隐身斗篷设计方法。该方法基

于Maxwell方程组在直线和曲线坐标系变换下的形

式不变性，将坐标变换和介质变换进行关联，形成

了变换光学理论(Transform Optics, TO)。此后不

久，Cummer等人[3]用有限元仿真软件COMSOL
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Multiphysics对隐身斗篷做了全波仿真验证。该理

论的创新性和基于超材料实现的可行性前景，立刻

引发了人们对于隐身斗篷的研究热潮，进而将该理

论迅速向前推进，出现了欺骗光学[4]、隐身地毯[5,6]

等各种变形，并被用于各种电磁设计中，如基于变

换光学的透镜设计[7–9]、波束控制设计[10]、高增益

天线设计[11]、超级波导设计[12]等。进一步，为了避

免文献[1]中电磁斗篷的非均匀各向异性并可以物理

实现，人们提出了简化参数隐身斗篷。Schurig等人[13]

通过简化材料参数在微波波段制作了10层SRR同心

圆柱结构。Popa等人[14]和Xi等人[15]分别独立提出

了基于优化算法的多层各向异性材料隐身斗篷。此

外，椭圆形[16]，任意形状[17]的隐身斗篷都被相继提出。

上述隐身斗篷都是基于3维Maxwell方程的变

换性。与之相对应，Li和Pendry[5]基于波动方程的

变换性提出了采用不封闭遮盖物来实现半空间隐身

的2维地毯隐身斗篷。该方法通过共形映射实现了

非各向异性介质隐身地毯斗篷设计。文献[18]在微

波波段验证了该隐身毯。

0=
£

{1¤T ; 0=
£

{1¤T£
{1¤
但需要强调的是，一方面，在3维TO变换中，

文献[1]对两个空间的电场和磁场采用了完全相同的

变换方式： ，其中

为映射变换的雅可比矩阵，而后续的文献均

是采用相同的方法进行处理。因此从数学的角度上

来讲，存在如下不确定性：是否存在其他的变换关

系来保持Maxwell方程的变换不变性。另一方面，

在2维TO变换中，文献[18]已经验证基于共形变换

可以使基于TO的变换不产生各向异性的媒质。从

数学的角度上同样存在如下不确定性：是否存在其

他的变换关系可以达到同样的结果，或者说这种共

形变换是不是充分条件的同时也是必要条件。

本文以这些涉及“唯一性”的问题为出发点，

对基于Maxwell方程组和波动方程的变换光学进行

研究。首先分析了基于Maxwell方程组的3维变换

电磁学中变换形式的唯一性问题，提出了不同于经

典参考文献的新变换方式，指出了可以灵活调整变

换空间边界特性阻抗的变换方法。以此为基础，给

出了以自由空间的场分布为原空间，通过变换获取

可以隐藏在介质包围区域中并和任意介质阻抗匹配

的隐身斗篷设计方法。随后本文以电场分量波动方

程的2维变换为研究对象，分析了以电场分量波动

方程为基础进行2维变换时，磁场所满足的变换关

系，并讨论了对应的边界匹配问题，同样指出了可

以隐藏在介质包围区域中并和任意介质阻抗匹配的

2维隐身斗篷设计方法。接着证明了2维变换下共形

变换对于设计出非均匀非各向异性介质隐身斗篷的

充要性。进一步，本文给出了一个嵌入式斗篷仿真

验证示例。最后总结全文。

2    基于Maxwell方程组映射的变换和嵌入
式隐身斗篷设计

如文献[1]所述的那样，通过对Maxwell方程组在

同一空间直角和曲线坐标系下的转换，并将曲线坐标

系的转换结果与另一空间的直角坐标系产生数学上的

对等，就可以将一个空间与另一个映射空间的源、媒

质和场关联，从中获得的变换光学的基本结论如图1。

(x ; y; z) (x 0; y0; z 0)

0

如图1所示，假设原空间图1 ( a )的坐标为

，映射空间图1(b)的坐标为 。(本

文中所有原空间和映射空间的几何量和物理量以带

不带“ ”号进行区分。)这两者若满足一一映射关

系，该映射的雅可比矩阵可以表示为

[ ] =

266666664

@x 0

@x
@x 0

@y
@x 0

@z
@y0

@x
@y0

@y
@y0

@z
@z 0

@x
@z 0

@y
@z 0

@z

377777775
;

£ ¡1¤=
266666664

@x
@x 0

@x
@x 0

@x
@x 0

@y
@y0

@y
@y0

@y
@y0

@z
@z 0

@z
@z 0

@z
@z 0

377777775
(1)

当两者的源和介质满足式(2)的映射关系时

["0]= [ ] ["] [ ]T = jdet [ ]j
[¹0]= [ ] [¹] [ ]T = jdet [ ]j
= [ ] = jdet [ ]j

½0=½= jdet [ ]j

9>>>>=>>>>; (2)

 

 
图 1 隐身斗篷示意图
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两个空间的场满足形式上完全相同的Maxwell
方程组
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r ¢ =0
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r0 £ 0=
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对应的电磁场的解满足如式(4)的映射关系

0=[ ¡1]T ;
0=[ ¡1]T ;

0= [ ] = jdet [ ]j
0= [ ] = jdet [ ]j

9=; (4)

以此为基础可以进行隐身斗篷的设计。如图1
所示，若将图1(a)原自由空间中的一个圆形区域通

过参数变换映射到图1(b)中的一个环形区域，则图1(c)
原空间的圆形区域的场就会被映射到图1(d)的环形

区域中，对图1(d)而言，就会出现电磁波绕过环形

区域内部空白区的情形，对于环形区域外部的观测

者来说，图1(d)的环形区域内部的目标对电波传播

不产生任何影响，无法分辨图1(c)与图1(d)的区

别。由于图1(c)本身是自由空间，所以图1(d)环形

区域的媒质构成了对内部空白区域的“隐身斗篷”。

边界的匹配是隐身斗篷设计中的重点，必须保

证变换空间的网格趋向于未变换空间的网格，如图1(b)

那样与后者平滑连接。此时变换边界的阻抗满足边

界匹配条件

´0=

s
¹0

"0
!
r

¹0
"0
=´0 (5)

如本文引言中所提的那样，到目前为止，各种

文献一直沿用上述由文献[1]提出的映射方式。下面

分析这种映射方式是否唯一。做如下的假设：如果

对图1(b)中的环形区域不填充式(2)中媒质和源，而

是填充如式(6)所示的媒质和源
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令
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将上述关系代入式(4)中，可以得到
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"00 ¹00 ½00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 "00 ¹00

½00 00
　　可以看出 ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  和式(3)满足完全相同的形式， ,  ,  ,  就是 ,  ,

,   所产生的场。若将其视做一个新空间的媒质和场，则这个源和场与原空间的源和场满足如

式(9)的映射关系
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这样，本文就建立了一个不同于文献[1]的另一

组映射关系。与原映射关系不同的是，此时再考虑

式(5)，会发现此时的特性阻抗变成
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式(10)对应的映射空间的阻抗在变换边界上与

原空间的特性阻抗不再一致。并且，由于 是两个

独立变换系数，因此采用不同的选择可以获得任意的

变换后阻抗特性。同时，观察到：

，若 与自由空间对应，则 与

的空间场对应，因此可以与 的空间进行匹配。
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以此为基础，下面分析一种以自由空间的电磁

分布为原空间和场，映射设计出可以嵌入到具有任

意特性阻抗的媒质中的隐身斗篷。例如，将一枚梅

花形目标隐藏到矩形肥皂形媒质中就可以采用图2
方式进行设计。

³; »

³; »

如图2所示，首先要明确待隐藏目标外形尺寸

和待嵌入媒质的特性阻抗；然后选择合适的既可以

包藏目标又可以嵌入媒质的隐身斗篷外围边界。此

边界包含的自由空间构成原空间。以待隐藏目标的

外轮廓为内边界，以上述隐身斗篷外围边界为外边

界，两者围成的区域构成映射空间。然后，通过类

似文献[17]的空间变换方法可以建立空间之间的映

射关系，并借助式(2)形成可嵌入自由空间的斗

篷。进一步通过利用式(6)结合 的选择，就可以

建立具有指定阻抗边界的斗篷，进而嵌入到的媒质

中。如果外围媒质是分段的，那么也可以结合网格

的变换和 的分区域选择拟和对应的边界阻抗以

满足匹配。上述的方法也可以推广应用到后续的

2维映射情形。

3    波动方程2维共形映射中的数学问题讨论

为了设计非各向异性介质隐身毯，文献[18]从
波动方程的2维变换出发，获得了在共形变换条件

下的非各向异性隐身毯设计方法。其基本结论是建

立在下列的4个基本前提条件上：

=^Ez

(1) 讨论区域为无源区域，电场仅包含1个分

量，如 ；则空间波动方程为

r2Ez + !2¹0"Ez=0 (11)

¹0(2) 空间的磁导率均匀一致，为 ；

(x ; y) (x 0; y0)

!0(x 0; y0)=!0(!)=

x 0(x ; y) + jy0(x ; y); !=x + jy

(3) 原空间 和映射空间 具有共形映

射关系，采用复平面可以表述为

。满足柯西黎曼条件

@x 0

@x
=

@y0

@y
;
@y0

@x
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(4) 所研究的为2维无源映射，即认为场和媒质

在 方向无限延伸，且为无源媒质。

(x 0; y0)
此时将式(11)中的哈密尔顿算子展开，并引入

相互的微分关系和柯西黎曼条件可以获得 坐

标系满足的波动方程
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其中
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因此，若对映射空间填充如式(15)的材料

"0(x 0; y0)=

¯̄̄̄
d!0

d!

¯̄̄̄¡2
"(x ; y) (15)

则映射空间的场满足式(16)的波动方程

r02E 0
z + !2¹0"

0E 0
z=0 (16)

由方程在数学上的映射关系，可知原空间和映

射空间的电场分量满足如式(17)的映射关系

E 0
z(x 0; y0)=Ez(x ; y) (17)

以上述关系为基础，可按照和图1相似的方法

结合式(15)构建2维隐身毯。

这里本文进一步讨论如前所示的在其他参考文

献中未予考虑的两个数学问题。

3.1  关于磁场的映射

Ez

0(x 0; y0) (x ; y)

从上述推导可以看出，该类方法从以 为未

知量的波动方程的映射推导获得。现有文献未对以

此方法构建的映射关系中的磁场进行讨论。下面本

文分析以式(15)的方式构建的映射空间中的磁场

和原空间磁场 之间的关系。
0=E 0

z (x 0; y0)结合电磁感应定理以及 ，映射空

间的磁场为
0 =(¡1=j!¹0)r0 £ 0
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即

H 0
x=¡(¡1=j!¹0)
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(19)

 

 
图 2 嵌入式隐身斗篷示意图
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采用相同的方法可以得到原空间的磁场为

Hx=¡ (¡1=j!¹0)
@Ez

@y
;Hy=(¡1=j!¹0)

@Ez

@x (20)
E 0

z (x 0; y0)=

Ez(x ; y) x y

下面分析映射空间和原空间的磁场强度，即

式(19)和式(20)的关系，对电场变换关系

的两边同时对 或 求导，可得

@E 0
z(x 0; y0)
@x

=
@Ez(x ; y)

@x
) @E 0

z(x 0; y0)
@x 0

@x 0

@x
+

@E 0
z(x 0; y0)
@y0

@y0

@x
=

@Ez(x ; y)
@x

@E 0
z(x 0; y0)
@y

=
@Ez(x ; y)

@y
) @E 0

z(x 0; y0)
@y0

@y0

@y
+

@E 0
z(x 0; y0)
@x 0

@x 0

@y
=

@Ez(x ; y)
@y

9>>>=>>>; (21)

将式(21)代入到式(19)和式(20)可得

Hx=H 0
x
@y0

@y
¡ H 0

y
@x 0

@y
;

Hy=¡ H 0
x
@y0

@x
+ H 0

y
@x 0

@x
(22)

@x 0

@x
=

@y0

@y
;
@y0

@x
=¡ @x 0

@y
考虑到 ，式(22)可写为

Hx=H 0
x
@x 0

@x
+ H 0

y
@y0

@x
;

Hy=H 0
x
@x 0

@y
+ H 0

y
@y0

@y (23)

考虑到

[ ] =

266664
@x 0

@x
@x 0

@y
0

@y0

@x
@y0

@y
0

0 0 1

377775 ; [ ]¡1=

266664
@x
@x 0

@x
@y0

0

@y
@x 0

@y
@y0

0

0 0 1

377775
(24)

式(23)可以写为

= [ ]T 0; 0=
£

{1¤T (25)

Ez这就是基于以 为未知量的波动方程的TO变

换中的磁场的映射关系。

对于2维光学变换，同样需要考虑边界的匹配

问题。如图1或图2所示，被隐藏目标和斗篷构成的

区域嵌入原有的自由空间。只有在边界上保持阻抗

的匹配，才能达到隐身的效果。

由于上述的2维映射过程中磁导率并未做任何

改变，所以在边界上的阻抗能否匹配取决于在边界

上由式(14)决定的特性阻抗能否趋向于自由空间的

特性阻抗，即式(26)的条件是否成立

´0jb=
p
¹0="0(x 0; y0)=

¯̄̄̄
d!0

d!

¯̄̄̄
´0! ´0 (26)

jd!0=d!jb ! 1本质上这就是要求 ，或者说在边

界上映射空间的网格趋于原空间的网格。这也是现

有文献中不得不采用尺寸远大于隐藏目标的区域来

构建隐身毯以使边界上的网格变形非常微弱，阻抗

趋于和原空间匹配的原因。如果通过网格的变换，

使得在边界上

 

´0jb=
p
¹0="0(x 0; y0)=

¯̄̄̄
d!0

d!

¯̄̄̄
´0! »´0 (27)

即

jd!0=d!jb ! » (28)

"=»{2"0 ´=»´0

则这样的斗篷和隐身目标同样可以按照如图2
所示的方式嵌入具有 ,  的媒质当中。

需要强调的是，文献[18]中的隐身斗篷为了避

免变换后的介电常数小于1的区域过大，采用全空

间填充介质作为原空间。而本文所论述的方法中原

空间是自由空间，同样是通过数学机理的变化来形

成可以嵌入有限大小媒质的一种应用策略，但两者

的理论过程不同。本文所提的应用场景也不要求全

空间填充媒质。

3.2  共形映射的必要性

从上述分析可以看出，共形变换是进行基于波

动方程的场映射的充分条件。下面分析共形映射是

否是进行波动方程变换的必要条件。

d!0=d!

r2 r02

从复变函数的角度来讲，当2维映射不是共形

变换时，上面推导中用到的 将失去意义。

因此这里不能沿用复变函数的工具进行分析，而要

退回波动方程。从波动方程式(12)—式(14)的映射

推导过程可以看出若需要从波动方程出发进行媒质

变换， 和 之间必须满足仅相差1个因子的关

系，否则无法构造出形式相同的波动方程。

x 0=x 0(x ; y); y=y0(x ; y)

@x=
@

@x
;

@
x 0
x =

@x 0

@x

分析哈密尔顿算子在

变化下的相互关系(为简化公式，采用类似

的简记方式)：

r2= @x@x + @y@y

= @x

³
@x 0@

x 0
x + @y0@

y0
x

´
+@y

³
@x 0@

x 0
y + @y0@

y0
y

´
= @x 0@x 0

·³
@x 0

x

´2
+
³
@x 0

y

´2¸
+@y0@y0

·³
@y0

x

´2
+
³
@y0

y

´2¸
+2@x 0@y0

h
@x 0

x @y0
x + @x 0

y @y0
y

i
(29)
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r02=@x 0@x 0 + @y0@y0 r2 r02考虑到 ，若 和 之间满

足仅相差一个因子的关系，进而可以形成变换而保

持波动方程形式不变，则需要满足·³
@x 0

x

´2
+
³
@x 0

y

´2¸
=

·³
@y0

x

´2
+
³
@y0

y

´2¸
[@x 0

x @y0
x + @x 0

y @y0
y ]=0

9>=>; (30)

h
@

x 0
x @

y0
x +@

x 0
y @

y0
y

i
=0 @

x 0
x={

³
@

x 0
y @

y0
y

´
=@

y0
x·³

@
x 0
x

´2
+
³
@

x 0
y

´2¸
=

·³
@

y0
x

´2
+
³
@

y0
y

´2¸将   写为   ，

代入   ，有Ã
@

x 0
y @

y0
y

@
y0
x

!2
+
³
@x 0

y

´2
=
³
@y0

x

´2
+
³
@y0

y

´2
)
³
@x 0

y

´2
=
³
@y0

x

´2
(31)

将式(31)代入式(30)，有³
@x 0

x

´2
=
³
@y0

y

´2
(32)

可以看出，解有两组

A :
@x 0

@x
=

@y0

@y
;
@y0

@x
=¡ @x 0

@y

B :
@x 0

@x
=¡ @y0

@y
;
@y0

@x
=

@x 0

@y

9>>>=>>>; (33)

x 0B组映射可以视作是A组映射关于 坐标的对

称翻转。由于变换是在整个空间进行，这样的对称

翻转仅相当于在新坐标系中的虚轴的定义发生变

化。因此两者对应的是同一个变换。这样一来，

A组条件正好是柯西黎曼条件，对应为共形映射。

即如果想基于波动方程寻求严格的基于纯介质的场

变换映射，共形映射是其充分必要条件。到此为止

本文完成了对基于共形2维映射中磁场映射关系和

共形约束必要性的证明。

4    嵌入式隐身毯仿真分析

最后，本文给出一个简单的2维仿真示例来说

明嵌入式隐身毯的设计和隐身作用。

选择如图3(a)所示的长宽分别为37.5 m和16.3 m
的矩形空间作为原空间。如图3(b)所示，如果在该

空间的底部，引入一个凸起的空间，其外轮廓由

3段曲线和底部直线围成。

将如图3(a)和图3(b)所示空间作为原始空间和

映射空间。将图3(b)边界采用一定精度离散后可以

等效为多边形。则该多边形边界和原矩形边界各自

合围的区域可以采用式(34)所示的Schwarz–Chris-
toffel变换[19]构成共形映射。

!=C
Z !0

!00

NY
n=1

(!0 ¡ xn)
®n¡1d!0 + C1 (34)

®n

xn

C1

其中， 是多边形各个顶点对应的内角与 的比值，

为映射空间多边形各个顶点映射到原空间实轴上

的坐标(需要采用迭代算法计算)， 为常数。经过基

于式(34)的计算，网格映射关系见图3(a)和图3(b)。

"(x ; y)="0
"0(x 0; y0)

x=§ 5
x=0

"0

在构造出上述映射变换后，如果原空间视作自

由空间，即 ，基于式(34)和式(15)可以计

算出所需填充媒质的相对介电常数 如

图3(c)所示，该介电常数分布被用于后续仿真计

算。可以看出，最小的介电常数出现在斗篷内层边

界网格面积最大的 的处，最大的介电常数

出现在斗篷内层边界网格面积最小的 处。斗篷

区域的边界处介电常数已经接近于空气中的介电常

数 ，近似与外界在交界处匹配。

本文对上述空间参数分布模型在COMSOL中

 

 
图 3 原空间和映射空间及参数分布
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56 m£ 56 m ¹0

进行仿真验证，并在上述的矩形变换区域外加入了

自由空间模拟区域。如图4所示，仿真区域的总大

小为 。模型中的磁导率统一为 ，采用

45°入射角、频率为0.1 GHz的高斯波束照射。首先

将下边界设为理想电导体(Perfect Electric Conductor,
PEC)，并将PEC上方空间设为自由空间。获得的场

分布如图4(a)所示。然后将包含凸起物边沿的空间下

边界设为PEC，并将该边界上方设置为自由空间，仿

真获得的场分布如图4(b)所示。可以看出凸起物对

高斯波束产生了严重的散射。接着，保持上述设置

不变，但将图3(c)所示的由式(34)和式(15)获取的

变换空间介质参数填充在变换映射区域构成斗篷。

仿真结果如图4(c)所示。可以看出，通过斗篷的引入，

在矩形区域外的高斯波束传播与图4(a)几乎完全一

致(事实上，如文献[18]所述的那样，存在一个不可

避免的微小横向偏移)，达到了预期的隐身效果。

"r

»=1=
p
3 "=»¡2"0=3"0

"r=3
"r=3

以上是针对自由空间中隐身毯的设计方法，下

面将图4中的自由空间改为相对介电常数为 的空

间，形成嵌入式隐身毯。基于式(27)，本文选择

，则 ，故理论上基于式(28)设

定的隐身毯可以嵌入 的空间达到令凸起物隐身

效果。图5(a)为填充了 的空间，其结果与图

"r=34(a)类似。图5(b)为填充了 的空间并引入凸起

的空间场分布，同样引起了严重的散射。图5(c)为
引入隐身毯的仿真结果，可以看出在凸起物外部，

其场分布与图5(a)基本一致，说明该隐身毯同样成

功地实现了预期的隐身效果，验证了可嵌入媒质的

隐身斗篷基本原理的正确性。

5    结论

本文在对变换光学(TO)进行介绍的基础上引

出了关于TO的几个数学问题，并进行了详细讨

论：分析了基于Maxwell方程组变换中的变换方式

唯一性问题，同步讨论了边界匹配问题，指出了可

以灵活调整变换空间特性阻抗的变换方法。进一

步，以基于电场分量波动方程的2维TO变换为研究

对象，明确了在基于介电常数映射和电场映射条件

下，磁场所满足的变换关系，并同步讨论了边界条

件的变换关系。最后证明了2维变换下共形变换对

于设计出非各向异性介质隐身斗篷的充要性。基于

上述分析，本文在3维和2维变换中均提出了一种可

以嵌入具有特定阻抗边界的媒质之中的隐身斗篷设

计方法，并用2维仿真对其进行了验证。本文的研

究给出现有文献中未明确的几个数学问题的分析和

论证结果，对于嵌入式隐身斗篷的设计及其他应用

具有很好的理论参考价值和应用价值。
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