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基于交替迭代的混合信号 DoA 与 ULA 互耦误差估计算法 
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摘  要：针对互耦条件下均匀线阵(Uniform Linear Array, ULA)，该文基于交替迭代提出一种适用于混合信号模

型的波达方向(Direction of Arrival, DoA)与互耦误差估计算法。算法首先利用 ULA 互耦矩阵的带状 Toeplitz 结构，

提出一种基于门限的非相干信源 DoA 估计方法，进而实现互耦误差初步估计；在此基础上，以交互迭代方式实现

混合信号 DoA 估计及互耦误差更新。算法最多只需二次交互迭代，就可实现收敛。计算机仿真结果表明：该算法

在较少接收快拍数及低信噪比情况下，均具有良好的 DoA 及互耦误差估计性能。 
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Abstract: Based on alternative iteration, an algorithm is proposed to estimate the DoAs of mixed signals and 

mutual coupling error for Uniform Linear Array (ULA). In the algorithm, utilizing the Toeplitz structure of the 

mutual coupling matrix of the ULA, a threshold-based method is presented and used to estimate initially the DoAs 

of the incoherent signals in mixed signals, and then the corresponding mutual coupling error is achieved. On the 

basis of this, the DoAs of the mixed signals is estimated and the mutual coupling error is updated in an alternative 

iteration mode. The overall algorithm can achieve the convergence with at most two times alternative iterations. 

The computer simulation indicates that the algorithm has good performance of DoA and mutual coupling error 

estimation even with less receive shotsnaps and in lower SNR region.  
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1  引言  

DoA估计作为智能天线的核心技术，在雷达、

通信、声呐等领域具有广泛的应用前景，目前被学

术界广泛研究。在众多DoA估计算法中，以多重信

号分类(Multiple Signal Classification, MUSIC)[1]为

代表的子空间类算法，由于测向精度高而受到广泛

关注。然而，为了确保此类算法的测向精度，要求

阵列流型精确已知。但在实际应用中，由于诸多原

因，比如阵元间互耦效应，使实际天线阵列流型与

理想阵列流型之间总存在一定误差，导致测向精度
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急剧下降 [2 4]− 。  
为了解决存在互耦误差时的DoA估计问题，学

者们通过对互耦误差进行数学建模，将互耦误差校

正转化为参数估计问题 [3,4]。文献[5]利用均匀线阵

(Uniform Linear Array, ULA)互耦误差矩阵的带状

Toeplitz结构，提出了一种DoA估计与互耦自校正方

法。文献[6]针对ULA和均匀圆阵(Uniform Circular 
Array, UCA)，基于凸松弛原理研究了互耦条件下独

立信源的DoA估计问题。文献[7]通过将互耦误差转

换成与角度相关的复阵列增益，提出了一种DoA与

互耦误差联合估计算法。这些研究及包括早期大多

数互耦误差校正算法基本上均针对非相干源情况，

然而，在实际散射通信环境中，受多径影响，信号

在传输过程中会产生相干源，相干源的存在使得基

于MUSIC的子空间类算法完全失效。文献[8]针对跳
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频系统，利用最大似然准则，提出了一种基于交替

迭代的互耦系数与相干信源DoA估计方法。文献[9]
基于改进空间平滑算法，实现互耦条件下的相干信

号DoA估计。文献[10]提出了两种解相关方法以实现

互耦条件下相干信源的DoA估计。此外，多径环境

下，除了存在相干信源，还可能存在非相干信源，

在此称作混合信号模型。文献[11]则提出了一种基于

三步实现的混合信号DoA与互耦误差估计算法，该

方法首先利用阵列中间子阵来估计非相干信源

DoA，进而实现互耦误差估计；在剔除非相干信源

的影响后，利用空间平滑实现解相干，进而实现相

干信源DoA估计。由于该算法只利用了非相干信源

DoA估计结果实现互耦误差估计，因此，互耦误差

估计的精度并不高，导致最终DoA估计精度有限，

同时，该算法存在较严重的阵列孔径损失。上述文

献中，无论针对相干信源，还是针对混合信源，实

现解相干所采用的主要手段均为空间平滑，而空间

平滑本身会带来阵列孔径损失，采用空间平滑可估

计的最大信源数为2 /3M (M 表示阵元数)[12]。 
在综合分析以上研究成果的基础上，本文提出

了一种基于交互迭代的混合信号 DoA 与互耦系数

估计新算法。该算法首先对非相干信号进行 DoA 与

互耦系数进行估计，再利用估计的互耦系数对接收

信号进行互耦补偿；接着再对互耦补偿以后的信号

利用 Toeplitz 矩阵重构解相关，以实现混合信号

DoA 估计；然后再利用混合信号估计的 DoA 对互

耦系数进行再一次估计。实验仿真结果表明该算法

具有良好的 DoA 及互耦系数估计性能。 

2  互耦条件下的阵列混合信号模型 

考虑阵列与信源共面时的1维方位角估计和阵

列互耦误差校正。假设阵列为M 元ULA，阵元间距

为d , D (D M< )个远场窄带信源以波长λ的平面

波入射，其中K 个相干信源 0( ) ( )c k s k=s ρ ( 1[ ,ρ=ρ  
T

2, , ]Kρ ρ ), D K− 个独立信源 1( ) [ ( ),u Kk s k+=s  
T

2( ), , ( )]K Ds k s k+ ，入射角度分别用 1 2[ , ,c θ θ=θ  

, ]Kθ 和 1 2[ , , , ]u K K Dθ θ θ+ +=θ 表示。假设信源和噪

声均服从高斯分布，信号与噪声之间相互独立。 

以第1个阵元为参考，考虑阵列互耦误差时，接

收信号矢量 T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Mk x k x k x k=x 可表示为 

( ) ( ) ( ) ( )

     ( ) ( )

c c u uk k k k

k k

= + +

= +

x CAs CA s n

CAs n      (1) 

其中C 表示互耦系数矩阵 (Mutual Coefficient 
Matrix, MCM), T T T( ) [ ( ) ( ) ]c uk k k=s s s , [ , ]c u=A A A
表示理想阵列流形矩阵， 1 2( ) [ ( ), ( ), ,t n k n k=n  

T( )]Mn k 为背景噪声矢量； 1 2[ ( ), ( ), ,c θ θ=A a a  

( )]Kθa , 1 2[ ( ), ( ), , ( )]u K K Dθ θ θ+ +=A a a a , ( ) [1,iθ =a  
( 1) T, , ]i ij j Me eφ φ− − − 表示第 i 个信源的理想方向矢

量， 2 sin( )/i idφ π θ λ= , 1,2, ,i D= 。 
由于互耦系数幅度随阵元间距增大而减小，当

阵元间相距足够远时，可认为对应阵元间互耦为 0。
根据文献[5]，对于 ULA,C 为一复对称带状 Toeplitz
矩阵；矩阵C 中第 1 行 0 1[ , , , , 0, , 0]Pc c c=c ，满

足关系 1 00 | | | | 1P Pc c c−< < < < = 。 

0 1

1 0 1

0

0

0
Toeplitz( , )

0 0

P

P

c c c

c c c

c c

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

C c c

 

(2) 

其中 Toeplitz( , )c c 表示利用向量c 构造的 Toeplitz
矩阵。 

根据式(1)，输出信号的协方差矩阵 xR 可表示

为 
H H H

H H 2

H H 2

E[ ( ) ( )]

       

   

x c c c

u u u M

s M

k k

σ

σ

= =

+ +

= +

R x x CAR A C

CA R A C I

CARA C I      (3) 

其中 H=E[ ( ) ( )] Blkdiag{ , }s c uk k =R s s R R 表示信号

协方差矩阵(Blkdiag()⋅ 表示块对角矩阵运算符)，MI
表示M M× 单位矩阵， 2σ 表示噪声功率， u =R  

HE[ ( ) ( )]u uk ks s , H( )c t η=R ρρ , *
0 0E[ ( ) ( )]s k s kη = 。 

3  混合信号 DoA 与阵列互耦误差交替迭代

估计算法 

本节给出基于交替迭代的阵列互耦误差及混合

信号 DoA 估计算法。在该算法中，首先提出一种基

于门限的非相干信号个数及 DoA 初步估计方法，接

着利用非相干信号 DoA 估计信息实现互耦误差初

步估计；在此基础上，利用估计出的互耦误差对接

收信号进行互耦补偿，然后对互耦补偿后的接收信

号协方差矩阵采取 Toeplitz 矩阵重构，进而实现混

合信号 DoA 估计；最后利用混合信号 DoA 估计信

息实现互耦误差更新。 
3.1 非相干信源个数及DoA初始估计 

对 xR 进 行 奇 异 值 分 解 (Singlar Value 
Decomposition, SVD)，得到信号子空间 sU 与噪声

子空间 nU ，由信号子空间与噪声子空间相互正交[3]

可得 
H H H( ) ( ) 0i n n iθ θ =a C U U Ca          (4) 

根据式(4)，定义一代价函数 rJ ： 
H H H( ) ( )r i n n iJ θ θ= a C U U Ca         (5) 

可通过式(5)的极小化实现 iθ 和c的联合估计，然而，

该式为一 2D P+ − 维优化问题，如果直接采取高维
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搜索求解，其运算量十分可观。 
由文献[5]知，式(4)可进一步表示成 

H ( ) 0iθ =c Q c               (6) 

其中 H H( ) ( ( )) ( ( ))n nθ θ θ=Q T a U U T a , 1,2, ,i D= 。

相应地，非相干信源 DoA 估计可表示成[5]  

  

  

 或1

1
min

arg max[det( ( ))]

arg max[ ( ( ))]

θ

θ

θ θ

θ λ θ

−

−

=

=

Q

Q         (7) 

其中 [ ]det ⋅ 表示矩阵行列式算子， min[ ]λ ⋅ 表示求矩阵

最小特征值运算。 
非相干信号DoA的估计，可直接利用式(7)进行

谱峰搜索取得。在不考虑背景噪声时，当 θ 取非相

干信号的真实DoA时， det( ( ))θQ 等于0。假设由于

相干信源及背景噪声的影响，形成了 l 个理论近零

值。为了消除伪峰对非相干信号个数及DoA估计的

影响，在此设置一个门限 γ 。下面给出具体分析过

程。 
定义函数 

( ) det( ( ))k kg θ θ= Q             (8) 

根据波峰搜索结果，保留M' D K l= − + 个幅值最

小的 ( )kg θ 值。由于当 kθ 为非相干信源的真实角度

时， ( )kg θ 的幅值 ( )kg θ 远远小于虚假波峰角度所对

应的幅值。因此，对 ( )kg θ 进行排序，即 

1 1( ) ( ) ( ) ( )m m M'g g g gθ θ θ θ+≤ ≤ << < <  (9) 

进一步定义 ( )p m 为 

1

1

( )

( )
( )

m

k
k
M'

i
i

g

p m
g

θ

θ

=

=

=
∑

∑
           (10) 

( )p m 中，由于
1
| ( ) |

m
kk

g θ
=∑ 远小于

1
| ( ) |

M'
ii

g θ
=∑ ，因 

此，设定一门限值 γ ，当 ( )p n γ> 且 ( 1)p n γ− ≤ 时

(实验室我们设置 310γ −= )，则非相干信源个数

1m n= − ，进一步，利用谱峰搜索得到m 个最高峰

值，其所对应的空间方位可作为非相干信源 DoA 的

初始估计值，
(0) (0) (0)
1 2, , , mθ θ θ 。 

3.2 互耦系数初始估计 
利用非相干信号 DoA 初始估计，互耦系数c的

初始估计可表示为 

(0) ,(0)min[ ( )]Iθ=c e Q 且 (0) (1) 1=c       (11) 

其中 min ,(0)
1,2, ,
arg { [ ( )]}i

i m
I θ

=
= e Q , min[ ]⋅e 表示与矩阵最 

小特征值对应的特征向量。 
3.3 混合信号DoA估计 

利用由式(11)得到的互耦系数 (0)c ，构建MCM 

(0)C 。同时，令
1

(0)( ) ( )k k
−

=y C x ，即 
1 1

(0) (0)( ) ( ) ( )k k k
− −

= +y C CAs C n       (12) 

经过互耦补偿后，输出信号的协方差矩阵可表示成 
H H H

1 H2 1 H H
(0) (0)

1 HH H 2 1
(0) (0)

E{ ( ) ( ) }

       ( )

      ( )

y s

M c c c

n n n M

k k

σ

σ

− −

− −

= =

+ =

+ +

R y y LARA L

C I C LAR A L

LA R A L C I C    (13) 

其中
1

(0)
−

=L C C 。进一步，令 
(1,1) (2,1) ( ,1)

(1,2) (2,2) ( ,2)

(1, ) (2, ) ( , )

y

r r r M

r r r M

r M r M r M M

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

R     (14) 

其中 

  *
, ,

1

( , ) ,  , 1,2, ,
D

m i n i
i

r m n d k m n M
−

= =∑    (15) 

*
,

1,

,

,   1, ,

,            1, ,

K

i l m l
lm i

i m i

k i K
d

k i K D

ηρ ρ

η
=

⎧⎪⎪ =⎪⎪= ⎨⎪⎪ = +⎪⎪⎩

∑
   

(16) 

其中 1
, ,1

M m
i j i m jm

k l β −
=

= ∑ , ij
i e φβ −= , ,i ml 表示矩阵L  

中第 ( , )i m 个元素， *E( )K i K i K is sη + + += , 1,2, ,i =  
D K− 。 

由于相干信源的存在，导致接收信号协方差矩

阵出现秩亏，因此，为了实现DoA估计，必须进行

解相关预处理。文献[13]提出以中间阵元为参考，构

造了一Toeplitz矩阵，但是，该方法损失一半阵列孔

径。在本文，为了避免阵列孔径损失，我们利用 yR
的第1列元素来构造一Toeplitz矩阵R： 

* *

*

(1,1) (1,2) (1, )

(1,2) (1,1) (1,( 1))

(1, ) (1, 1) (1,1)

r r r M

r r r M

r M r M r

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

R  (17) 

存在互耦时，由于复数矩阵L结构的复杂性，

导致理论上解析证明 rank( )R 等于信源的个数D 十

分困难。但是，L中的 (0)C 和C 均为Toeplitz矩阵，

其为满秩矩阵，因此L亦为满秩矩阵，即L对矩阵

yR 的秩没有影响。所以，根据信号理论，
1

(0)
−

=L C C  

M≠ I 时利用 yR 中一列构成的Toeplitz矩阵R所包

含的信号方位信息与 M=L I (即完全互耦补偿)时
利用 yR 中一列构成的Toeplitz矩阵R完全一样，即

1
(0) M

−
= ≠L C C I 时利用 yR 中一列构成的Toeplitz矩

阵R的秩与 M=L I (即完全互耦补偿)时利用 yR 中

一列构成的Toeplitz矩阵R的秩相同。因此，为了简

化该问题，我们给出 M=L I 时，rank( ) D=R (证明

及解释略)。 
然后直接对R进行 SVD，并根据 MUSIC 算法

估计混合信号 DoA 1 2, , , , ,K Dθ θ θ θ 。 
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3.4 互耦系数更新 
由于非相干信号DoA估计的准确程度直接影响

互耦系数初始值及随后混合信号DoA的估计精度，

因此，将3.3小节中估计到的混合信号中非相干信号

DoA值与非相干信号初始DoA估计值进行比较，为

此，定义函数 ( )if θ ， 
(0)

( ) i iif θ θ θ= −
          

 (18) 

其中 1, 2, ,i K K D= + + 。如果 ( )if θ ζ≤ ( ζ 表示角

度判断门限)，则利用式(11)估计互耦系数c，否则

再次估计非相干信号的 DoA 和互耦系数，然后根据

估计结果实现混合信号 DoA 估计，最后根据当前估

计结果进行互耦系数更新。 
3.5 阵列互耦误差与混合信号DoA交替迭代估计算

法步骤 
根据上述分析，互耦误差与混合信号DoA交替

迭代估计算法流程图如图1所示，下面给出算法具体

步骤。 
步骤 1  设定门限 γ ，根据式(10)与式(7)，对

非相干信号个数及DoA进行估计； 
步骤 2  根据估计到的DoA，利用式(11)估计

MCM； 
步骤 3  利用步骤2估计到的MCM对接收信号

矢量 ( )kx 进行互耦补偿，并根据式(13)计算 yR ；进

而以Toeplitz矩阵重构为基础，利用MUSIC算法估

计混合信号DoA； 
步骤 4  利用式(18)对混合信号中非相干信号 

DoA估计精度进行判断，若成立返回步骤2，否则返 
回步骤1； 

步骤 5  循环步骤2-步骤4 2-3次，直到算法收

敛。 

4  数值仿真 

仿真参数：ULA阵元数 10M = ，阵元间距d =  
0.5 λ，互耦仅存在于邻近的3个阵元间，对应互耦

系数分别为1 , 0.55 0.45j+ 和 0.35 0.25j− − 。 4D =

个混合信号中，包括两个非相干信号，DoA分别为

10 和40 ；两个相干信号，DoA分别为-20 和0 ，

信号衰落系数分别为1和 0.0030.9 je 。 

以均方根误差作为算法性能的衡量指标，DoA

估计、互耦系数估计的均方根误差分别用 DoARMSE

和 MCRMSE 表示，其定义如下： 

2
DoA

1 1

1
RMSE ( ( ) )

N D

k k
m k

m
ND

θ θ
= =

= −∑∑      (19) 

2
MC

1

1
RMSE ( ) 100%

N

m

m
N =

= − ×∑ c c
c

  (20) 

其中 ( )k mθ 和 ( )mc 分别表示第m 次Monte Carlo仿

真对 kθ ( 1,2, ,k D= )及 c 的估计值， N  表示

Monte Carlo仿真总次数。在随后 DoARMSE 和

MCRMSE 性能仿真中，同时给出对应参量估计的克

拉-美劳限(Cramer-Rao Bound, CRB)[14]作为对比。

单次Monte Carlo仿真所用快拍数用 sN 表示。 

实验 1  DoA估计性能 

 

图1 算法流程图 
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SNR 1 dB= 时，图 2 给出 3 次交替迭代后混合

信号 DoA 估计方向图。从图中可看出：本文提出的

算法可以有效地估计出混合信号的 DoA。 
实验 2  DoARMSE 及 MCRMSE 随 SNR 变化关

系 
500sN = , 100N = 时，图 3 和图 4 分别给出

本文算法与文献[11]算法的 DoARMSE 及 MCRMSE 性

能对比。 
从图3和图4可看出，无论是本文的3次交替迭代

算法，还是文献[11]的算法，DoA及互耦系数的估计

精度均随SNR的增加而提高。但是，本文的算法最

多经过两次交替迭代，就可实现收敛，而且收敛时

的 DoARMSE 及 MCRMSE 性能明显优于文献[11]。当

SNR 4 dB≥ 时，3次迭代几乎取得相同的性能，并

且 DoARMSE 及 MCRMSE 性能十分接近CRB。进一

步，从图3上还可以看出，相比文献[11]，本文算法

在数值稳健性上更具有优势。 
实验 3  DoARMSE 及 MCRMSE 随接收信号快

拍数 sN 的变化 
SNR 4 dB= , 100N = 时，图5和图6分别给出

DoARMSE 及 MCRMSE 随快拍数 sN 变化关系曲线。

从图上看出，随快拍数 sN 增加，无论是本文算法通

过2次交替迭代，还是文献[11]的算法，DoA及互耦

系数的估计精度均有一定程度的提高。但是，在相

同快拍数 sN ，本文算法对DoA及互耦系数的估计比

文献[11]的算法更精确；同时，在相同均方根误差情

况下，本文算法所需快拍数更少。 
实验 4  代价函数随门限 ζ 变化关系 
SNR 4 dB= 时 ， 图 7 给 出 代 价 函 数 rJ =  

H H H( ) ( )i n n iθ θa C U U Ca 随角度门限 ζ 的变化曲线。从

图上看出，当门限值 ζ 达到 0.5 时，代价函数接近

收敛，因此，在该算法中，选择 0.5ζ = 。此外，由

于接收信号快拍数毕竟有限，因此，在 ζ 接近于0时，

并不能使代价函数绝对为0。 
实验 5  本文算法与文献[11]算法 DoA 估计成

功率对比实验 
快拍数 500sN = 时，图8给出在100次Monte 

Carlo实验中，DoA估计的成功率随SNR变化的关系

曲线。当DoA估计值与真实角度之差不大于 0.3 时，

即 | | 0.3θ θ− ≤ ，可认为DoA估计成功。从图8看出，

尽管随SNR增加，本文算法及文献[11]的DoA估计成

功率均呈上升趋势，但是，当SNR 1 dB= 时，本文

算法成功率接近0.8，而文献[11]算法仅为0.32。 
SNR 4 dB= 时，图9给出在100次Monte Carlo

仿真实验中，DoA估计的成功率随快拍数的变化曲

线。从图9中看出，本文的方法在小接收快拍数下，

其成功率都比文献[11]高很多，这也意味着，本文算

法在接收快拍数较少时，也能保证DoA估计性能。 

 

图 2 混合信号 3 次交替迭代 DoA 估计曲线      图 3 DoARMSE 随 SNR 的变化            图 4 MCRMSE 随 SNR 变化 

 

图 5 DoARMSE 随 sN 的变化曲线        图 6 MCRMSE 随 sN 的变化曲线       图 7 代价函数 rJ 随着角度门限 ζ 的变化 
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图 8 成功率随 SNR 的变化曲线                       图 9 成功率随快拍数 sN 变化曲线 

5  结束语 

本文针对互耦条件下ULA如何有效地实现混合

信号DoA估计的难题，提出了一种基于交替迭代方

式的混合信号DoA及互耦误差估计算法。与文献[11]
的算法相比，该算法无论从稳健性、估计精度、成

功率等方面，均具有不同程度的优势；而且在接收

快拍数较少及低信噪比情况下，该算法同样也可取

得良好的DoA及互耦误差估计性能。但是，由于本

文算法采用交替迭代方法，因此，计算复杂度相对

较大，然而，随着计算机处理能力的提升，该问题

会逐步得到解决。 
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