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摘   要：针对Wiener非线性时变系统的参数辨识问题，该文提出一种基于重复轴的迭代学习算法来实现对时变甚

至突变参数的估计。文中将维纳系统输出非线性部分的反函数进行多项式展开，进而构造了回归模型，未知参数

及中间变量用其估计替代，分别给出了采用迭代学习梯度算法和迭代学习最小二乘算法实现时变参数辨识的方

法。仿真结果表明，与带遗忘因子的递推算法和迭代学习梯度算法相比，迭代学习最小二乘算法更具有参数估计

收敛速度快，辨识精度高，系统输出误差小等优势，验证了所提学习算法的有效性。
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Abstract: For the parameters identification of Wiener nonlinear time-varying systems, iterative learning
algorithms based on repeated axes are proposed to estimate the time-varying or even abrupt parameters. At

first, the output nonlinear part of the Wiener system undertaken is tackled based on polynomial expansion, and

then the regression model is constructed, the unknown parameters and intermediate variables are replaced by

their estimates. Both iterative learning gradient and iterative learning least square algorithms are used to

conduct the identification of the time-varying systems. Compared with the recursive algorithm with forgetting

factor and iterative learning gradient algorithm, the simulation results demonstrate that the iterative learning

least squares algorithm can perform high identification accuracy and efficiency, being of fast convergence speed

and less resultant system output error, which verifies the effectiveness of the proposed algorithm.
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1    引言

实际生产过程中，常常遇到时变系统。近年

来，线性系统时变参数的辨识问题得到了广泛研

究，带遗忘因子的迭代算法、迭代学习辨识算法等

较好地解决了线性系统时变参数的辨识问题。但

是，通常的工业生产过程大多具有强烈的非线性特

征，而线性模型难以满足非线性过程的描述和研

究，因此非线性系统的参数辨识逐渐成为系统辨识

中较热门的研究课题之一。

线性系统的模型结构比较简单，可以用统一的

模型描述，如差分方程、状态空间模型等[1]，而非

线性系统结构复杂，难以用统一的模型来描述，在

诸如化学过程、生物和生理系统等采用较普遍的是

块结构非线性系统模型[2]。根据具体的连接形式，

块结构非线性模型可以分为：Hammerstein模型

(输入非线性)、Wiener模型(输出非线性)以及其组

合形式Hammerstein-Wiener(N-L-N)模型和 Wiener-

Hammerstein(L-N-L)模型。Wiener系统作为典型

的非线性系统，在工业生产过程中有着广泛的应用[3]，

如电气控制[4]、模拟谷氨酸的发酵过程[5]等，因此

文中主要探讨Wiener 非线性模型的辨识问题，

Wiener非线性模型由一个动态线性子系统串联一

个静态的非线性环节构成，通常用来描述在输出部

分存在非线性元素的系统，因此也称为输出非线性

模型，在工业生产中广泛采用。

近年来，Wiener及其组合形式模型的参数估

计问题在系统辨识领域越来越得到关注[6–8]。基于
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最小二乘辨识算法和迭代梯度算法[9]，将Wiener非
线性系统双线性代价函数分成两个线性代价函数对

模型辨识，同时也有提出极大似然法辨识Wiener
模型[10]、递推增广最小二乘法辨识一类带滑动平均

噪声的经典Wiener非线性模型[11]，以及通过输入注

入法实现Wiener非线性模型的辨识[12]。更进一步

地，针对Wiener 模型非线性部分具有反函数的问

题，现有的研究成果中，blind方法用于辨识非线

性部分有反函数的Hammerstein-Wiener模型[13]，

针对具有不可逆多项式和有限脉冲响应(FIR)的
Wiener非线性系统，现有文献提出离线辨识的方

法[14]，并采用多指标表示法，估计非线性与线性动

态部分系数的乘积。另外，也有针对Wiener模型

非线性部分的反函数进行多项式展开，与原线性部

分整合形成两个块，借鉴辅助模型的思想，采用了

递推最小二乘算法[15]确定两个块的系数，从而实现

的Wiener非线性系统的模型辨识[9]。以上方法有效

解决了定常系统的参数辨识问题，但是在处理带时

变参数的Wiener非线性系统时，上述方法不具备

完全跟踪能力，而带遗忘因子的辅助模型递推最小

二乘算法，由于在修正项中引入了遗忘因子，使其

具备了跟踪缓变参数的能力，但是该算法在辨识突

变的时变参数时，跟踪性能较差。

本文提出的迭代学习辨识方法，指可简化(Re-
ducible)非平稳过程的参数估计，其动机来自迭代

学习控制的基本思想[16]。当动态系统在有限区间上

重复运行时，其时变参数随时间而变化，但其变化

规律在每一次运行时相同，沿重复轴来看，固定时

刻对应的参数是一固定值。它启发我们将时间轴上

递推算法的思想进一步运用于重复轴，构建沿重复

轴的“递推”算法[17]。

本文考虑了有限区间上重复运行的一类时变

Wiener非线性系统，借助Wiener系统定常参数的

辨识思想，先将非线性部分反函数通过多项式展

开，进而形成回归模型，推导了时变Wiener非线

性系统基于“重复轴”的迭代学习梯度算法

(Gradient based Iterative Learning algorithm for
Wiener systems, W-ILG)和迭代学习最小二乘算法

(Least Squares based Iterative Learning al-
gorithm for Wiener systems, W-ILLS)，解决了时

变Wiener非线性系统的参数估计问题。仿真结果

表明，对比带遗忘因子的递推算法(Recursive
Least Squares algorithm with Forgetting factor
for Wiener systems, W-FRLS)，迭代学习梯度算

法和迭代学习最小二乘算法能够获得一类Wiener
非线性系统时变参数的一致估计。对比3种算法的

仿真结果，进一步验证了迭代学习最小二乘算法在

非线性系统时变参数估计方面的有效性。 

2    问题描述

考虑如下重复运行的时变维纳非线性系统，其

线性动态子系统描述为

A(q−1, t)rk(t) = B(q−1, t)uk(t) (1)

加入噪声量后，

xk(t) = rk(t) + vk(t) (2)

进一步，动态非线性系统可描述为

yk(t) = f(xk(t), t) (3)
uk(t) yk(t) k

f(·) rk(t) k

xk(t) vk(t)

σ2 A(q−1, t) B(q−1, t)

q−1

其中， 和 分别表示系统第 次运行的输入

和输出， 为非线性函数， 是线性系统第 次

运行的输出， 是未知的中间变量， 是零均

值，方差为 的白噪声序列。 和

是延迟算子为 的时变多项式，具体形式为

A(q−1, t) = 1+a1(t)q
−1+a2(t)q

−2+ ···+ana
(t)q−na ,

B(q−1, t) = b1(t)q
−1 + b2(t)q

−2 + ···+ bnb
(t)q−nb。

f A(q−1, t) B(q−1, t)

x = f−1(y)

假设非线性函数 可逆， 和 的

阶数已知，则反函数 用多项式展开[18]表

示为

xk(t) = f−1(yk(t), t) =

m∑
l=1

cl(t)y
l(t) (4)

m表示已知非线性函数的阶数。

由式(1)和式(2)可得

A(q−1, t)xk(t) = B(q−1, t)uk(t) +A(q−1, t)vk(t)

进一步，可得

xk(t) =[1−A(q−1, t))]xk(t) +B(q−1, t)uk(t)

+A(q−1, t)vk(t) = −
na∑
i=1

ai(t)xk(t− i)

+

nb∑
j=1

bj(t)uk(t− j) +

na∑
i=1

ai(t)vk(t− i)

+ vk(t) =

na∑
i=1

ai(t)[vk(t− i)− xk(t− i)]

+

nb∑
j=1

bj(t)uk(t− j) + vk(t) (5)

联立式(4)和式(5)可以得到

m∑
l=1

cl(t)y
l(t) =

na∑
i=1

ai(t)[vk(t− i)− xk(t− i)]

+

nb∑
j=1

bj(t)uk(t− j) + vk(t) (6)

xk(t) rk(t)

c1(t) = 1

由于 [ ]是不可测的中间量，式(6)中的

参数如不加其他限定条件则无法直接计算。为了解

决这个问题，把式(6)左边部分的系数分成两部

分，更一般地，假设非线性部分的第1项系数给定

，则式(6)可以变换为
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yk(t) =

na∑
i=1

ai(t)[vk(t− i)− xk(t− i)]

+

nb∑
j=1

bj(t)uk(t− j)

−
m∑
l=2

cl(t)y
l
k(t) + vk(t) (7)

θ1,k(t) := [a1(t), a2(t), ···, ana(t), b1(t), b2(t), ···,

bnb
(t)]T ∈ Rn1

n1 = na + nb

定义参数矢量：

　 　

,

　　 ,
θk(t) :=[a1(t), a2(t), ···, ana

(t), b1(t), b2(t), ···,

bnb
(t), c2(t), c3(t), ···, cm(t)]T ∈ Rn,

ϕ1,k(t) : = [vk(t− 1) − xk(t − 1), vk(t− 2)−
xk(t− 2), ···, vk(t− na)− xk(t− na)

信息矢量为：

　

,
uk(t− 1), uk(t− 2), ···, uk(t− nb)]

T ∈ Rn1

ϕk(t) := [ϕT
1,k(t),−y2k(t),−y3k(t), ···,−ymk (t)] ∈ Rn.

从而，式(5)和式(7)可以获得回归形式为

xk(t) = ϕT
1,k(t)θ1,k(t) + vk(t) (8)

yk(t) = ϕT
k (t)θk(t) + vk(t) (9)

显然，通过模型的变换，可进一步开展模型参

数的辨识。众所周知，上式的时变参数用现有时间

轴上的递推算法和梯度算法等均难以获得参数的一

致估计，下面提出沿重复轴的迭代学习梯度算法和

迭代学习最小二乘算法。 

3    维纳非线性时变系统的迭代学习辨识

k

{yi(t), ϕi(t), 0 ≤ t ≤ N, i = 0, 1, ···, k}
t ∈ {0, 1, ···, N} yi(t) i

ϕi(t) i Yk(t) =

[y1(t), y2(t), ···, yk(t)]TΦk(t) = [ϕT
1 (t),ϕ

T
2 (t), ···,ϕ

T
k (t)]

T

Vk(t) = [v1(t), v2(t), ···, vk(t)]T

系统在给定的作业区间上重复运行时，记录或

量测由第 1次到第 次运行时的输入输出数据

。对于固定的

时刻 ，其中 为第 次迭代的系统

输出， 是第 次迭代的信息矢量，记

,  ,

。

k第 次重复运行后，系统所有运行特性的矩阵

形式可表示为

Yk(t) = Φk(t)θk(t) + Vk(t) (10) 

3.1  维纳非线性时变系统的迭代学习梯度算法

Jk(θ̂k(t), t)=E{[yi(t)−ϕ̂i(t)θ̂k(t)]
2
}定义准则函数 。

基于梯度搜索原理，可沿输出残差平方的负梯

度方向修正，从而得到迭代学习梯度算法的参数更

新率[19]

θ̂k(t) =θ̂k−1(t)−
µk(t)

2
grad[Jk(θ̂k(t), t)] = θ̂k−1(t)

+ µk(t)ϕ
T
k (t)[yk(t)− ϕk(t)θ̂k−1(t)] (11)

µk(t) ϕk(t)其中， 为收敛因子，由于式(11)中 包含了

xk(t− i) vk(t)

xk(t− i) vk(t− i)

x̂k(t− i) v̂k(t− i)

系统的未知中间量 和不可测的噪声 ，

因此无法通过式(11)直接计算。为了解决这个问

题，借助交互估计理论[20]的思想，对于信息矩阵中

的未知项 和不可测的噪声 ，用其估

计值 和 来替代，可得

ϕ̂1,k(t) :=[v̂k(t− 1)− x̂k(t− 1), v̂k(t− 2)

− x̂k(t− 2), ···, v̂k(t− na)− x̂k(t− na),

uk(t−1), uk(t−2), ···, uk(t−nb)]
T ∈∈ Rn1 ,

ϕ̂k(t) := [ϕ̂T
1,k(t),−y2k(t),−y3k(t), ···,−ymk (t)]

T
∈ Rn�

相应地，式(8)和式(9)可以变换为
x̂k(t) = ϕ̂T

1,k(t)θ̂1,k(t) + v̂k(t) (12)
yk(t) = ϕ̂T

k (t)θ̂k(t) + v̂k(t) (13)

ϕ̂k(t) ϕk(t)用 替代式(11)中的信息矩阵 ，可以得

到迭代学习梯度算法为

θ̂k(t) =θ̂k−1(t) + µk(t)ϕ̂
T
k (t)

· [yk(t)− ϕ̂k(t)θ̂k−1(t)] (14)

进一步可表示为

θ̂k(t) =[I − µk(t)ϕ̂
T
k (t)ϕ̂k(t)]θ̂k−1(t)

+ µk(t)ϕ̂
T
k (t)yk(t) (15)

其中

ϕ̂1,k(t) :=[v̂k(t− 1)− x̂k(t− 1), v̂k(t− 2)

− x̂k(t− 2), ···, v̂k(t− na)− x̂k(t− na),

uk(t− 1), uk(t− 2), ···, uk(t− nb)]
T (16)

ϕ̂k(t) := [ϕ̂T
1,k(t),−y2k(t),−y3k(t), ···,−ymk (t)]T (17)

θ̂k(t) [I − µk(t)ϕ̂
T
k (t)

ϕ̂k(t)]

µk

为保证 的收敛性，矩阵

的所有特征根需要保证在单位圆内 [ 2 1 ]，故

的保守选择需满足

0 ≤ µk(t) ≤
2

ϕ̂T
k (t)ϕ̂k(t)

(18)

µk(t)这里可通过调节 的参数选择，获得最佳的

参数估计，通过迭代学习梯度算法(W-ILG)进行时

变参数估计的步骤如表1所示。 

θ̂k(t)表 1  采用迭代学习梯度算法(W-ILG)计算 的流程图

　输入：重复激励的一组数列

Yk(t)　输出：堆积的输出向量

t = 0, 1, ···, N

θ̂−1(t) = 0 x0(t) v0(t) k = 0

　1. 对于所有的 ，给定参数估计初始值

，迭代所需 和 的值，并置 ；

k uk(t)
yk(t)
　2. 在第 次重复运行时，采集输入数据 ，计算输出数据

k < Kmax Kmax　3. While  (其中 为最大迭代次数)

t ∈ [0, N ]　4. 　for each 

ϕ̂1,k(t) ϕ̂k(t)　5. 　　通过式(16)和式(17)构造 和

µk　6. 　　通过式(18)选取合适的

θ̂k(t)　7. 　　通过式(15)计算得出

x̂k(t) v̂k(t)　8. 　　　通过式(12)刷新 和式(13)刷新

　9. 　end

　10. end
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3.2  维纳非线性时变系统的迭代学习最小二乘算法

迭代学习梯度算法虽可实现对时变维纳非线性

系统的参数估计，但仿真结果显示梯度算法的参数

收敛速度不够快，且抖动性大，鉴于最小二乘算法

在收敛性能上的优点，下面采用迭代学习最小二乘

算法对其参数进行辨识。针对上述迭代学习梯度算

法中所述给定作业区间的重复运行系统，考虑如下

准则函数

Jk(θ̂k(t), t) =

k∑
i=1

[yi(t)− ϕi(t)θ̂k(t)]
2

ΦT
k (t)Φk(t)当 可逆时，极小化准则函数则可得

到对于该时变模型的最小二乘估计为

θ̂k(t) = (ΦT
k (t)Φk(t))

−1ΦT
k (t)Yk(t) (19)

Φk(t) ϕk(t)

xk(t− i) vk(t)

θ̂k(t)

x̂k(t− i) v̂k(t)

同理，由于信息矩阵 [ ]中包含了系统

的未知中间量 和不可测的噪声 ，无法

通过式(19)直接计算 。为了解决这个问题，与

上述算法一样，用其估计值 和 来替代。

定义

ϕ̂1,k(t) :=[v̂k(t− 1)− x̂k(t− 1), v̂k(t− 2)

− x̂k(t− 2), ···, v̂k(t− na)− x̂k(t− na),

uk(t− 1), uk(t− 2), ···, uk(t− nb)]
T ∈ Rn1 ,

ϕ̂k(t) := [ϕ̂T
1,k(t),−y2k(t),−y3k(t), ···,−ymk (t)]T ∈ Rn.

式(19)可变换为

θ̂k(t) = (Φ̂T
k (t)Φ̂k(t))

−1Φ̂T
k (t)Yk(t) (20)

显然，通过最小二乘准则函数计算参数的估计

值需矩阵求逆运算，为回避求逆运算，借鉴递推最

小二乘算法的原理，推导沿迭代轴的递推算法，即

迭代学习最小二乘算法，推导过程略。由此可以得

到维纳非线性时变系统的迭代学习最小二乘算法

(W-ILLS)为

θ̂k(t) = θ̂k−1(t) +
Pk−1(t)ϕ̂k(t)

1 + ϕ̂T
k (t)Pk−1(t)ϕ̂k(t)

ek(t) (21)

Pk(t) = Pk−1(t)−
Pk−1(t)ϕ̂k(t)ϕ̂

T
k (t)Pk−1(t)

1 + ϕ̂T
k (t)Pk−1(t)ϕ̂k(t)

(22)

x̂k(t) = ϕ̂T
1,k(t)θ̂1,k(t) + v̂k(t) (23)

v̂k(t) = yk(t)− ϕ̂T
k (t)θ̂k(t) (24)

ek(t) = yk(t)− ϕ̂T
k (t)θ̂k−1(t) (25)

其中

ϕ̂1,k(t) :=[v̂k(t− 1)− x̂k(t− 1), v̂k(t− 2)

− x̂k(t− 2), ···, v̂k(t− na)

− x̂k(t− na), uk(t− 1), uk(t− 2), ···,

uk(t− nb)]
T (26)

ϕ̂k(t) := [ϕ̂T
1,k(t),−y2k(t),−y3k(t), ···,−ymk (t)]T (27)

θ̂1,k(t) :=[â1(t), â2(t), ···, âna(t), b̂1(t),

b̂2(t), ···, b̂nb
(t)]T (28)

θ̂k(t) := [θ̂1,k(t), ĉ2(t), ĉ3(t), ···, ĉm(t)]T (29)

P−1(t) = p−1(t)I θ̂−1(t) = 0
式(21)和式(22)构成了最小二乘学习算法，其

中 , ，该算法无矩阵求逆

运算，是基于重复轴上的“递推算法”，将时间上

的递推转变成运行次数的迭代。

通过W-ILLS算法进行时变参数估计的步骤如

表2所示。 

4    数值算例

本节将完成具体的算例仿真，以说明本文所提

算法的有效性。考虑如下的时变维纳非线性系统

xk(t) =
B(q−1, t)

A(q−1, t)
uk(t) + vk(t)

A(q−1, t) B(q−1, t)

A(q−1, t) = 1 + a1(t)q
−1 + a2(t)q

−2 B(q−1, t) =

b1(t)q
−1 + b2(t)q

−2

其中， 和 是2阶多项式, 具体表达

式为 , 

。

a1(t) = 1.5sin(
1000

t ) − 1 a2(t) = 0.6−

0.4 sin

(
π

|t− 60.5|

)
b1(t) = −(0.3 + 0.1

√
0.3t+ 6)

b2(t) = lg

(
0.1 + 1.4| cos

(
30π

t

)
|

)
+ 0.1

具体参数为 , 

,   ,

。

xk(t) = y(t) + c2(t)y
2(t) + c3(t)y

3(t) c2(t) =

0.01t lg

(
50

t

)
,c3(t) = −1.5 + 0.5(1.5t+ 130)

1
6

同时，输出非线性部分的反函数展开为

， 其 中

。

uk(t)

vk(t)

在仿真过程中，取输入 为零均值、方差

为1的不相关持续激励信号，噪声项 为零

均值、方差为 0 . 0 1的白噪声序列。选取初值

θ̂k(t)表 2  采用迭代学习最小二乘算法(W-ILLS)计算 的流程图

　输入：重复激励的一组数列

Yk(t)　输出：堆积的输出向量

t = 0, 1, · · · , N
θ̂−1(t) = 0 x0(t) v0(t) k = 0

　1. 对于所有的 ，给定参数估计初始值

，迭代所需 和 的值，并置 ；

k uk(t)
yk(t)
　2. 在第 次重复运行时，采集输入数据  ，计算输出数据

k < Kmax Kmax　3. While  (其中 为最大迭代次数)

t ∈ [0, N ]　4. 　for each 

ϕ̂1,k(t) ϕ̂k(t)　5. 　　通过式(26)和式(27)构造 和

θ̂k(t) Pk(t)　6. 　　通过式(21)计算得出 ，式(22)刷新

x̂k(t) v̂k(t)
ek(t)
　7. 　　通过式(23)刷新 ，式(24)刷新 ，式(25)刷新

　8. 　End

　9. End
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P−1(t) = p−1(t)I6×6 p−1(t) = 106 θ̂−1(t) = [0, 0, 0,

0, 0, 0]

λ=0.7

lg J = |y(t)−
ϕ̂T(t)θ̂(t− 1)|

， ，

。分别采用W-FRLS算法、W-ILG算法和W-

ILLS算法估计该时变系统的参数。采用W-FRLS算
法的参数辨识中，选取遗忘因子 ，为检验其

收 敛 效 果 ， 定 义 系 统 估 计 误 差

，W-ILG算法和W-ILLS算法中，为

lg J =

max
0<t≤N

{|ek(t)|} ek(t) = yk(t)− ϕ̂T
k−1(t)θ̂k−1(t)

验证收敛效果，定义每次迭代的估计误差为

，这里 。

参数辨识结果及估计误差如图1—图4所示。仿

真结果表明，带遗忘因子的最小二乘递推算法(W-
FRLS)具备一定的时变参数跟踪能力，但是针对参

数突变的情况无法实现完全跟踪，且算法估计误差
 

 
λ = 0.7图 1 采用W-FRLS算法 (遗忘因子 ) 辨识参数结果

 

 
图 2 采用W-ILG算法辨识参数结果
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较大。迭代学习梯度算法(W-ILG)和迭代学习最小

二乘算法(W-ILLS)可实现对维纳非线性系统时变

参数的一致估计，且收敛误差随迭代次数增加而减

小。对比迭代学习最小二乘算法和梯度算法，相同

系统、相同信号输入和噪声输入条件下，迭代学习

最小二乘算法收敛误差小，且波动性小，验证了该

算法的有效性。 

5    结束语

本文提出的方法可用于解决Wiener非线性重

复时变系统的参数估计问题。文中推导了有限区间

上重复作业下迭代学习梯度算法和迭代学习最小二

乘算法。在重复持续激励的条件下，当Wiener系
统非线性输出部分可逆，两种算法均能实现时变参

数的完全估计，仿真结果验证了迭代学习辨识方法

的有效性，并给出了迭代学习最小二乘算法的辨识

效果。可借鉴其中的结果，进一步开展后续研究，

包括Hammerstein系统，以及其组合形式Hammer-
stein-Wiener(N-L-N)模型和Wiener-Hammer-
stein(L-N-L)模型。
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