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摘   要：在无线电监测和目标定位等应用中，接收信号经常会受到脉冲噪声和同频带干扰等复杂电磁环境的影

响，传统的基于2阶统计量的信号处理方法往往不能正常工作，基于分数低阶统计量的信号处理方法也由于对信

号噪声统计先验知识的依赖性而遇到困难。近年来提出并受到信号处理领域普遍关注的相关熵和循环相关熵信号

处理理论与方法，是解决复杂电磁环境下信号分析处理、参数估计、目标定位和其他应用问题的有效技术手段，

有力促进了非高斯、非平稳信号处理理论方法和应用的发展。该文系统性地综述了相关熵和循环相关熵信号处理

的基本理论和基本方法，包括相关熵与循环相关熵的起源背景、定义概念、性质特点，以及所包含的数学物理意

义。该文还介绍了相关熵与循环相关熵信号处理在多个领域的应用问题，希望对非高斯、非平稳统计信号处理的

研究和应用有所裨益。
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Abstract: In radio monitoring and target location applications, the received signals are often affected by

complex electromagnetic environment, such as impulsive noise and cochannel interference. Traditional signal

processing methods based on second-order statistics often fail to work properly. The signal processing methods

based on fractional lower order statistics also encounter difficulties due to their dependence on prior knowledge

of signals and noises. In recent years, the theory and method of correntropy and cyclic correntropy signal

processing, which are widely concerned in the field of signal processing, are put forward. They are effective

technical means to solve the problems of signal analysis and processing, parameter estimation, target location

and other applications to complex electromagnetic environment. They promote greatly the development of the

theory and application of non-Gaussian and non-stationary signal processing. This paper reviews systematically

the basic theory and methods of correntropy and cyclic correntropy signal processing, including the background,

definition, properties and characteristics of correntropy and cyclic correntropy, as well as their mathematical

and physical meanings. This paper introduces also the applications of correntropy and cyclic correntropy signal

processing to many fields, hoping to benefit the research and application of non-Gaussian and non-stationary

statistical signal processing.
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1    引言

在诸如无线电监测和目标定位等信号处理应用

领域，接收到的有用信号经常会受到脉冲性噪声和

同频带干扰的影响，简称为脉冲噪声与同频干扰并

存环境。在这种复杂电磁环境中，传统的信号分析

处理理论和方法会出现显著的性能退化，甚至不能

正常工作[1,2]。为此，必须研究在这种复杂电磁环

境下能够有效工作的信号处理新理论与新方法。

从统计信号处理的角度来说，脉冲性噪声属于

一类典型的非高斯随机过程，通常用Alpha稳定分

布(Alpha-stable distribution)[1]来描述或建模。这

类噪声的特点是其不存在有限的2阶统计量，且其

概率密度函数具有显著的厚拖尾。而无线电监测等

通信信号处理中的大部分信号和同频带干扰，则可

以归属于循环平稳随机过程，是一类典型的非平稳

随机过程。因此，脉冲噪声与同频干扰并存的复杂

电磁环境下的信号处理问题，可以归结为一类非高

斯、非平稳随机信号分析与处理问题。

相关熵(correntropy)[3–5]与循环相关熵(cyclic-
correntropy)[6,7]是近年来提出并得到迅速发展的信

号处理新理论与新方法，对于解决上述脉冲噪声和

同频干扰下的信号处理问题，具有重要的意义。所

谓相关熵，实际上是一种广义的相关函数。它具有

能够同时反映信号的时间结构和统计特性的优点，

可看作是在再生核希尔伯特空间定义的相关函数。

相关熵依据其核函数的调整与控制，对信号中的脉

冲性噪声有很好的抑制作用。所谓循环相关熵，是

针对具有循环平稳特性的通信信号而提出的一种新

概念与新方法。它在相关熵的基础上，对于具有周

期特性的相关熵函数，定义了循环相关熵的概念。

循环相关熵保持了相关熵的特点，并借助其对于不

同循环特性信号的区分特性，具有同时抑制脉冲噪

声与同频干扰的能力。相关熵和循环相关熵由于其

优越的性能，得到信号处理领域的高度重视和深入

研究，并在信号检测、参数估计、目标定位、图像

处理和自适应滤波等领域得到广泛的应用。在近十

几年的发展历程中，美国佛罗里达大学Principe教
授及团队的研究具有开创性和引领性的作用，国内

西安交通大学陈霸东教授及团队做出了重要贡献。

本文拟系统介绍基于相关熵和循环相关熵信号

处理理论方法的发展历程和研究现状，并给出了一

些应用实例，旨在为读者提供一个该领域起源和发

展的研究线索。

本文后续内容安排如下：第2节简要介绍了

Alpha稳定分布和分数低阶统计量的基本概念与方

法，第3节系统介绍了相关熵的概念与主要性质，

第4节介绍了循环相关熵的概念与性质，第5节给出

了相关熵与循环相关熵在多个领域的应用情况，第

6节为全文的结束语。

2    Alpha稳定分布的概念与分数低阶统
计量

(1) Alpha稳定分布的概念

Alpha稳定分布是描述脉冲性噪声的强有力工

具。由于这种分布是唯一一类满足广义中心极限定

理[1,2]的统计分布，因此成为统计信号处理中非高

斯信号建模与分析的重要理论基础。Alpha稳定分

布不存在统一的闭合的概率密度函数，通常用其特

征函数的形式来表示，如式(1)所示

ϕ(u) = exp{jau− γ|u|α[1 + jβsgn(u)ω(u, α)]} (1)

ω(u, α) =


tan

πα
2
, α ̸= 1

2

π lg |t|, α = 1
sgn(·)

α β a γ

0 < α ≤ 2

α

−1 ≤ β ≤ 1

−∞ < a < +∞
γ > 0

其中， , 为符号函

数。由式(1)可知，Alpha稳定分布由 , , 和 共

4个参数唯一确定。其中， 称为特征指

数，描述Alpha稳定分布的拖尾厚度， 值越小，

其脉冲性越强； 为对称参数，表示该分

布的对称程度； 为位置参数，决定

分布的中心位置； 为分散系数，决定分布的

离散程度，类似于高斯分布中的方差。

X

X ∼ Sα(γ, β, a)

X ∼ S2(γ, 0, a) X

X ∼ S1(γ, 0, a) X

X ∼ S1/2(γ, −1, a) X

服从Alpha稳定分布的随机变量 ，通常也使

用 的形式来表示。Alpha稳定分布

可以表示非常广泛的一类随机现象，若满足

，则 服从高斯分布，若满足

，则 服从柯西分布，若满足

，则 服从皮尔逊分布。

p

Alpha稳定分布具有一些重要的性质，其中，

对于信号处理影响最大的性质为 阶矩性质，简述

如下：

X ∼ Sα(γ, β, 0)

0 < α < 2

设Alpha稳定分布随机变量 ，

且满足 。则有

E[|X|p]
{

< ∞, 0 < p < α
=∞, p ≥ α

(2)

α < 2式(2)表明，对于 的分数低阶Alpha稳定分布

随机变量，其方差(或2阶矩)是不存在的。因此，

基于方差或2阶统计量有限假设的信号处理方法(例
如功率谱分析和最小均方等)将会显著退化，甚至

会导致错误的结果。

(2) 分数低阶统计量

分数低阶统计量(Fractional Lower-Order
Statistics, FLOS)是一类能够有效抑制脉冲性噪声

的统计信号处理工具，它包含了多种不同的形式。
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0 < p < α E[|X|p]

X Y

[X,Y ]α RF(m)

若满足 ，则式(2)所示的 是一种典

型的FLOS，称为分数低阶矩(FLOM)。其它常用

的FLOS还包括共变(covariation)[8–10]和分数低阶相

关(FLOC)[11,12]，有时也称为分数低阶协方差等。

式(3)和式(4)分别给出了随机变量 和 的共变

和分数低阶相关 的表达式

[X,Y ]α =
E[XY ⟨p−1⟩]

E[|Y |p]
γy, 1 ≤ p < α (3)

X Y

1 < α ≤ 2 γy Y

其中， 和 满足联合对称Alpha稳定分布，且

， 表示 的分散系数。

RF(m) = E[(x1(n))
⟨b1⟩(x2(n+m))⟨b2⟩],

0 ≤ b1 < α/2, 0 ≤ b2 < α/2, 0 < α < 2 (4)

可以看出，在共变和分数低阶相关中，式(5)
所示的非线性变换算子，是各类FLOS抑制脉冲噪

声的关键环节。其通过有效削弱信号中远离中值或

均值的“野点”而抑制脉冲噪声对有用信号的破坏

作用，并进而保证信号处理算法的正常有效工作。

z⟨p−1⟩ = |z|p−1sgn(z) (5)

α

p b1 b2

尽管，FLOS能够有效抑制脉冲噪声的影响，

能够保证信号处理算法的正常运行，但是，FLOS
的有效性是建立在一定统计先验知识基础上的。根

据信号中Alpha稳定分布噪声的特征指数 值来确

定分数低阶统计量的阶数 或 和 值，是基于

FLOS信号处理算法正常工作的前提。

(3) FLOS方法的局限性

p b1 b2

p < α 0 ≤ b1 < α/2, 0 ≤ b2< α/2

p b1 b2 α

α

α

在依据FLOS处理Alpha稳定分布信号时，由

于分数低阶统计量的阶数 或 和 值需要被限制在

或 范围内[1,2]，因此

或 和 值的确定依赖于对信号噪声 值的先验知

识或对其准确估计，在许多应用中，这种先验知识

是难于获取的，且依据接收信号对 参数进行准确

估计也并非易事，尤其是当信号噪声的 值为时变

的情况[13]。另外，由于非高斯的Alpha稳定分布不

存在有限的2阶统计量，因此不能使用常规的相关

函数来刻画信号之间的相似性。尽管可以使用共变

和分数低阶相关(或分数低阶协方差)等来实现这种

相似性描述，但是，在使用共变时，要求信号与噪

声服从联合对称Alpha稳定分布[1,2]，在许多实际应

用中，这一要求并不一定能够满足[14]。如果采用分

数低阶相关，虽然可以克服共变的一些缺点，但是

分数低阶相关的参数确定需要已知Alpha稳定分布

的特征指数[1,2,14,15]，并且分数低阶相关的性质与

2阶相关还是有一定差异的，例如2阶相关矩阵具有

正定性，而分数低阶相关矩阵则不具备这种性质。

因此，就目前的研究水平来看，使用FLOS理论与

方法进行Alpha稳定分布条件下的信号处理，存在

算法参数不易获得的局限性，并且缺乏统一的理论

框架。

3    相关熵的概念与基本性质

相关熵的概念最初是由美国佛罗里达大学

Principe教授团队[3,16]于2006年首次提出的，随后，

该团队及统计信号处理领域的众多学者又系统研究

了相关熵的数学物理意义、性质和在多个方面的应

用问题，构建了相关熵信号处理的理论框架。

(1) 相关熵的概念

在统计信号处理领域，通常使用随机过程的统

计分布和时间结构来对其进行描述和分析。但是直

到相关熵的概念提出之前，一直缺乏既能有效描述

随机过程统计分布，又能刻画其时间结构的单一测

度。文献[16]基于核方法(kernel method)[17,18]和信

息理论学习(Information Theoretic Learning,
ITL)[19]技术，提出了相关熵的概念和方法，文献[20]
对相关熵做了进一步的补充和分析。

X Y任意两个随机变量 和 之间的互相关熵

(Cross Correntropy, CC)定义为

Vσ(X,Y ) = E[κσ(X − Y )] (6)

X Y

{(xi, yi)}Ni=1

式(6)可简称为相关熵。在实际应用中，由于难于

获得 和 联合概率密度函数，且通常只能获得有

限长度的数据 ，则相关熵的样本估计为

V̂N,σ(X,Y ) =
1

N

N∑
i=1

κσ(xi − yi) (7)

κσ(·) σ式(6)、式(7)中， 为核函数，其中 称为核长。

高斯核函数是最常采用的核函数为

κσ(x− xi) =
1√
2πσ

exp

(
−∥x− xi∥2

2σ2

)
(8)

Φ

式(8)所示的高斯核函数满足Mercer条件[17]，其诱

导了一个从输入空间到无穷维再生核希尔伯特空间

(RKHS)F的非线性映射 。这样，相关熵的定义可

以进一步写为[5]

VX(t1, t2) =E[⟨Φ(X(t1)), Φ(X(t2))⟩F ]
=E[κσ(X(t1)−X(t2))] (9)

X(t)

⟨·, ·⟩F

由于式(9)只考虑了一个随机变量或随机过程

，故称为自相关熵(autocorrentropy)，也简称

为相关熵。其中 表示在再生核希尔伯特空间

F上的内积。这样，相关熵可以将原象空间的一个

非线性问题经过非线性映射为另一个空间的线性问

题，并在该空间对线性问题进行求解。

从上面关于相关熵的定义可知，所谓相关熵，

其实质是对两个随机变量(或随机信号)之差高斯变

第 1期 邱天爽：相关熵与循环相关熵信号处理研究进展 107



Z = X − Y

换后的函数求取数学期望。与相关函数相比，相关

熵提供了一种非常相似但更加广义化的信号相似性

测度，因而又常称为广义相关函数。而与分数低阶

统计量相比，相关熵可以提取误差 的高

阶矩信息[5,16]，如式(10)

Vσ(X,Y ) =
1√
2πσ

∞∑
n=0

(−1)
n

2nn!
E

[
(X − Y )

2n

σ2n

]
(10)

Vσ(X,Y ) RXY (·)
Z = X − Y

由式(10)可知， 携带相关函数 的信

息，并且包含 所有偶阶矩的信息[16]。

Vσ(m)

PV (ejω) =
∑∞

m=−∞
Vσ(m)e−jωm

对离散序列的相关熵 求取离散时间傅里

叶变换，可以得到相关熵谱密度函数(CSD) [16]为

，其保留了常规谱

密度函数的许多性质。

(2) 相关熵的主要性质

Vσ(·)
V (·)

Santamaria和Liu等诸多学者对相关熵的基本

性质做了系统的研究[2,5,16,20]，现列出相关熵的主要

性质如下(为了简便起见，省略相关熵符号 的

下标，写为 )：
V (X,Y ) = V (Y,X)(a) 对称性： 。

0 < V (X,Y )
1√
2πσ

X = Y V (X,Y )

(b) 有界性： 。当且仅当

时， 取得最大值。

V (X,Y )

Z = X − Y

( c )  展开特性： 包含了随机变量

的全部偶阶矩的信息。

{(xi, yi)}Ni=1 fX,Y (x, y)

σ → 0 Nσ → ∞
f̂X,Y ;σ(x, y)

fX,Y (x, y) lim
σ→0

V (X,Y ) =

∫ +∞

x=−∞
fX,Y

(x, x)dx N

σ → 0

(d) 核长问题：假定 是由

抽取的i.i.d数据，若核长 ，且 时，

则由Parzen方法[21]估计得到的 逼近其真

值 ， 且 有

。但是，在实际应用中，由于 不可能趋

于无穷，且 会导致无意义的结果，故需要设

置一个核长的下限。

{(xi, yi)}Ni=1 fX,Y (x, y)

N → ∞ V̂N (X,Y ) V (X,Y )

E
[
V̂N (X,Y )

]
=

V (X,Y ) lim
N→∞,σ→0

NσVar[V̂N (X,Y )] = fZ(0)∫ ∞

−∞
(κ1(u))

2du

( e )  无 偏 估 计 与 渐 进 一 致 估 计 ： 假 定

是由 抽取的 i . i . d数据，当

时， 是 的无偏估计和均方

意 义 上 的 一 致 估 计 ， 即 满 足

和

 。

V (X,Y ) = E{[Φ(X)]TΦ(Y )} = Trace(RXY )

Trace(·) RXY

(f) 映射空间特性：在所映射的特征空间，相

关 熵 是 该 空 间 数 据 的 2 阶 统 计 量 ， 即 满 足

。其中，

表示求矩阵的迹， 表示非线性映射的

相关矩阵。

X Y

V (X,Y ) = ⟨E[Φ(X)],E[Φ(Y )]⟩F
(g) 特征空间的不相关性：若 和 是统计独

立的，则 。这表

X Y明， 和 之间的独立性可以利用相关熵的计算来

进行评价。

{xi}Ni=1

η

{xi}Ni=1 {ηx(i)}Ni=1

E[ηx(i)ηx(i+ t)] = V (i, i+ t) =

E[κ(x(i)− x(i+ t))], 0 ≤ t ≤ N − 1

(h) 标量非线性映射：设 为一数据集。

相关熵核函数诱导一个标量非线性映射 ，将信号

映射为 ，同时保留某种意义上的

相 似 性 测 量 ， 即

。

(3) 相关熵诱导距离与最大相关熵准则

给定样本空间的两个随机变量X和Y，则相关

熵诱导距离测度(CIM)[5]定义为

CIM(X,Y ) = [κ(0)− V (X,Y )]1/2 (11)

X = [x1, x2, ···, xN ]T

Y = [y1, y2, ···, yN ]T

式(11)所表示的相关熵诱导距离测度也可以推广用

于给定样本空间中两个矢量

和 的情况。

CIM(X,Y ) ≥ 0 X = Y

CIM(X,Y ) = 0 CIM(X,Y ) = CIM

(Y,X) CIM(X,Z) ≤ CIM(X,Y )+

CIM(Y, Z)

作为测度函数，CIM具有许多优良特性，例如

非负性，即 ；同一性，即若 ，

则有 ；对称性，即

；三角不等式，即

。

X图1给出了2D空间中从点 到原点距离的等高

线图。

由图1可以看出，当两点距离较近时，CIM的

行为就像一个L2范数，称这个区域为欧氏区域；在

欧氏区域之外，CIM的行为就像一个L1范数，称这

个区域为过渡区域；随着两个点进一步远离，则CIM
的行为类似于L0范数，称这个区域为修正区域。

{(xi, yi)}Ni=1

基于CIM距离测度，定义了最大相关熵准则

(Maximum Correntropy Criterion, MCC)[5]，可以

用作信号处理中滤波器设计的代价函数。设

为一组观测数据，则最大相关熵准则表

示为
 

 
图 1 2D空间CIM等高线图[5]
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MCC(ei)
∆
=max

[
1

N

N∑
i=1

κ(xi − yi)

]

= max

[
1

N

N∑
i=1

κ(zi)

]
(12)

ei = xi − yi其中， 表示误差信号。

maxθ
∑N

i=1
κσ(ei) ⇔minθ

∑N

i=1
ρ(ei)

ρ(z) =
1− exp(−e2/2σ2)√

2πσ

e

可以证明，MCC与信号处理和参数估计中广

泛使用的M估计 [ 2 2 ] 密切相关。二者可以由

相关联。式右

边表示M估计，其中的 ,

表示误差信号。

X Y

此外，MCC与信号处理中最广泛使用的最小

均方(MSE)准则既有相似之处，又有显著区别。一

方面，二者均可以用作某种优化准则，都可以作为

随机变量 和 的相似性测度。但是另一方面，

MSE是一种全局性2阶统计量函数，更适用于高斯

分布的情况。对于远离分布中心的误差样本，

MSE具有显著的放大作用，从而在误差分布非对

称、非零中心及有异常值等情况不能实现最优。相

比而言，MCC是一种局部性相似性测度，对于测

量噪声为非零均值、非高斯、离群值较大等情况

(这些情况恰为Alpha稳定分布噪声的特点)，均具

有很好的应用价值。此外，最大相关熵准则具有很

好的抑制脉冲噪声的作用[5]。在Alpha稳定分布条

件下，相关熵诱导的相关函数具有正定对称性，可

以和普通相关一样定义功率谱[5,23]，这也是相关熵

比共变和分数低阶相关具有显著优势的主要特点。

因此，利用相关熵和MCC准则研究Alpha稳定分布

信号处理具有非常诱人广阔的前景，得到非高斯信

号处理领域的广泛重视[24–29]。

(4) 复相关熵与广义相关熵

前文所述的相关熵的概念与方法，基本上属于

实值范畴，即没有考虑复值信号的情况。而实际

上，在通信技术等领域，复值信号是经常存在的。

为了解决在复值信号条件下使用相关熵进行信

号分析处理的问题，Guimaraes等人[30]提出了复相

关熵(Complex Correntropy, CC)的概念和最大复

相关熵准则(MCCC)，将相关熵的概念和理论方法

从实数域推广到复数域。

C1 C2设 和 为两个复值随机变量，则复相关熵定

义为

V C(C1, C2) = E[κC√
2σ
(C1 − C2)] (13)

κC√
2σ
(C1−C2)=

1

2πσ2
exp
(
− (C1−C2)(C1−C2)

∗

2σ2

)
其中，

C1 C2 JMCCC(e)=max[V C(e)]

e C1 C2

表示高斯核函数。MCCC准则定义为两个复随机变

量 和 的复最大相关熵，即 ，

其中， 表示两随机变量 和 之差。文献[30]和文

献[31]分别采用复相关熵解决复值数据的系统辨识

问题和分布式非圆信号的波达方向估计问题，得到

较好结果。

尽管相关熵和MCC准则在信号处理领域得到

了越来越多的关注和应用，但其默认的高斯核函数

并不总是最好的选择。西安交通大学Chen教授等

人[32]提出了一种以广义高斯密度函数为核函数的广

义相关熵和广义最大相关熵准则(GMCC)，并将其

成功地运用于自适应滤波，具有很好的稳定性，可

实现零发散概率。

广义相关熵定义为

Vu,v(X,Y ) = E[Gu,v(X − Y )] (14)

Gu,v(·)

Gu,v(e) =
u

2vΓ (1/u)
exp (−|e/v|u)

u > 0 v > 0 Γ (·)

其中，核函数 是广义高斯概率密度函数，定

义 为 。 其 中 ，

为形状参数， 为尺度或宽度参数，

为伽马函数。分析和实验表明，相比于相关熵，广

义相关熵通过参数的选择，可以适应更为复杂的信

号条件，并得到更好的结果，具有很强的通用性和

灵活性[32–35]。

4    循环相关熵

正如前文所述，在诸如无线电监测和无线通信

等领域，往往会遇到非高斯脉冲噪声和同频带干扰

并存的复杂电磁环境。相关熵方法可以有效地抑制

非高斯脉冲噪声的影响，但是对接收信号中的同频

带干扰却无能为力。为了解决脉冲噪声和同频干扰

并存下的信号提取、参数估计和目标定位等问题，

本文作者团队在总结提炼相关熵和循环统计量[36–38]

信号处理理论方法的基础上，提出了循环相关熵

(Cyclic CorrEntropy, CCE)[6]的概念，并深入研究

了循环相关熵的基本理论和应用问题[39–42]。

(1) 循环相关熵的定义

x(t)

Rx(t, τ) =

E[x(t)x(t+ τ)] = Rx(t+ T0, τ) T0

Rx(·) Rx(·)

设 为满足2阶循环平稳(SOCS)[43]特性的随

机信号，其相关函数是周期性函数，写为

，其中， 表示相关

函数 的周期。对周期性 求取傅里叶级

数，得到循环相关(CC)[44]函数为

Rξ
x(τ) =

1

T0

∫ T0/2

−T0/2

Rx(t, τ)e−j2ξtdt (15)

ξ = m/T0其中， 为循环频率。对应于分数低阶统

计量，可以类似地得到分数低阶循环相关函数

(FLOCC)[45,46]为
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Rξ,F
x (τ) =

1

T0

∫ T0/2

−T0/2

RF(t, τ)e−j2ξtdt (16)

RF(·)其中， 表示分数低阶相关函数。

x(t)对于满足SOCS的随机信号 ，其相关熵可

以写为

Vx(t, τ) = E[κσ(x(t)− x(t+τ))] = Vx(t+ T0, τ) (17)

Vx(t, τ)

Vx(t, τ) =
∑∞

m=−∞
V ξ
x (τ)e

j2πξt

这样， 可以写为傅里叶级数的形式，即

。由此，循环相关熵

函数(CCE)定义为[6,39]

V ξ
x (τ) =

1

T0

∫ T0/2

−T0/2

Vx(t, τ)e−j2ξtdt (18)

对循环相关熵求取傅里叶变换，得到循环相关

熵谱(CCES)函数为

Sξ
x(f) =

∫ ∞

−∞
V ξ
x (τ)e

−j2πfτdτ (19)

与常规的相关熵相比，循环相关熵通过利用

信号的循环平稳特性，构造了一个循环频率域，即

使同频带干扰与有用信号占有相同的时段和频段，

但由于循环频率特性的不同，仍然可以进行区分。

与常规的循环相关函数相比，循环相关熵由于采用

了核函数映射机制，保留了相关熵对非高斯脉冲

噪声的抑制能力，因而更加适合非高斯脉冲噪声的

环境。

(2) 循环相关熵的基本性质

(a) 循环相关熵的统计平均可以表示为时间平

均的形式，即

V ξ
x (τ) = lim

T→∞

1

T

∫ T/2

−T/2

κσ[x(t)− x(t+ τ)]e−j2ξtdt

=
⟨
κσ[x(t)− x(t+ τ)]e−j2ξt⟩

t
(20)

⟨·⟩t其中， 表示时间平均。

0 < |V ξ
x (τ)|< (2

√
πσ)−MF (σ, γ) M

F (σ, γ) =
σ√

γ2 + σ2
erf

(√
γ2 + σ2

γ

)
+
1

e
erfc

(
σ

γ

)
erf(·) erfc(·)

(b) 在Alpha稳定分布条件下，循环相关熵是收

敛的。即 。其中，

为信号的维数，

。 和 分别为误差函数和互补

误差函数。

(c) 对于某些调制信号来说，循环相关熵谱中

循环频率的特定值，对应于调制信号的载波频率。

因此，该性质可以用于估计信号的载波频率。

(d) 循环相关熵谱在频率域与循环频率域均具

有某种对称性，但不具备偶对称性。

ξ0 = 0

ξ1 = 2fc

( e )  循环相关熵谱具有 0阶 ( )和 2阶
( )循环平稳特性。实际上，0阶循环平稳特

性所表示的是平稳特性。若信号是非平稳的，则不

具备这个0阶循环平稳性。

(f) 循环相关熵谱具有偶数阶的循环平稳性。

σ1 ≈
√

Med[x2(t)] +Med[x2(t+ τ)]

6
Med[·]

(g) 核长的选择。文献[39]给出了核长选择的

准则，即 。式

中， 表示取序列的中值。

循环相关熵与循环相关熵谱的定义和性质，保

证了基于循环相关熵的信号处理算法能够有效地抑

制接收信号中的非高斯脉冲性噪声和同频带干扰的

影响，适合于复杂电磁环境下的信号检测、参数估

计和目标定位等应用。

图2给出了循环相关熵谱与常规的循环相关谱

及分数低阶循环相关谱的对比图。由图2可以明显

看出，在相同的信噪比条件下，循环相关熵谱对噪

声干扰具有更好的抑制作用，图中与信号相关联的

 

 
图 2 循环相关熵谱与常规的循环相关谱及

分数低阶循环相关谱的对比[6]
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谱峰非常尖锐，这非常有利于信号的参数估计与信

号提取。

5    相关熵与循环相关熵在信号处理中的应用

自从相关熵的概念和理论方法于2006年由

Principe教授团队首次提出以来，文献中报道了大

量基于相关熵进行信号处理的理论和应用研究成

果。据作者不完全统计，关于相关熵的研究论文累

计超过4000篇，其中仅2015年以来的4年就发表论

文接近3000篇。可以认为，关于相关熵理论和应用

的研究正在成为信号处理领域的前沿和热点问题

之一。

(1) 局部相似性测度

统计信号处理中常用的相似性度量大多是基于

2阶统计量的，例如均方误差和相关函数等。文

献[3]基于信息理论学习的基本原理，把随机信号的

相关函数推广到相关熵函数，从而构造了一种局部

性相似性测度。这种相似性测度通过对不同延迟下

信号相似性进行定量刻画，从而能够量化随机过程

的时间结构。另一方面，相关熵测度对于信号相似

性的度量，不仅仅局限于2阶统计量，由于核函数

的非线性特性，使得随机量所有偶阶矩都可参与相

似性度量。此外，在Alpha稳定分布噪声等非高斯

条件下，基于相关熵的信号处理算法会明显优于基

于MSE的方法。这主要归结于相关熵对于信号中

的异常值、非零均值和非高斯特性的不敏感特性。

(2) 非线性测试

非线性测试是非线性系统分析与建模领域不可

或缺的重要步骤。由于常规的非线性测试过于复

杂，往往不能对诸如李雅普诺夫指数或相关维之类

的非线性参数进行准确估计，或者不能得到足够的

非线性条件。文献[44]系统研究了相关熵的特性，

通过求取基于相关熵谱的经验累积分布函数(ECDF)，
可以有效排除两个信号序列具有高斯和线性性质的

假设。相关熵作为一种基于核的相似性测度，由于

其包含了数据集的统计特性和时间结构信息，具有

保持非线性特性的能力，使得相关熵成为一种计算

效率高、可靠性高的检测统计量，它不仅捕获了时

间相关性，而且还捕获了时间序列的动态特性。是

检测时间序列中非线性特性的有效方法。

(3) 脉冲噪声条件下的鲁棒检测器

信号检测是雷达和移动通信等领域重要的工作

环节。最大似然假设检验是高斯和线性条件下理论

上的最优检测方法。而在实际应用中，由于条件的

限制，往往采用线性相关滤波器或匹配滤波器技术

来进行信号检测。由于非高斯和非线性条件的普遍

存在，对于理论上的最优检测和实际应用的匹配滤

波器均造成较大影响，人们普遍转向对于诸如核

滤波器这类非线性滤波器和非2次型代价函数的研

究 [47,48]。针对非高斯非线性条件下的信号检测问

题，Pokharel等人[20]提出了一种基于相关熵的信号

检测方法，对于脉冲噪声具有较好的鲁棒性，且计

算复杂度较低。

r

s0 r=s0 + n s1

r=s1 + n n

LC(r) =
1

N

∑N

i=1
κ(ri, s1,i)

− 1

N

∑N

i=1
κ(ri, s0,i)

s0 s1

s0 s1

考虑2元假设检验问题，设接收信号矢量 有两

种可能：或者信号 存在，即 ；或者信号

存在，即 。其中， 为接收噪声。构造基于

相关熵的匹配滤波器为

。通过检测接收信号矢量更接

近 还是 ，可以判定接收信号矢量中究竟是包含

，还是包含 。由于采用了相关熵函数，使得这

种非线性匹配滤波器对于脉冲噪声具有很好的抵抗

作用，因而具有很好的鲁棒性。

(4) 在信号滤波中的应用

滤波是信号处理中最重要的概念与技术之一。

简言之，信号滤波的目的是去除信号中的无用成

分，而保留信号中的有用成分。经典的滤波技术，

通常在频域上对信号的不同成分进行区分。而现代

的统计最优滤波技术，则往往依据某种统计最优准

则对信号的成分、参数或信号的整体进行估计或提

取。可以这样说，有信号处理的地方，就会有信号

滤波的存在。

维纳滤波器、卡尔曼滤波器和基于最小均方

(LMS)准则的自适应滤波器是典型的统计最优滤波

器。这些滤波器的共同特点，是在高斯假定下，基

于某个2阶统计量构造代价函数或递推估计量的。

正是由于这个原因，这类统计最优滤波器在非高斯

条件下性能退化，不能实现最优滤波。

为了改善非高斯噪声条件下统计最优滤波器的

性能，自2006年相关熵的概念和理论提出以来，人

们进行了广泛的探索和研究，提出了许多基于相关

熵的统计最优滤波器的改进方法，并取得了很好的

应用效果。

Singh等人[24]利用相关熵作为代价函数来最小

化期望信号与自适应滤波器输出之间的误差，并将

其应用于系统辨识和噪声抵消，表明了这种代价函

数具有经典LMS算法的计算简单性，并且具有很好

的鲁棒性。

Jeonga等人[49]利用相关熵对经典的最小平均相

关能量(MACE)滤波器进行了非线性扩展，建立了

由相关熵诱导的再生核希尔伯特空间中的MACE滤
波方程。由于特征空间与输入空间之间的非线性关

系，这种基于相关熵的MACE能够在保持移不变特

性的同时，有效地提高MACE的性能。在合成孔径
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雷达等应用的结果表明，该方法具有较好的抗畸变

能力，在泛化和噪声抑制能力上均优于线性MACE。
近年来，由于具有通用非线性逼近特性和在再

生核希尔伯特空间上线性与凸性等优良特性，核自

适应滤波器受到学术界广泛的重视。针对核最小均

方(KLMS)算法在非高斯、非线性条件下的性能退

化的问题，Zhao等人[50]基于最大相关熵准则，提出

了一种核最大相关熵自适应滤波算法。该算法结合

了KLMS和MCC准则的优点，性能优于KLMS和基

于MCC的常规线性滤波器。

西安交通大学陈霸东教授团队在相关熵与最大

相关熵准则的研究与探索中取得显著成果。Chen
等人[51]研究了最大相关熵准则下的贝叶斯估计问

题，表明最大相关熵(MCC)估计本质上是一个平

滑最大后验(MAP)概率估计。在一定条件下，当相

关熵中的核长大于某个值时，MCC估计在平滑后

验分布的严格凹区域中会有唯一的最优解。Chen
等人[52]还研究了最大相关熵准则下自适应滤波的稳

态均方误差(EMSE)问题，得到了稳态超量均方误

差(EMSE)的精确值。Wu等人[53]提出了一种鲁棒

性的自适应滤波器，称为核递归最大相关熵(KRMC)，
适用于非线性和非高斯信号处理。Peng等人[28]在

MCC中复合了一个线性约束，提出了一种约束最

大相关熵(CMCC)自适应滤波器，具有计算复杂度

较低，在强尾脉冲噪声下明显优于由MSE约束的

自适应算法。Chen和Liu等人[54–56]分别基于相关熵

准则对经典的卡尔曼滤波器和无迹卡尔曼滤波器进

行了改造，提出了最大相关熵卡尔曼滤波器、状态

约束最大相关熵卡尔曼滤波器和最大相关熵无迹卡

尔曼滤波器。这些经过相关熵改进后的卡尔曼滤波

器，显著提高了卡尔曼滤波器对于非高斯脉冲噪声

的鲁棒性，具有很好的性能。Liu等人[57]把最大相

关熵无迹卡尔曼滤波器应用于空间通信网络的相对

状态估计，对重尾非高斯噪声具有很强的鲁棒性。

(5) 无线定位中的波达方向估计

波达方向(Direction Of Arrival, DOA)估计是

阵列信号处理中的基本问题之一，广泛应用于雷

达、声呐以及无线通信等领域[58]。针对复杂电磁环

境下非高斯脉冲噪声和同频干扰对DOA估计算法

的影响，本文作者团队提出了一系列基于相关熵和

循环相关熵的DOA估计与波束形成新方法 [59–64]，

得到较好的结果。

其中，Zhang等人[60]依据相关熵方法，构建了

“相关熵的相关(CRCO)”统计量，提出了基于

CRCO-MUSIC的DOA估计算法，其波达方向估计

结果优于已有的基于分数低阶统计(FLOS)的MUSIC
算法，适合于非高斯Alpha稳定分布噪声环境下使

用。Wang等人[61–63]构建了新的广义相关熵，在最

大相关熵准则下求解相关熵的优化问题来估计信号

子空间，提出了基于最小广义相关熵准则的DOA
估计方法和脉冲噪声下基于稀疏表示的韧性DOA
估计新方法，得到较好结果。Jin等人[42]基于最大

相关熵准则，提出了一种能够抵抗循环频率误差

(CEF)的波束形成算法，在同频干扰、低快拍数、

低信噪比和大范围CFE环境下具有良好的自适应波

束形成效果。

(6) 在时间延迟估计中的应用

时间延迟(Time Delay Estimation, TDE)估

计 [ 6 4 , 6 5 ]又称为到达时差(Time-Dif ference Of

Arrival, TDOA)估计[66]，是依据接收的同源信号来

确定不同接收器之间由于传播距离不同而引起的时

间延迟，通常用于目标定位，在雷达、声呐和无线

电监测等领域得到广泛应用。

经典的TDE方法大多是基于2阶统计量的，例

如相关法或自适应滤波法等，这类方法简单易行，

且具有较好的估计精度。但是，在非高斯Alpha稳

定分布噪声和同频干扰等复杂电磁环境下，这类算

法性能显著退化。针对这一问题，提出了基于相关

熵和循环相关熵的TDE估计方法[25,27,67–70]，具有很

好的抑制非高斯脉冲噪声的能力。特别是基于循环

相关熵的TDE估计方法，可以在非高斯脉冲噪声

和同频带干扰并存的复杂电磁环境中具有较好的鲁

棒性。

(7) 在图像处理中的应用

相关熵的理论和方法在图像处理领域也得到广

泛的重视和应用。He等人[71]提出了一个稀疏相关

熵框架，用于计算人脸识别中的鲁棒稀疏表示。该

方法在处理人脸识别中有遮挡和数据损坏问题方面

具有很好的鲁棒性和效率。Wang等人[26]在解决图

像分割问题时，提出了一种基于局部相关熵K均值

聚类的水平集图像分割方法。通过对合成图像和真

实图像的大量实验，表明该方法在噪声敏感度和分

割精度方面都有很好的性能。文献[72]提出了一种

基于相关熵的水平集方法，用于对医学图像进行分

割和偏移场校正。通过对合成图像和真实医学图像

的大量实验，表明该方法在分割效率和准确性上都

有显著的提高。联合稀疏表示(JSR)是一种常用的

高光谱图像分类技术。针对JSR对异常值敏感的问

题，Peng等人[73]提出了基于相关熵的鲁棒JSR模

型，用基于相关熵的测度代替传统的欧氏距离，性

能超越了经典的JSR模型。

(8) 在医学信号分析处理中的应用

随着经济与社会的发展，医学与健康问题越来

112 电   子   与   信   息   学   报 第 42 卷



越成为人们关注的焦点。由于医学信号与影像问题

中有不少非线性、非平稳和非高斯方面的问题，因

此相关熵理论与方法在医学信号分析处理中也得到

重视和应用。

针对慢性心力衰竭患者周期性或非周期性呼吸

与健康人群呼吸流量信号的特征分类问题，Garde

等人[23]基于相关熵原理，提出了一种基于相关熵谱

密度的呼吸参数提取与分类方法。在对冠心病患者

进性周期或非周期分类时，准确率为88.9%。当将

慢性心力衰竭患者与健康受试者进行区分时，准确

率为95.2%。将非周期呼吸患者与健康受试者进行

区分时，准确率为94.4%。

研究并确定脑电图(EEG)信号与信源之间的关

系，对于理解神经系统的功能和作用具有重要意

义。为了评价各电极EEG信号之间的相互依赖性，

Hassan等人[74]提出了一种基于相关熵谱密度的非线

性连通指数，用于检测EEG信号的非线性以及线

性耦合。该方法对噪声具有较强的鲁棒性，对耦合

强度的突变具有较高的灵敏度。

将电极记录导管贴放在心腔内某一部位后记录

到的心脏电活动，称为心腔内电图。心腔内电图是

对体表心电图的补充，可对复杂的心电传导机制有

进一步的信息描述。传统的心腔内电图显性频率分

析方法，以确定激活率高的心脏部位作为消融靶

点。但是，这种方法往往会丢弃频谱中的谐波结构

或频谱包络等相关信息，不能提供复杂房颤(AF)

信号的完整特征。Pérez等人[75]用相关熵函数来估

计心房颤动信号的基频，并把相关熵与傅里叶组织

分析(FOA)相结合，不仅可以表征FA信号的周期

性，而且可以通过用多个分量建模来研究更复杂的

信号。

(9) 循环相关熵在通信和机械领域的应用

在天文、机械、雷达、声呐、通信与电力等自然

科学和工程技术领域，存在许多循环平稳现象以及

由此而引起的循环平稳随机信号。Napolitanoie[38,76]

于2016年在Signal Processing上连续发表2篇综述性

论文，系统评述了近10年来循环平稳随机信号分析

处理领域的研究进展。指出，在严重的噪声和干扰

环境中，基于循环平稳性的信号处理技术明显优于

经典的平稳信号处理技术。

针对循环平稳信号的特点和常规循环统计量的

弱点，近年来发展起来的循环相关熵[6,7,39]理论和方法

受到学术界重视，并在许多领域得到应用[6,40–42,69,77]。

在机械工业和其他相关领域中，对于各种设备

中的滚动轴承进行故障诊断，是防止意外事故发

生，提高工业效率的必要手段。尽管信号的频谱峰

度(kurtosis)已成为一种检测轴承故障的有效技术

手段，但是在非高斯脉冲噪声下，其性能显著退

化。Zhao等人[77]提出一种基于循环相关熵(CCE)及
循环相关熵谱(CCES)的故障诊断方法。通过对模

拟信号和真实信号的实验分析，表明基于CCE及

CCES的故障诊断方法，在抑制脉冲噪声干扰的能

力方面，明显优于另外一种强大的频带选择方法。

在无线电监测和通信技术领域，信号调制方式

的自动分类识别(AMC)是对信号进行进一步分析

处理的重要环节。但是，由于调制信号种类繁多，

且受到各类接收噪声和同频带干扰的影响，设计在

复杂电磁环境下可靠有效工作的AMC算法与系

统，仍然是一项具有重要意义的任务。针对上述问

题，Ma等人[40]提出了一种基于循环相关熵谱(CCES)

的AMC方法。该方法对待分类识别信号求取CCES，

并根据CCES提取不同周期频率的多个切片作为

AMC的原始特征，再经由主成分分析对这些切

片进一步优化，采用神经网络(或深度学习)作为分

类器进行分类判别。蒙特卡罗仿真结果表明，基于

循环相关熵谱的AMC算法具有很好的抵抗脉冲噪

声和干扰的能力，尤其在低广义信噪比条件下性能

优越。

非高斯、非平稳信号处理是统计信号处理领域

的前沿与热点研究问题。鉴于循环相关熵谱具有特

定的对称性和稀疏性，使得由压缩感知所得到的压

缩谱可以用于非高斯、非平稳信号处理问题。为了

在非高斯、非平稳条件下更好地完成信号参数估计

的工作，Liu等人[41]提出了一种利用压缩循环相关

熵谱来估计信号循环频率的新方法，可以有效地利

用稀疏重构中的快速贪婪算法，提高了循环频率估

计的准确性和效率，具有计算速度快、存储成本低

的优点。

(10) 在其它领域中的应用

天文学中的所谓变星(variable star)，是指亮

度与电磁辐射不稳定、经常变化、并且伴随着其它

物理变化的恒星。而变化呈周期性的变星，叫做

周期变星，通常可分为长期变星和短期变星两种。

光曲线(light curves)是反映恒星亮度随时间变化

的时间序列，其特点是噪声强，且采样不均匀。传

统的估计变星周期的方法是时隙相关法(slotted

correlation)、周期图法和方差分析法，但是由于非

高斯噪声的影响，这些方法性能不够理想。为了更

准确地估计周期变星的周期，Huijse等人[78]提出了

一种基于时隙相关熵的方法，即使用时隙滞后直接

从不规则采样时间序列估计相关熵，并进一步地采

用一种新的信息论度量方法来识别相关熵谱密度的
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峰值。采用这种基于时隙相关熵的方法对多组光曲

线时间序列进行周期估计，结果显示，对于来自

MACHO的200组数据的正确率为74%，远优于传

统时隙相关法50%的正确率。对于来自造父变星

(Cepheid variable star)和天琴座RR型变星(RR

Lyrae type variable stars)的400组数据的正确率达

到97%。

风力发电是世界上使用最广泛的可再生能源之

一，风速预测则是风力发电领域研究的重要方向之

一。经典的短期风速预测的方法包括自回归滑动平

均、支持向量机回归和人工神经网络等。极限学习

机(Extreme Learning Machine, ELM)使基于神经

网络的学习具有快速的训练速度和良好的生成性

能，而在深度学习中开发的堆叠极限学习机(SELM)
则将一个较大的神经网络分割成若干个连续计算的

较小的神经网络，实现较小的存储占用。由于天

气、温度、海拔等诸多不确定因素的影响，风能往

往是不稳定的。这些随机波动会引起数据产生误

差。针对上述不确定性问题，Luo等人[33]依据相关

熵所具有的非线性测度特点，在SELM框架中加入

广义相关熵函数，提出一种基于广义相关熵的风速

预报方法。通过对多阶秒级和多阶分钟级风速预报

实验，验证了基于广义相关熵方法的优越性。与现

有传统和最新模型相比，基于广义相关熵和

SELM方法的预测精度更高，时间消耗更少。

电量消耗预测(Forecasting of Electricity
Consumption, FoEC)是近年来电力市场十分关注

的重要问题。如何科学准确地预测和评估电量消

耗，是该领域研究的关键课题之一。针对电量消耗

预测中尚存在的问题，文献[79]依据最大相关熵准

则改进最小二乘支持向量机(LSSVM)模型，以相

关熵函数作为局部相似性评价准则，提出了一种电

量消耗预测新方法，数据分析实验表明，这种以最

大相关熵准则改进的预测方法，比常规的LSSVM
具有更好的预测特性，对电力企业制定购电计划和

用户定价具有参考意义。

6    结束语

本文对近十几年来基于相关熵和循环相关熵信

号处理理论方法与应用技术的研究进展进行了较为

系统的综述。介绍了相关熵和循环相关熵的起源背

景、定义概念、性质特点，以及所包含的数学物理

意义。相关熵是一种广义的相关函数，它可以将数

据空间的非线性问题通过非线性变换，映射为再生

核希尔伯特空间的线性问题求解，是一种既能有效

描述随机过程统计分布，又能刻画其时间结构的单

一测度，同时亦是一种局部化的相似性测度，对于

远离分布中心的异常值具有很好的抑制作用，非常

适合Alpha稳定分布条件下的信号处理、参数估计

与目标定位等应用。循环相关熵则在相关熵的基础

上融入了循环统计量的理论与方法，具有同时抑制

脉冲噪声和同频带干扰的作用。相关熵和循环相关

熵在非高斯、非平稳信号处理中具有广泛的应用价

值，并具有进一步深入研究的空间。
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