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摘   要：在有向网络拓扑下，该文研究了2阶大时滞多智能体系统的一致性，提出具有加权项的时滞状态导数反

馈协议，改进了大通讯时滞导致系统震荡的问题。首先引入具有加权项的时滞状态导数反馈协议，并给出2阶多

智能体系统的闭环形式；然后采用频域分析法求出2阶多智能体系统渐近实现稳态一致的充要条件，并证明与传

统一致性协议相比，2阶多智能体系统在具有加权项的时滞状态导数反馈协议下能够容忍更大的通讯时滞；最后

通过数值仿真验证了具有加权项的时滞状态导数反馈协议的优势。
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Abstract: Under the directed network topology, the consensus of the second order multi-agent system with

large communication delay is studied, the protocol of delayed-state-derivative feedback with weighting term is

proposed, which improves the problem of system oscillation caused by large communication delay. Firstly, the

delayed-state-derivative feedback protocol with weighting term is introduced, and the closed-loop form of the

second-order multi-agent system is given. Then, the sufficient and necessary conditions for the asymptotic

steady-state consensus of the second-order multi-agent system are obtained by using the frequency domain

analysis method, and it is proved that the second-order multi-agent system can tolerate the greater

communication delay under the delayed-state-derivative feedback protocol with weighting term. Finally, the

advantage of the delayed-state-derivative feedback protocol with weighting term is verified by numerical

simulation.
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1    引言

多智能体系统广泛应用于生物学、计算机、管

理学和工程学等方面，如鸟群的飞行、蚁群的协同

合作、鱼群的巡游和无人机群表演等[1,2]，这些现

象都可以利用多智能体系统构造数学模型解决。本

文将研究定向通信拓扑下2阶多智能体系统的一致

性与鲁棒性，该问题的关键点是设计通信协议，并

在该协议下分析随着时间的变化，所有智能体是否

能够达到相同的状态。自从一致性的定义在文献[3]
中被提出后,许多学者从不同的方面开始陆续关注

该问题。最近，文献[4,5]的成果将多智能体系统的

一致性问题的研究推向了一个新的阶段，随后文

献[2]讨论了相关问题的理论框架，并给出了一致性

算法。另外，蒋国平等人[6]从不同方面介绍了一致

性问题的相关研究成果，并且指出仍然有许多难题

需要学者去解决,关于一致性问题的进一步研究可

参考文献[7,8]。
一般情况下，多智能体系统常用微分方程组描

述系统的变化规律，既有低阶的情况也有高阶的情

况，往往随着阶数的增高，系统会变得更加复杂。

一阶多智能体系统对应着一组一阶微分方程组，这

种系统结构相对简单，主要是反映智能体位置的变

化规律，目前已经有很多这方面的研究成果；2阶
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多智能体系统虽然结构复杂，但是能够同时描述智

能体位置和速度的变化情况，而且2阶系统现实意

义更强。针对2阶多智能体系统，文献[9,10]分析了

实现一致的充要条件，文献[11]讨论了有限时间一

致性问题，文献[12]在随机扰动下研究了系统的一

致性。另外，ZHENG等人在文献[13]中讨论了混合

阶多智能体系统的一致性。本文将考虑如式(1)2阶
多智能体系统

ẋi(t) = vi(t)

v̇i(t) = ui(t)

}
(1)

xi(t) ∈ R vi(t) ∈ R i

ui(t)

ui(t)=− γvi(t) +
∑

j∈Ni

aij [(vj(t−τ)− vi(t− τ)) + γ(xj(t− τ)− xi(t− τ))]

aij τ γ

Ni i

其中， 与 为智能体 的位置与速度，

为输入变量，LIU等人在文献[14]中提出了一

种具有通讯时滞的输入变量

，

其中 表示邻接矩阵的元素， 为通讯时滞， 为

控制参数， 表示智能体 的邻居集。研究表明，

对于包含较大通讯时滞的系统，容易发生震荡[15]，

因此在不改变时滞的情况下，如何设计一个的一致

性协议，使含有较大通讯时滞的多智能体系统保持

稳定是一个重要问题。

xi(t− τ) vi(t−
τ) xi(t− τ + β) vi(t− τ + β) β

xi(t− τ + β) ≈ r1xi(t− τ) + r2βẋi(t− τ) vi(t− τ+

β) ≈ r1vi(t− τ) + r2βv̇i(t− τ)

为了降低时滞对系统式(1)的影响，需要设计

新的一致性协议，首先将输入变量中的 和

替换为 和 ，此时常数 无

法直接控制，为了能够控制该参数，再利用

和

，可得到具有时滞状

态导数反馈的一致性协议

ui(t) = − γvi +
∑
j∈Ni

aij [r1γ(xj(t− τ)− xi(t− τ))

+ (r1 + r2βγ)(vj(t− τ)− vi(t− τ))

+r2β(v̇j(t− τ)− v̇i(t− τ))] (2)

β ≥ 0

r1, r2 > 0 r1=r2=1 β=0

该协议中 表示时滞状态导数的反馈强

度，权重系数 。当 且 时，该

协议式(2)变为传统的一致性协议。对于2阶多智能

体系统，如何提高系统的时滞鲁棒性是一个十分重

要的问题，目前，在不改变网络拓扑结构的情况

下，可以通过减少网络的连通性来解决该问题，但

是由于减少连通性会降低多智能体系统实现一致收

敛的速度，为了克服两者之间的矛盾，文献[15,16]
引入时滞状态导数反馈协议部分解决了该问题。然

而，如果反馈强度过大，系统在任意通讯时滞下都

会发生震荡[17]，这需要寻求新的方法来解决。随

后，Wu等人[18]设计了一种加权平均预测的一致性协议，

在该协议下，问题得到了解决，但是该协议结构需

要利用积分理论做加权平均处理，导致结构过于复

杂，在实际应用中很难实现。本文将采用一种相对

简单的加权方法，给出一种新的具有加权项的时滞

状态导数反馈协议式(2)，分析系统式(1)的一致性

和鲁棒性，此时2阶多智能体系统具有如下闭环

形式

ẋi(t) = vi(t)

v̇i(t) = − γvi +
∑
j∈Ni

aij [r1γ(xj(t− τ)− xi(t− τ))

+ (r1 + r2βγ)(vj(t− τ)− vi(t− τ))

+r2β(v̇j(t− τ)− v̇i(t− τ))]


(3)

本文的创新之处在于提出了一种具有加权项的

时滞状态导数反馈协议，在定向通讯网络拓扑下，

改进了大通讯时滞导致2阶多智能体系统容易发生

震荡的问题。下面将采用频域理论研究系统式(3)
的一致性和鲁棒性。 

2    主要定理

2阶多智能体系统的一致性要求位置与速度都

要达到一致，具体定义为

c i

lim
t→∞

xi(t) = c, lim
t→∞

vi(t) = 0

定义 1　如果存在常数 ，对任意 都有：

，则称多智能体系统式(1)

能够渐近实现稳态一致。

为了保证系统式(3)渐近实现稳态一致，需要

对系统的通讯时滞进行约束，具体定理如下。

r1, r2 > 0 λi(i = 2, 3, ···, N)

β < min
{
r1
r2

τ,
1

r2|λ2|
, ···,

1

r2|λN |

}
定理1 设权重系数 , 

为拉普拉斯矩阵的非零特征值，则在包含全局可达

节点的定向网络拓扑结构下，当反馈强度

时，系统式(3)渐

近实现稳态一致的充要条件是通讯时滞

τ < min
i=2,3,··· ,N

{√
1− r22β

2|λi|2
r1|λi|

·

[
π
2
+ arctan

r1β|λi|√
1− r22β

2|λi|2
−
∣∣∣∣arctan Im(λi)

Re(λi)

∣∣∣∣
]}

≜ τmax (4)

τ=τmax而且当通讯时滞 时，系统式(3)的解必

定全局震荡。

x(t) = [x1(t), x2(t), ···, xN (t)]T v(t) =

[v1(t), v2(t), ···, vN (t)]T ẋ(t) = v(t),

v̇(t)=−γv(t)−L[r1γx(t− τ)+(r1 + r2γβ)v(t− τ)

r2βv̇(t− τ)] L

s2X(s) = −γsX(s)−Le−τs

[r1γX(s) + (r1 + r2βγ)sX(s) +r2βs
2X(s)]

X(s) x(t) X(s)

证明　记 , 

，则系统式(3)可化为

+

，这里， 为系统的拉普拉斯矩阵，利

用拉普拉斯变换，变为

，这里，

表示 的拉普拉斯变换。于是 的特征方

程为
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det[(s+γ)(sI + e−τs(r1 + r2βs)L)] = 0 (5)

L N s = −γ

N

由于矩阵 为 阶方阵，所有 是上面特征方

程的 重根，为了使系统式(3)实现渐近稳态一致，

需要研究方程

det(sI + e−τs(r1 + r2βs)L) = 0 (6)

L

λi

s
∏N

i=2
(s+ λie−τs(r1 + r2βs)) = 0 s = 0

s ̸= 0

的根在复平面上的分布情况，如果除了0之外，方

程式(6)全部根都在左半开平面上，则系统式(3)能

够渐近实现稳态一致。另外，利用本文中拓扑结构

包含全局可达节点的特征，可知矩阵 只有零特征

值和具有正实部的特征值 。所以方程式(6)等价于

，从而 是方

程式(6)的单根。另外，当 时，研究方程式(7)

的根。

s+ λie−τs(r1 + r2βs)=0 (7)

1 +
λie−τs(r1 + r2βs)

s
=0 gi(s) =

λie−τs(r1 + r2βs)

s
gi(jw)=

λie−τwj(r1 + r2βwj)
jw

式 ( 7 )可化为 ，令

， 下 面 分 析 函 数

的性质。

0 < w < +∞ d|gi(jw)|
dw

< 0

d · arg(gi(jw))
dw

< 0 gi(jw) |gi(jw)| = |λi|√
r22β

2 +
r21
w2

arg(gi(jw))=−τw+arctan
r2βw

r1

+ arctan
Im(λi)

Re(λi)
− π

2
w

w=w1 gi(jw)

−τw1 + arctan
r2βw1

r1
+ arctan

Im(λi)

Re(λi)
− π

2
=− π

−∞ < w < 0

w=w2 gi(jw)

−τw2 + arctan
r2βw2

r1
+ arctan

Im(λi)

Re(λi)
+
π
2
= π

当 时，经过计算可得

和 ，所以 的模

和辐角

，关于变量 单调减少，假设

当 时 第 1 次 穿 过 负 实 轴 ， 此 时

。

当 时，经过类似计算，再利用单调

性，并假设当 时 最后一次穿过负实轴，

则 。

gi(jw)

max
i=2,3,···,N

{|gi(jw1)|,

|gi(jw2)|} < 1

i lim
t→∞

xi(t) = x∗
i

lim
t→∞

vi(t) = 0 L[x∗
1, x

∗
2, ···, x

∗
N ]T =

0 rank(L) = N − 1 L[1, 1, · · · , 1]T = 0

[x∗
1, x

∗
2, ···, x

∗
N ]T = c[1, 1, ···, 1]T i

x∗
i = c

奈奎斯特稳定判据是判断系统稳定性的主要方

法，根据前面对函数 性质的分析可知，方程

式(7)的根在左半平面当且仅当

时，经过简化计算后可得式(4)成立。

所以当式(4)成立时，特征方程式(5)只有零根和具

有负实部的根，从而对任意的 有 和

。另外，由式(3)可得

，并且 和 ，所

以 ，即对任意 ，有

。所以系统式(3)渐近实现稳态一致。

τ=τmax

s = 0

下面证明当 时，方程式 ( 6 )的根除

外，还有其它根在虚轴上。令

τmax=

√
1− r22β

2|λm|2
r1|λm|

[
π
2
+ arctan

r1β|λm|√
1− r22β

2|λm|2

− arctan
Im(λm)

Re(λm)

]
s = jw jw + λme−jwτ (r1 + r2βwj) =

0 −jw + λ̄mejwτ (r1 − r2βwj) = 0

和 ，由式(7)可得

和 ，两式相乘得

w2 + |λm|2(r21 + r22β
2w2)

+ 2w{[r2βwRe(λm) + r1Im(λm)] cos(τw)
− [r1Re(λm)− r2βwIm(λm)] sin(τw)} = 0,

w > 0当 时，由上式可得

(w − |λm|
√
r21 + r22β

2w2)2 + 2w|λm|
√

r21 + r22β
2w2

·
{
1−sin

[
τw−arctan

r2βw

r1
−arctan

Im(λm)

Re(λm)

]}
=0,

w=|λm|
√
r21 + r22β

2w2 sin
[
τw − arctan

r2βw

r1
−

arctan
Im(λm)

Re(λm)

]
=1

所以 且

，经过计算可知最小时滞为

τ=

√
1− r22β

2|λm|2
r1|λm|

[
π
2
+ arctan

r1β|λm|√
1− r22β

2|λm|2

+ arctan
Im(λm)

Re(λm)

]
(8)

w < 0同理，当 时，经过类似地计算可知最小时滞为

τ=

√
1− r22β

2|λm|2
r1|λm|

[
π
2
+ arctan

r1β|λm|√
1− r22β

2|λm|2

− arctan
Im(λm)

Re(λm)

]
(9)

τ=

√
1− r22β

2|λm|2
r1|λm|[

π
2
+ arctan

r1β|λm|√
1− r22β

2|λm|2
−
∣∣∣∣arctan Im(λm)

Re(λm)

∣∣∣∣
]结合式(8)和式(9)可得最小时滞为

。

τ=τmax

s = 0 s = ± r1|λm|√
1− r22β

2|λm|2
j

所以，当 时，特征方程 ( 5 )有3个根

,  ，此时，多智能体系

统式(3)发生震荡。  证毕

r1, r2 > 0

β τ

r1, r2 β

r1 r2 β

β= 0

β τmax|β ̸=0 > τmax|β=0

注：定理1表明对于所有权重系数 ，

只要反馈强度 和通讯时滞 满足一定的条件，就

可以保证系统式(3)渐近实现稳态一致。然而为了

确保具有时滞状态导数反馈的一致协议能够更加准

确地反映传统一致性协议的性能，在实际应用过程

中，往往需要对参数 和 进行约束。一般地，

和 越接近1，且 越接近0，对传统协议的性能

反映越准确。当 时，协议式(2)变为传统的一

致性协议，下面考虑协议式(2)比传统的一致性协

议更有优势，为了证明该问题，只要找到恰当的

使得 即可。
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βc > 0

β ∈ (0, βc)

τmax|β ̸=0 > τmax|β=0

定理2　系统式(3)比应用传统的一致性协议的

系统能容忍更大的通讯时滞。即存在常数 ，

当反馈强度 时，系统式(3)能够容忍的最

大通讯时滞 。

τimax =

√
1− r22β

2|λi|2
r1|λi|

[
π
2
+

arctan
r1β|λi|√

1− r22β
2|λi|2

−
∣∣∣∣arctan Im(λi)

Re(λi)

∣∣∣∣
]

β

证 明 　 记

，对 求导

可得

dτimax

dβ
=1− r22

r21
αi

[π
2
+ arctanαi

−
∣∣∣∣arctan Im(λi)

Re(λi)

∣∣∣∣] ≜ Ψi(αi) (10)

αi =
r1β|λi|√

1− r22β
2|λi|2

d2Ψi(αi)

dαi
2

< 0

dΨi(αi)

dαi

∣∣∣∣
αi=0

< 0 αi> 0
dΨi(αi)

dαi
< 0

Ψi(0) = 1 > 0 lim
αi→+∞

Ψi( +∞) = −∞
Ψi(αi) = 0 0 <αi < +∞

αi
∗=

r1βi
∗|λi|√

1− r22βi
∗2|λi|2

αi =
r1β|λi|√

1− r22β
2|λi|2

β ∈
(
0,

1
r2|λi|

)
Ψi(αi)

dτimax

dβ

{
> 0, β ∈ (0,β∗

i )

< 0, β ∈
(
β∗
i ,

1
r2|λi|

)
β∗
i

其中， 。利用 和

，可知当 时，有 ，

再 利 用 和 可

得，函数 在 有且仅有一个解，

记为 。由于

关于 单调增加，所以利用 的单

调性，可得 ，其中

是方程

r22
r1

βi
∗|λi|√

1− r22βi
∗2|λi|2

[
π
2
+ arctan

r1βi
∗|λi|√

1− r22βi
∗2|λi|2

−
∣∣∣∣arctan Im(λi)

Re(λi)

∣∣∣∣]=1 (11)

τimax|β=0 =
1

r1|λi|

[
π
2
−∣∣∣∣arctan Im(λi)

Re(λi)

∣∣∣∣
]
≜ τ∗i βc

i

τimax

 > τ∗i , β ∈ (0, βc
i )

< τ∗i , β ∈
(
βc
i ,

1

r2|λi|

)
βc
i

τimax = τ∗i
√
1− r22βi

∗2|λi|2
[
π
2
+

arctan
r1βi

c|λi|√
1− r22βi

c2|λi|2
−

∣∣∣∣ arctan Im(λi)

Re(λi)

∣∣∣∣
]
=

[
π
2
−∣∣∣∣arctan Im(λi)

Re(λi)

∣∣∣∣] βc = min
i=2,3,···,N

{βc
i }

β ∈ (0, βc) τmax= min
i=2,3,···,N

τimax >

min
i=2,3,···,N

τ∗i = τ∗ τmax|β ̸=0 >τmax|β=0

的 唯 一 解 。 另 外 ， 利 用

，可得存在唯一正实数 ，使

得 ，这里 是方程

， 即 方 程

的唯一正解。取 ，

则 对 任 意 有

，即 。  证毕

注：定理1和定理2分别从一致性和鲁棒性两个

方面讨论了具有时滞状态导数反馈的多智能体系

统，没有涉及多智能体系统的收敛速度问题，需要

β

指出的是，为了证明系统式(3)具有更快的收敛速

度，只要能够找到恰当的反馈强度 ，使协议式(2)
的闭环极点都小于传统协议的闭环极点即可，感兴

趣的读者可以参考文献[13]的方法进一步研究。另

外，对于具有噪声和干扰的时滞多智能体系统，文

中采用的将传统协议变为具有时滞状态导数反馈协

议的转化方法仍有可鉴之处。 

3    数值仿真

L =


0.6 −0.6 0 0
0 0.9 −0.9 0
0 0 0.5 −0.5
0 −0.3 0 0.3


λ1=0 λ2=0.6 λ3= 0.85+

0.3841i λ3= 0.85− 0.3841i

τ γ

β r1, r2

γ=0.9 β=0

r1=r2=1 τ∗=1.2291 τ∗

β=0.2 r1=

r2=1 τmax=1.4051

β=0.2 r1= 0.9 r2= 0.8

τmax=1.5484

假设系统有4个智能体，其通信拓扑对应的拉

普拉斯矩阵为 ，则

该矩阵的特征值依次为 ,   ,  
,  。对系统式(3)进行数值

仿真时，通讯时滞 和控制参数 可以首先取定，

然后通过对反馈强度 和权重系数 的调节，仿

真多智能体的变化情况。取参数 ,   和

，由定理1可知， ，此处 为传

统一致性协议下的最大通讯时滞。另外，对于具有

时滞状态导数反馈的系统式(3)，取 且

，相应的最大通讯时滞 ，显然该通

讯时滞比传统协议下的通讯时滞大。最后，通过调

整权重系数，可以求出当 ,  且

时，相应的最大通讯时滞 ，下面进行数

值模拟。

β=0 r1=r2=1 τ=1.3

xi(t) vi(t)

t

在 和 下，取 ，系统式(3)的
位置和速度状态变化趋势见图1。这里的横坐标时

间概念表示多智能体系统中 和 的时间变量

，纵坐标表示两者的数值。

τ=1.3 > τ∗
从图1可以看出，此时2阶多智能体系统发生明

显的震荡，主要原因在于此时的通讯时滞 ，

系统式(3)会发生震荡，从而定理结论有效。

β=0.2 r1=r2=1 τ=1.35另外，当 且 时，取通讯时滞 ，

系统式(3)的位置和速度状态变化趋势见图2。
τ

β

τ=1.35 < τmax=1.4051

从图2可知，尽管 增加到1.35，但是系统式(3)
却能够渐近实现稳态一致。这是因为此时 调整为

0.2时，使得 ，从而系统式(3)
能够渐近实现稳态一致，于是定理结论有效。

β=0.2

r1=0.9 r1=0.8 τ=1.5

最后，保持反馈强度 不变，将权重系数

调整为 和 ，此时在通讯时滞 下，

该系统的位置和速度状态变化趋势见图3。
τ=1.5 < τmax

= 1.5484

β r1 r2

从图3可知，即使将通讯时滞增大到

，在给定的权重参数下，系统式(3)仍能够

渐近实现稳态一致。结合图1—图3，尽管时滞从

1.3增加到了1.5，但是只要给定适当 ,  和 ，即

可保证系统式(3)渐近实现稳态一致。 
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4    结论

研究表明，对于在定向网络拓扑结构下2阶智

能体系统，具有加权项的时滞状态导数反馈协议有

较大的优势，它们比传统的一致性协议能够容忍更

大的通讯时滞，而且该协议中的参数调整相对简

单，比较容易实现。对于系统的通讯时滞偏大的情

况，系统往往会发生震荡，为了解决震荡问题，只

要引入具有加权项的时滞状态导数反馈协议，通过

对反馈强度和权重系数进行调整，即可保证系统渐

近实现稳态一致。
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