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摘   要：针对3维信源定位中阵列结构过于复杂、算法复杂度过高、谱峰搜索范围过大的问题，该文提出一种基

于互素线阵互素平移的稀疏面阵(CLACS-SPA)的3维降秩MUSIC算法(RARE-MUSIC)。所提CLACS-SPA拥有中

心对称的互素稀疏面阵结构，相较于同口径均匀面阵结构减少了大量的阵元，降低了阵列的结构复杂度；以

CLACS-SPA为基础的3维RARE-MUSIC算法利用泰勒公式将接收信号中的方向信息与距离信息进行分离估计，

从而将3维谱峰搜索转化为方位角俯仰角的2维搜索和距离项的1维搜索，降低了定位算法的计算复杂度。仿真分

析表明：在口径与定位算法相同条件下，与均匀面阵结构相比，所提结构的计算复杂度降低了1～2个数量级；在

相同口径与CLACS-SPA结构下，与经典3维MUSIC算法相比，所提算法的复杂度降低了2～3个数量级；在相同

口径和阵元数量条件下，与经典3维MUSIC算法相比，所提算法不仅降低了计算复杂度，而且提升了方位角与俯

仰角的测量精度。
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Abstract: A RAnk REduced MUSIC (RARE-MUSIC) algorithm based on Coprime Linear Array Coprime Shift

Spare Planar Array (CLACS-SPA) is proposed, in order to solve the problems in the three-dimension source

location, such as too complex array structure, too high-complexity algorithm and large partial spectrum range.

The proposed CLACS-SPA has a centrosymmetric coprime sparse array structure, which reduces the number of

antennas and structural complexity of the array, compared with the uniform planar array structure of the same

caliber. The direction and distance information in the received signal are separated and estimated by Taylor

formula, thus the three-dimensional spectral peak search is transformed into the two-dimensional search of the

azimuth angle as well as elevation angle and the one-dimensional search of the distance, which reduces the

computational complexity of the positioning algorithm. Simulation results show that the complexity of the

proposed structure is one to two orders of magnitude lower than that of the uniform planar array structure,

under the same aperture and location algorithm. In addition, for the same caliber of the proposed CLACS-SPA
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structure, the proposed RARE-MUSIC algorithm is less complex than the classical three-dimension MUSIC

with two to three orders of magnitude. And under the same aperture and number of antennas, the proposed

RARE-MUSIC greatly reduces the computational complexity and improves the measurement accuracy of

azimuth and elevation angles, in comparison with the classical three-dimension MUSIC algorithm.

Key words: Three-dimensional source location; Sparse planar array; RAnk REduced MUSIC(RARE-MUSIC);

Low complexity

 

1    引言

近场信源定位技术在射频标签定位[1]、麦克风

阵列声源定位[2]、被动声呐定位[3]、5G毫米波终端

定位 [4 ]等领域有着广泛的应用。在近场信源定位

中，接收机处于信源天线的菲涅尔区[5]。3维信源

定位[6]是近场信源定位中最具有现实意义的形式，

其通过具有2维平面性质的接收阵列对近场信源进

行3维度精确定位，获得距离、方位角与俯仰角信息。

波达方向估计(Direction Of Arrival, DOA)算
法是实现3维信源定位的主要方法之一。近年来，

为了提高信源定位的精度，学者对多重信号分类

(MUltiple SIgnal Classification, MUSIC)算法[7]与

借助旋转不变性估计信号参数算法[8]进行了广泛的

研究[9]。然而MUSIC算法虽然拥有了超分辨率的

DOA估计精度，但是需要对每个参量进行谱峰搜

索，复杂度较高；而且随着搜索维度的增加，复杂

度会急剧上升。因此，极高的复杂度一直是制约

MUSIC算法在信源定位领域应用的主要问题。

现有文献在降低基于MUSIC信源定位算法复

杂度方面做了大量的工作。文献[10]提出了一种基

于求根公式法的优化算法，此算法将谱峰搜索转换

为多项式根的搜索，在一定程度上降低了复杂度。

文献[11,12]提出了针对2维信源定位的降维优化算

法，其将2维面阵谱峰搜索降维成1维线阵谱峰搜

索，此算法在阵元数量较大时优化效果极为明显。

文献[13]针对基于线阵的近场定位提出了一种降秩

优化MUSIC算法，利用泰勒公式将2维导向矩阵中

的距离与方位角剥离，并分别进行谱峰搜索。文

献[14]提出了一种稀疏面阵(Sparse Planar Array,

SPA)结构，其利用互素的稀疏结构，极大程度地

减少了阵元数量，降低了算法的复杂度。文献[15]

提出了以L型阵列结构进行3维近场测量的结构模

型，该结构与面阵结构相比具有较低的结构复杂

度，与双平行线阵结构[16]相比具有更好的定位精

度。从现有文献来看，针对3维信源定位的低复杂

度MUSIC算法研究较少，而且复杂度仍然较高，

难以在实际工程中应用。

针对3维信源定位中计算复杂度过高的问题，

本文提出一种基于互素线阵互素平移的稀疏面阵

(Coprime Linear Array Coprime Shift-SPA,
CLACS-SPA)的3维降秩MUSIC(RARE-MUSIC)
算法。所提CLACS-SPA模型是由稀疏线阵变换得

到的，减少了阵元数量，降低了结构复杂度。所提

算法将3维谱峰搜索转化为对方向角俯仰角的2维搜

索和距离项1维搜索，减小了谱峰搜索范围，降低

了算法的复杂度。通过仿真分析得到如下结论：(1)在
相同口径与定位算法条件下，所提结构相较于均匀

面阵结构在复杂度上有了一定的降低；(2)在相同

的口径与CLACS-SPA结构下，所提算法相较于经

典3维MUSIC算法在复杂度上优化效果极为明显；

(3)在相同口径和阵元数量条件下，相较于经典3维
MUSIC算法，所提算法在俯仰角和方向角的测量

上有了很大的提升。此外，本文还研究了信噪比、

互素因子对本算法定位精度的影响。 

2    基于互素线阵互素平移的稀疏面阵构建

均匀平面阵列(Uniform Planar Array, UPA)
是一种经典模型，其相邻阵元间距均为半波长，该

模型在3维信源定位时精度较高，但在阵列口径较

大时，较高的结构复杂度限制了该模型的应用。为

了实现低复杂度的3维信源精确定位，本文提出

CLACS-SPA结构，其主要特征是将一列互素线阵

(Coprime Linear Array, CLA)沿着与之垂直的方

向按照相同的互素规律进行平移而得到。

�

da db da=aλ/2

db=bλ/2 λ a b

da < db

La = {L|L = βda}
Lb = {L|L = βdb} β {−N,

−N + 1, ···, 0, ···, N}

图1给出了互素线阵和CLACS-SPA的结构

图。其中，图1(a)给出了CLA的构成方式，其由两

根不同间距的均匀线阵(Uniform Linear Array,
ULA)叠加而成。图1中“ ”和“○”图案分别代

表相邻阵元间间距为 和 的阵元，其中 ,
， 是该信源信号波长， 与 均为正整数且

为互素关系，不失一般性地，设 。“ ”图

案表示两种间距重合处的阵元，此处仅布置1个阵

元。图1(a)中ULA1, ULA2上各阵元与中心阵元的

距离可写成集合的形式，为 ,
，其中， 的取值范围为

。因此，互素线阵上各阵元与

中心阵元间距可写成两集合的并的形式，所以有

Lab = {−Ndb −Nda (−N + 1) db (−N + 1) da

··· 0 ··· Nda Ndb} (1)
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Lab 4N + 1其中， 长度为 。

x

y lx,k ∈ Lab

ly,k ∈ Lab

k {−2N,

−2N + 1, ···, 0, ···, 2N}

图1(b)给出了CLACS-SPA结构，其由CLA沿
着与之垂直的方向，按照与其相同的互素规律进行

平移，得到的成中心对称的面阵结构。以对称中心

阵元为坐标原点(记为基准阵元)，建立坐标系。在

该结构中，不失一般性，设面阵为一个方阵， 轴

与 轴上阵元相较于基准阵元的坐标分别为

和 ，其中，为了简化表达式和便于展示阵

列的对称特性，设索引 的取值范围为

。

s(t)

图1(c)给出了基于CLACS-SPA的3维信源定位

模型。信源持续向周围辐射信号 , CLACS-SPA

处于该信源的近场区域内。其中信源到两坐标轴上

任意阵元与其到基准阵元的距离差为

∆x,k =
√
r2 + l2x,k − 2lx,kr sinφ cos θ − r (2)

∆y,k =
√
r2 + l2y,k − 2ly,kr sinφ sin θ − r (3)

φ θ r其中， 为信源的俯仰角， 为信源的方位角， 为

信源到基准阵元的距离。

两坐标轴上阵元的导向矩阵可写为

Ax =
[
ejτx,−2N ejτx,−2N+1 ··· ejτx,0 ··· ejτx,2N

]T
(4)

Ay =
[
ejτy,−2N ejτy,−2N+1 ··· ejτy,0 ··· ejτy,2N

]T
(5)

τx,k = 2π∆x,k/λ τy,k = 2π∆y,k/λ

x y T

其中， ,   分别表示

轴和 轴上阵元的入射相位差， 表示对矩阵进行

转置操作。CLACS-SPA的导向矩阵可以通过计算

两坐标轴上导向矩阵的克罗内克积得到，即

A = Ax ⊗Ay (6)

⊗ Ax Ay

(4N + 1)× 1 A (4N + 1)
2 × 1

其中， 为克罗内克积。 与 的维度均为

，所以导向矩阵 的维度为 。

因此，整个近场面阵的接收矩阵可表示为

X = AS +N (7)

S = [s (1) s (2) ··· s (P )]其中， 是入射信号组成的

s (P ) P

1× P N δ2

(4N + 1)
2 × P X

(4N + 1)
2 × P

矩阵， 为第 次快拍时接收信号值，其维度为

； 是期望为0、方差为 的复高斯噪声矩

阵，维度为 ；此接收矩阵 的维度为

。
 

3    近场面阵3维信源定位
 

3.1  经典3维MUSIC算法

3维MUSIC(3D-MUSIC)算法是一种对信源的

3维参数进行估计的方法，其利用了接收信号中噪

声空间与信号空间的正交特性。MUSIC算法的空

间谱函数为

FMUSIC =
1

⌢

AHUNUH
N

⌢

A
(8)

⌢

A A UN

RXX

其中， 为导向搜索矩阵，维度与 相同； 是噪声

子空间，来自对接收信号自相关值 的特征值分解

RXX =E[XXH]

=ARSSA
H+δ2I

=USΛSU
H
S +UNΛNU

H
N (9)

RSS

I ΛS RXX

ΛN RXX

US ΛS

UN ΛN

E

H UN (4N + 1)
2×(

(4N + 1)
2 − 1

)

其中， 表示信源的辐射信号的自相关函数，

是单位矩阵； 是含有1个 大特征值的对角矩

阵， 是含有剩余所有的 小特征值的对角矩

阵； 是由 中的特征值对应的特征向量组成的

矩阵称为信号子空间， 是由 中的特征值对应

的特征向量组成的矩阵称为噪声子空间，这两个空

间存在相互正交的关系； 表示求矩阵的期望；

表示共轭转置操作。此处， 的维度为

。
⌢

AHUN = 0

⌢

A = A

当导向搜索矩阵与噪声空间正交即

时，式(8)有最大值。此时，该导向搜索矩阵与真

实的信源导向矩阵一致，即 。其对应的3维

参数与信源的3维参数相同，从而实现3维信源定

位。该方法是经典MUSIC算法实现3维信源定位，

定位精度相对较高。然而，经典MUSIC算法需要

依次对3维度参数进行逐一搜索，其搜索范围为各

维度搜索范围的乘积，复杂度极高。 

 

 
图 1 稀疏面阵阵元构造图
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3.2  稀疏近场面阵的降秩MUSIC算法

为了缩小搜索范围，减少搜索时间，本文提出

一种低复杂度的3维RARE-MUSIC算法，该算法通

过泰勒公式分离了方向参数与距离参数，并利用代

价函数缺秩的要求，将3维谱峰搜索转化为一个包

含方位角与俯仰角的2维谱峰搜索和1个仅含有距离

项的一维谱峰搜索。具体方法介绍如下。 

3.2.1  距离参数分离

τx,k利用泰勒公式对 进行分解得

τx,k= − 2πlx,k
λ

sinφ cos θ

+
πl2x,k

(
1− sin2φcos2θ

)
λr

+O

(
l2x,k
r2

)
≈ γxlx,k + ϕxl

2
x,k (10)

γx = − (2π sinφ cos θ) /λ ϕx = π (1−
sin2φcos2θ

)
/λr o

(
(lx,k/r)

2
)

(lx,k/r)
2

r lx,k

O
(
(lx,k/r)

2
)

τx,k

x

其 中 ， ,  

;  表示 的高阶无

穷小，由于定位距离 较大，而 的处于波长量级，

故 值对 的影响较小，可以忽略。结

合式(4)与式(10)，构建 轴导向搜索矩阵，有
⌢

Ax = ξx (φ, θ) · υx (φ, θ, r) (11)

ξx (φ, θ) =



ejγxlx,−2N

ejγxlx,−2N+1

. . .
1

. .
.

ejγxlx,2N−1

ejγxlx,2N



υx (φ, θ, r) =


ejϕxl

2
x,2N

ejϕxl
2
x,2N−1

...
1

 ξx (φ, θ)

(4N + 1)× (2N + 1) υx (φ, θ, r) lx,k

υx (φ, θ, r) ̸= 0

(2N + 1)× 1 ξx (φ, θ)

r

其中，

,

， 是 维 度 为

， 中变量 经过平

方后全为非负项，故有 ，且其维度为

。重写后的导向矩阵中的 实现

了对参数 的剥离。

y同理，利用式(5)可对 轴方向上的导向搜索矩

阵进行构建，有
⌢

Ay = ξy (φ, θ) · υy (φ, θ, r) (12)

ξy (φ, θ) =



ejγyly,−2N

ejγyly,−2N+1

. . .
1

. .
.

ejγyly,2N−1

ejγyly,2N



其中，

,

υy (φ, θ, r) =


ejϕyl

2
y,2N

ejϕyl
2
y,2N−1

...
1

 γy ϕy

τy,k τx,k

τy,k ≈ γyly,k + ϕyl
2
y,k γy = − (2π sinφ sin θ) /λ

ϕy = π
(
1− sin2φsin2θ

)
/ (λr)

。此处， 和 来自对

的泰勒级数分解，分解过程与对 的相似为

，其中 ,

。
 

3.2.2  降秩谱峰搜索

通过式(6)、式(11)和式(12)，重构CLACS-SPA
的导向搜索矩阵为

⌢

A = (ξx (φ, θ) · υx (φ, θ, r))⊗ (ξy (φ, θ) · υy (φ, θ, r))

= (ξx (φ, θ)⊗ ξy (φ, θ)) · (υx (φ, θ, r)⊗ υy (φ, θ, r))
(13)

通过式(8)和式(13)，可获得3维信源定位的降

秩MUSIC算法空间谱函数

F (φ, θ, r) =
1

V H(φ, θ, r)ψ (φ, θ)V (φ, θ, r)
(14)

V (φ, θ, r) = υx (φ, θ, r)⊗ υy (φ, θ, r)ψ (φ, θ) =

(ξx (φ, θ)⊗ ξy (φ, θ))HUNU
H
N (ξx (φ, θ)⊗ ξy (φ, θ))

V (φ, θ, r) (2N + 1)
2 × 1 ψ (φ, θ)

(2N + 1)
2 × (2N + 1)

2
ψ (φ, θ)

F (φ, θ, r) F (φ, θ, r)

ψ (φ, θ)

其中， , 

。

的维度为 ,   维度为

。当 缺秩时，即其行

列式为0时， 有最大值，故针对

的谱峰搜索可以简化为对 函数行列式0点的

求解

arg
φ,θ

maxF ⇔ Solve
φ,θ

(det (ψ(φ, θ)) = 0) (15)

其中，Solve(·)表示求解括号内等式的解。

F (φ, θ, r) V H(φ, θ, r)

ψ (φ, θ)V (φ, θ, r) = 0 υx (φ, θ, r) ̸= 0

υy (φ, θ, r) ̸= 0 V (φ, θ, r) ̸= 0 ψ (φ, θ)

V H(φ, θ, r)

ψ (φ, θ)V (φ, θ, r) = 0 ψ (φ, θ)

UN (2N + 1)
2

ψ (φ, θ) φ θ

ψ (φ, θ) Rank {ψ (φ, θ)} <

(2N + 1)
2

ψ (φ, θ)

下面给出证明过程。为了获取空间谱函数的

谱峰，即 的最大值，需使得

。 由 于 与

，则有 ，可知

是一个非负定的共轭对称矩阵。因此，

的充要条件是 为一个

奇异矩阵。由于 的秩大于 ，所以

为满秩矩阵。只有当 与 的取值与真实值

相同时， 就会降秩，即

，此时的 就会成为一个奇异矩

阵。由此，式(15)结论得证。

θ φ

r

r r

在进行2维谱峰搜索获得 与 估测值之后，就

可以将两个方向参量的值代入到式(8)中。此时的

式(8)将成为只含1个距离变量 的函数，类似地使

用对 的1维谱峰搜索就可以获得 的估测值。

ψ (φ, θ)

综上，所提算法通过泰勒级数分解将导向矢量

矩阵中的距离参量剥离，然后利用 函数缺

秩的要求实现了对3维谱峰搜索的低复杂优化，解
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决了3维信源定位中搜索范围太大、复杂度太高的

问题。虽然泰勒级数分解后高阶项的舍去造成了距

离项精度的损失，但是在角度的测量精度上会有所

提升。 

3.3  复杂度分析

12λ

在3维信源定位中，复杂度是重要的设计指标

之一。表1是在方形面阵边长均为 ，即相同口径

的情况下，CLACS-SPA和UPA所需要的阵元数

量。从中可以看出，在相同口径下，CLACS-SPA
结构比均匀面阵结构所需的阵元数量少，且互素因

子的值越大，所需的阵元数量也将越少；所提结构

可以有效降低面阵结构复杂度和基于该面阵算法的

计算复杂度。

φ

nφ θ nθ r

nr

M = 4N + 1 M2

C2 C = 2bN + 1

RXX M4N RXX

M6 φ θ(
2M2 − 2 + (M + 1)

2
/4
)

(M + 1)
2
M2/4 (M + 1)4/16

φ θ nφnθ r

M2
(
3M2 − 2

)
r

nr M4P+

M6+nr

((
3M2−2

)
M2
)
+nφnθ

((
2M2−2+(M+1)

2
/4
)

(M + 1)
2
M2/4+(M + 1)

4
/16
)

为了计算所提算法的复杂度，选取俯仰角 的

搜索次数为 ，方位角 的搜索次数为 ，距离 的

搜索次数为 ，计算复杂度的评价单位是算法中涉

及的复乘次数。设CLACS-SPA结构单边阵元数量

，总的阵元数量为 。同口径下

UPA方阵结构总阵元数为 ，其中 为

单边阵元的数量。对所提算法求计算复杂度有：

自相关函数 的计算复杂度为 ，对 进行

特征值分解的计算复杂度为 ，对 与 的单次谱

峰搜索的计算复杂度为

，对行列式计算复杂度为 ，

对 与 谱峰搜索次数为 ，对距离 的单次谱峰

搜索计算复杂度为 ，对距离 的谱峰

搜索次数为 。故此算法总的复杂度为：

。
 

4    仿真与分析

5× 5

da db 3λ/2 4λ/2 16λ/2

(φ, θ, r) (23◦, 16◦, 20 m)

(5× 5) x y

本节主要通过仿真实验来说明所提基于CLACS-
SPA结构的3维RARE-MUSIC算法的低复杂度性

能。如无特殊说明，仿真中使用如下参数：信号频

率为2.45 GHz，阵元快拍次数为500次，信噪比为

15 dB，阵列为总接收阵元数为 的稀疏面阵，

,  分别为 与 ，口径(最大值)为 ，

信源位置 为 。仿真结果图

中，括号内标识的是面阵结构中阵元的数量，例如

表示阵列 轴、 轴上阵元数量均为5。仿真

中，均方根误差(RMSE)的计算公式为

RMSE =

√√√√ 1

L

L∑
l=1

(
⌢
α − α

)2
(16)

L
⌢
α

φ θ r α

其中， 为在同一条件下的仿真次数，取值为

1000次， 为在对应的仿真条件下求得的估计值，

结果包含 , 与 ，其中 代表该参数的真实值。 

4.1  信源参数测量仿真

r

r

图2给出了所提算法对信源进行3维定位的测量

结果图。其中，图2(a)是剥离了距离参量 后，俯

仰角与方位角搜索的空间谱图；图2(b)为针对距离

搜索的空间谱图。由图2可以看出，所提算法仿真

结果谱峰都相当突出，获得的估计值与真实值非常

接近，从而验证了所提算法对于3维信源定位的可

行性。 

4.2  复杂度对比分析

图3给出了3种近场算法在阵列口径相同的条件

下，复杂度随着口径变化的关系曲线。其中横坐标

的单位是半波长。从中可以看出：(1)所提算法复

杂度最低，具有较强的工程实用性；(2)在相同

CLACS-SPA结构下，所提算法相较于经典3维
MUSIC算法复杂度降低了2到3个数量级；(3)在定

位算法相同的条件下，CLACS-SPA结构相较于

UPA结构复杂度降低了1至2个数量级。 

表 1  相同口径下，CLACS-SPA和UPA的阵元数量

UPA CLACS-SPA

da = aλ a = 1 a = 3 a = 5 a = 11

db = bλ b = 1 b = 4 b = 6 b = 12

阵元数量 625 169 81 25

 

 
图 2 信源位置测量结果图
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4.3  信噪比对测量精度的影响

图4给出了阵列口径相同的条件下3种算法在对

俯仰角、方位角以及距离估计的精度与SNR的关系

图。从中可以看出：(1)所提算法的测量精度将随

信噪比的增加而增加；(2)在阵元数量相同的情况

下，所提算法在方位角与俯仰角上相较于经典

3D-MUSIC算法定位精度有了较大提升；(3)所提

算法在距离项分离中进行了一定的约舍，从而导致

所提算法在距离测量上相较于经典3D-MUSIC算法

定位精度稍差。 

4.4  互素因子对测量精度的影响

图5给出了在阵列口径相同的情况下，基于3种
不同互素因子的所提算法的测量精度随SNR变化的

26λ关系图。图5中，阵列边长为 ，信源到接收阵列

的距离为70 m。由图可知，互素因子越大阵元数

量越少，测量精度越低，表明在一定范围内增加阵

元数量可以提升所提算法的测量精度。在阵列口径

固定的情况下，由于阵元数量与所提算法的复杂度

直接相关，故可以通过控制所提算法的复杂度来获

取不同的定位精度。 

5    结束语

在MUSIC算法中，复杂度一直都是制约该种

超分辨率算法应用与深入研究的主要问题之一。在

新兴的5G毫米波通信系统中，由于采用了大规模

阵元阵列、毫米波、小蜂窝覆盖等技术，阵元孔径

并不一定远小于收发两端的距离，在这样的场景

下，3维信源定位的应用会更加广泛。然而信源的

3维定位中，庞大的阵元数量以及对3个参量的谱峰

搜索都极大地增加了算法的复杂度。本文提出的基

于CLACS-SPA结构的3维RARE-MUSIC算法是一

种高效且精确的近场信源定位算法，可以很好地降

低复杂度并完成对信源的精确定位。仿真与分析结

果表明，与常规算法相比，所提算法不仅降低了运

算复杂度，而且提高了对于角度的定位精度，具有

较好的工程实用性。

 

 
图 3 算法复杂度随口径变化对比图

 

 
图 4 信源位置测量的RMSE与SNR关系图

 

 
图 5 信源位置测量的RMSE与互素因子的关系
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