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摘   要：q梯度是基于q微分的广义梯度。为了进一步提高仿射投影算法(APA)的滤波性能，该文基于最小均方误

差准则将q梯度应用于APA进而产生一种新的q-APA，在高斯噪声环境下选择合适的q值可以取得理想的滤波性

能。通过理论分析，提出了保证算法收敛的充分条件，并计算出表征滤波性能的稳态额外均方误差(EMSE)。除

此之外，为了进一步提高算法的滤波性能，提出一个变q的APA(V-q-APA)。在高斯噪声环境下，将q-APA和V-q-APA

应用于系统辨识中。仿真结果表明：与传统的APA和变q的最小化均方(V-q-LMS)算法相比，q-APA和V-q-APA

均具有更好的滤波性能。

关键词：信号处理；q微分；误差准则；仿射投影算法；均方收敛分析

中图分类号：TN911.72 文献标识码：A 文章编号：1009-5896(2018)10-2402-06

DOI: 10.11999/JEIT171125

q -affine Projection Algorithm and Its Steady-state
Mean Square Convergence Analysis

WANG Shiyuan①②      SHI Chunfen①②      JIANG Yunxiang③     

WANG Wenyue①②      QIAN Guobing①②

①(College of Electronic and Information Engineering, Southwest University, Chongqing 400715, China)
②(Chongqing Key Laboratory of Nonlinear Circuits and Intelligent Information

Processing, Chongqing 400715, China)
③(Graduate School at Shenzhen of Tsinghua University, Shenzhen 518055, China)

Abstract: The q-gradient is a generalized gradient based on the q-derivative concept. To improve the filtering

performance of the Affine Projection Algorithm (APA), the q-gradient is applied to APA based on the

minimum of the recent mean square errors, generating a novel q-Affine Projection Algorithm (q-APA). The q-

APA with appropriate setting of q achieves desirable filtering performance in the presence of Gaussian noises. A

sufficient condition for guaranteeing convergence of the proposed q-APA is also presented, and its steady-state

Excess Mean Square Error (EMSE) of q-APA is obtained theoretically to evaluate the filtering performance. In

addition, the Variable q-APA (V-q-APA) is developed to improve further the filtering performance. Simulations

in the context of system identification demonstrate the superior filtering performance of the proposed

algorithms compared with APA and Variable q-Least Mean Square (V-q-LMS) algorithm in the presence of

Gaussian noise.
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1    引言

自适应滤波算法已被广泛应用于噪声消除和系

统辨识等领域中。根据不同的误差准则可产生不同

的滤波算法 [ 1—4 ]，包括最小化均方(Least Mean
Square, LMS)算法[2]，仿射投影算法[3](Affine Pro-
jection Algorithm, APA)和递归最小二乘(Recurs-
ive Least-Squares, RLS)算法[4]等。LMS算法因采

用当前瞬时平方误差作为误差准则，计算最简单。

尽管LMS算法具有低复杂度和易实现的特点，但其

收敛速度较慢 [5 ]。为了提高其收敛速度和滤波精

度，文献[4]提出了基于所有输入误差及最小二乘

(Least Squares, LS)[6－9]准则的RLS算法，但也同时

增加了其计算复杂度。为了解决收敛速度和计算复

杂度之间的矛盾，文献 [3]利用部分误差提出了

APA算法，其收敛速度和滤波精度介于LMS和
RLS之间。

为进一步提高APA的收敛性能，本文提出了

一种基于q 梯度 [10 ]的APA(q-Affine Projection
Algorithm, q-APA)。q 微积分已经被广泛应用于

统计学和信号处理等领域中[11,12]，可以提供更好的

稳态性能[11]。此外，本文提出了变q的APA(Variable
q-Affine Projection Algorithm, V-q-APA)。为了证

明所提算法的性能，本文对q-APA进行了性能分

析，并推导出其稳态时的额外均方误差(Excess
Mean Square Error, EMSE)。

2    背景介绍

2.1  APA算法

f i; dig
f RM£1 ! R

i 2 RM£1 di 2 R

假设目标是通过输入输出数据对 学习

一个未知的连续输入输出映射 :  ，其

中， 是时刻i的输入数据； 是其对

应的期望输出。

APA利用时刻i的最近K个数据进行滤波器的

权重更新运算，因此，其代价函数可以表示为

J( ) =

iX
k=i¡K+1

e2k =
iX

k=i¡K+1
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T
k i¡1
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(1)

i¡1 = [w1;w2; ¢¢¢;wM]
T

ek = dk ¡ T
k i¡1

其中， 是最优权重在i–1时

刻的权重估计值， 是预测误差。

通过采用最速下降法[13]，可以得到APA算法

的权重更新方式为

i = i¡1¡
¹

2
r J( ) = i¡1+ ¹ i i (2)

¹ > 0 i = [ i;

i¡1; ¢¢¢; i¡K+1] i = [di; di¡1; ¢¢¢; di¡K+1]
T

其中，  是学习步长；输入矩阵

;   是期望

i = i ¡ T
i i¡1 i = [ei;

ei¡1; ¢¢¢; ei¡K+1]
T

输出向量；预测误差向量 , 

。以下将根据式(2)进行讨论。

2.2  q 微分的综述

f (x) Dq;xf (x)
q梯度是基于q微分[10—12]的概念。给出一个函数

，关于变量x的q微分可以表示为 ，且

Dq;xf (x) =
f (qx)¡ f (x)

qx ¡ x
(3)

x 6= 0 q ! 1其中， ; q是一个正数且当 时，q微分就

转换为传统的微分。

F( ) = [q1; q2; ¢¢¢; qn]
T对于向量 的函数 ，定以 ，

因此，关于 的q梯度被定义为

r ; F( ) = [rq1;x 1F( );rq2;x 2F( ); ¢¢¢;rqn;xnF( )]
T

(4)

3    算法原理

用q梯度取代APA代价函数中的梯度可以得到

新的权重更新方式即q-APA：

r ; J( ) =

iX
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qM]
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= k k k k k k
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¢ 1=2

其中， 表示点积运算； 且

,  。和传统的梯度相比，此

时权重更新公式增加了系数 。又因 可以表示为

，其中 表示 的单位向量(调整滤

波器输出的方向)， 为

的模，用于调整滤波器输出值的大小。因此，q-
APA算法的权重更新公式为

i = i¡1+
1
2
(2¹1 i i ¡ ¹ i

T
i ¯ i¡1) (6)

¹1 ¹ i i i
T
i ¯ i¡1

q1 = q2 = ¢¢¢=qM = q

¹1 =
q+ 1
2

¹

其中， 和 分别是 和 的学习

步长。在权重向量各向同性的准则下，取

。由于常系数可归结到步长

中，为使算法规范化，设置 ，因此，

q-APA的权重向量更新方式为

i = i¡1+ ¹ i i (7)

=
q+ 1
2 M M 2 RM£M其中， 是对角矩阵。 是

单位矩阵。从式(7)可知，系数G影响q-APA的滤

波性能。

为了全面评价滤波性能，比较q-APA与APA
和RLS的计算复杂度。假定滤波器阶数为M。执行

一次仿真，APA需4KM次运算；q-APA需6KM次
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7M 2+3M运算；RLS需 次运算。由此可知，q-APA

计算复杂度略高于APA。q-APA与RLS的计算复杂

度关系由M和K具体数值决定。

4    算法性能分析

di=
T
i

¤+vi
¤=[w1;w2; ¢¢¢;wM]

T

vi

i di

yi =
T
i i¡1 ei

为了在理论上验证q-APA算法的性能，本节将

对q-APA进行均方性能分析。假设在第i时刻滤波

器的期望输出 , 

是需要估计的最优权重向量， 表示干扰噪声。如

果只利用当前输入 估计滤波器期望输出 ，且

时， 可以表示为

ei = di ¡ yi =
T
i (

¤ ¡ i¡1) + vi

= T
i e i¡1+ vi = ea;i + vi (8)e i¡1 ea;i =

T
i e i¡1其中， 是i–1时刻的权重误差向量，

表示超前误差。为了进行理论分析，需给定以下假

设[14,15]：

vi

i ea;i

vi

ea;i
T
i i e2i

A1：噪声 是零均值的，独立同分布的，且独

立于输入信号 。A2：超前误差 是零均值且和

噪声 是独立的。A3：滤波器的运行时间足够长，

因此， 是高斯分布的，且 和 是渐进无

关的。

假设A1～A3已广泛应用于自适应滤波器的理

论分析中[14,15]。

4.1  收敛性分析
¤用 减去式(7)的两端，可以得到e i = e i¡1¡ ¹ i i (9)

对式(9)两边同时取平方和期望可以得到
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i其中， 。当算法收敛时，权重误差

向量满足 ，因此，
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其中，

满足高斯分布函数[16]。当滤波器达到稳态时，可以

得到 且

。因此，式(11)右边的分

子部分可以简化为

2E
£ T

i
T
i e i¡1

¤
= 2E

" iX
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#
¼ 2KE [eiea;i] (12)

在假设A3下，式(11)右边部分的分母可以简

化为

E
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= i
T
i Tr(¢)其中， ,  表示矩阵的求迹运算。将

式(12)和式(13)代入式(11)，可以得到q-APA收敛

的条件

0 < (q+ 1)¹ <
4E[eiea;i]

KTr ( )E
£
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E
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E [eiea;i] = E [(ea;i + vi)ea;i] = E
£
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¤由 于 ， 且

，类似于LMS，

式(14)可以化简为

0 < (q+ 1)¹ <
4

KTr ( ) (15)

4.2  稳态均方性能分析

S = limi!1E
£
e2a;i
¤EMSE常用来衡量滤波器的稳态性能，表示为

。对式(10)两边同时取极限可以得到
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E
h
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h
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i
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i!1
E
h
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i当滤波器达到稳态时，权重误差向量满足

，因此，式(16)可

以被简化为
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E
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i
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¤
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£
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基于式(12)和式(13)，式(17)可以被简化为

2 lim
i!1

E[eiea;i] = ¹K lim
i!1

E
£
( iei)

T
iei
¤

(18)

= i
T
i定义 ，结合假设A3，式(18)右边

部分可以化简为

¹K lim
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£
( iei)

T
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¤
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vi

¾2v

假设 是零均值的高斯噪声，且其噪声方差为

。接下来将推导出q-APA稳态时的理论EMSE值。

在假设A1和A2下，式(18)左边的部分化简为

2 lim
i!1

E[eiea;i] = 2 lim
i!1

E[(ea;i + vi)ea;i] = 2S (20)

同样，通过简单计算式(19)右边为

¹KTr( ) lim
i!1

E
£
e2i
¤

= ¹KTr( ) lim
i!1

E[(ea;i + vi)(ea;i + vi)]

= ¹KTr( )
¡
S + ¾2v

¢
(21)
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将式(20)和式(21)代入式(18)，q-APA的稳态

EMSE满足

Sq¡APA =
¹KTr( )¾2v
2¡ ¹KTr( )

(22)

Tr( ) =
q+ 1
2

Tr( ) q < 1

Sq¡APA < SAPA =
¹KTr( )¾2v
2¡ ¹KTr( )

其中， ，当 时，可以

得到 。

Tr( )由于 是关于q的一个单调递增函数，式

(22)中q-APA的稳态EMSE也是关于q的单调递增函

数，不同的q值可以形成q-APA的不同滤波性能。

当q<1时，和APA相比，q-APA可以获得较低的稳

态EMSE。当q>1时，q-APA产成一个较大的稳态

EMSE。该特性可在第6节仿真中的图1(b)观察。

5    算法拓展

从第4节可以看出，q值的选取对算法的收敛速

度和滤波精度产生了重要的影响。因此，为了同时

提高稳态性能和收敛速度，这里提出了V-q-APA。
V-q-APA算法的主要思想是：在初始阶段提供一个

较大的q值，当算法达到稳态时，提供一个较小的

q值。基于此，这里提出了q参数的自适应调整规

则，即

qi+1 =

(
qup; Ãi+1 > qup
Ãi+1;

(23)

qup =
4

K¹Tr( )
¡ 1

Ãi+1 = ®Ãi + ¯ j ij1
(0 < ® < 1; ¯ > 0) j ij1 =

Xi

k=i¡K+1
jekj i

其中， 是根据式(14)提出的需

要满足算法收敛的条件， ,

,   为 的 1

范数。

j ij1

j ij1

j ij1

® ¯

式(23)根据 自适应调节q值。在滤波器的初

始阶段，滤波器的实际输出和期望输出差值较大，

即产生一个较大的 ，从而得到一个较大的q；

当滤波器达到稳态时，式(23)得到一个较小的

，从而得到一个较小的q。因此，可以自适应

调节q的大小。将式(23)取代q-APA算法中的固定

q值即可得到V-q-APA，通过选择合适的 和 , V-

q-APA能够进一步提高滤波器收敛速度的同时降低

稳态误差。

6    仿真

¤=[0:227; 0:460; 0:688; 0:460;

0:227]T

di =
T
i

¤ + vi vi

i 2 R5£1

yi =
T
i i¡1

f i; dig10000i=1

本节将采用系统辨识[12]实例验证所提算法的有

效性。这里，假设

为未知系统的最优权重，以及系统的期望

输出为： ，其中 是均值为0方差为

0.08的高斯噪声， 是服从独立标准正态分

布的随机输入向量。自适应滤波器的实际输出表示

为 。本文共产生10000个输入-输出数

据对集合 ，其中选取前8000个数据对作

为训练数据，最后100个数据对作为测试数据。则

 

 
图 1 高斯噪声环境下q-APA算法的理论和仿真
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训练数据和测试数据的长度分别为8000和100。在

每次训练后，计算100个测试数据对的均方误差。

为了评估算法在滤波过程中的滤波性能，定义

均方误差(Mean Square Error, MSE)

MSE =
1
N

NX
i=1

(di ¡ yi)
2

(24)

di yi其中， 和 分别是滤波器的期望输出和实际输

出，N为测试数据的长度。为了消除仿真中的随机

性，取100次蒙特卡罗仿真结果的平均值来计算算

法的MSE。

® = 0:3
¯ = 0:1

为了全面地评价本文算法的有效性，选用变

q的LMS (Variable-q-Least Mean Square, V-q-
LMS)算法[11]，APA[3]和RLS算法[4]作为q-APA和V-
q-APA的比较算法。其中V-q-LMS算法是变q算法

的代表算法。为了区别于传统的APA，本文中q-
APA的q值在式(15)的基础上设置为q=0.01和
q=10。对于V- q -APA，初值 q 0=5 ,   ,

。

首先，为了证实第4节的理论分析结果，对q-
APA稳态时EMSE的理论值和仿真值进行对比，其

中EMSE的仿真值是通过每次蒙特卡罗最后500个
点计算平均得到的，EMSE的理论值采用式(22)计
算得到。从图1中可以看出算法的EMSE仿真值和

理论值是匹配的，表明式(22)的理论结果是正确的。

¹q¡APA=¹V¡q¡APA=0:012

¹V¡q¡LMS = 0:12 Kq¡APA = KAPA=KV¡q¡APA = 15

图2比较了不同算法在滤波过程中的MSE，其

中 ， 参 数 设 置 为 ： ,

,   。

从图2可知，在高斯噪声下，较大的q值在以较大

MSE为代价下可获得较快的收敛速度。相反，较

小的q值会在较慢的收敛速度下获得较小的MSE，
这和图1(b)中的结果一致。此外，在增加一定计算

复杂度下，V-q-APA能够提高APA的滤波精度。

最后，表1比较了不同算法在仿真中的稳态

MSE和100次蒙特卡罗仿真消耗计算时间的结果。

由表1可知，q -APA(q=0.01)的稳态MSE低于

APA。V-q-APA的性能优于APA, q-APA(q=10)
和V-q-LMS，接近RLS。即V-q-APA算法以增加一

定的计算量为代价提高了滤波精度。

7    结论

本文利用q微分改进了APA算法的权重更新方式，

进而提出q-APA算法。在增加一定计算复杂度的前

提下，通过选择合适的q值，q-APA能够提高滤波

器的滤波性能。当q=1时，q-APA即为传统APA。
作为算法中的关键参数，为了进一步证明q值对滤

波器性能的影响，本文分析了q-APA的收敛性能。

并分别从理论和仿真讨论了q值对滤波器性能的影

响。除此之外，本文计算了稳态时q-APA的EMSE
理论值，并通过仿真验证了其正确性。为了进一步

提高q-APA的滤波性能，本文提出了V-q-APA。仿

真结果表明：与基于瞬时误差的LMS和V-q-LMS算
法相比，q-APA和V-q-APA能够有效地提高滤波器

的滤波性能；与基于所有误差的RLS算法相比，q-
APA和V-q-APA的滤波性能逼近RLS算法。
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