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摘   要：针对基于互质阵列的欠定DOA估计方法对于虚拟阵元非连续部分利用率不高的问题，该文提出一种基于

Toeplitz协方差矩阵重构的DOA估计方法。首先，从互质阵列差联合阵的角度分析虚拟阵元分布特性，结合其与

协方差矩阵中各元素得到的波程差存在对应关系，将协方差矩阵进行扩展得到一个数据缺失的高维协方差矩阵；

然后，根据矩阵填充理论，用迹范数代替秩范数进行松弛，对缺失元素进行填充；最后，利用现有root-MUSIC

方法进行DOA估计。理论分析和仿真结果表明，该方法提升了虚拟阵元的利用率，从而增加了虚拟孔径和可估计

信号数，同时无需对角度域进行离散化处理，有效消除了模型失配的影响，并且避免了正则化参数选取问题，提

高了估计精度和分辨率。
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Direction of Arrival Estimation with Coprime Array Based on
Toeplitz Covariance Matrix Reconstruction
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Abstract: In order to improve the utilization of non-contiguous virtual array elements in the underdetermined

DOA estimation of the coprime array, a DOA estimation method based on Toeplitz covariance matrix

reconstruction is proposed. First, the virtual array element distribution characteristics of the matrix are

analyzed from the perspective of the difference coarray. Additionally, according to the correspondence between

the difference coarray and the wave path difference, the covariance matrix is extended to a Toeplitz array

covariance matrix, of which some elements are zero. Then, the Toeplitz matrix is recovered to the full

covariance matrix according to the low rank matrix completion theory. Finally, the root-MUSIC method is

employed for the DOA estimation. Theoretical analysis and simulation results show that this method can

increase the number of the resolvable signals by increasing the number of virtual array elements, eliminate the

effect of the off-grid effect without discretization of the angle domain, and avoid regularization parameter

selection. Therefore, the estimation accuracy and resolution are improved.
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1    引言

波达方向(Direction Of Arrival, DOA)估计在

数字通信、信号处理、目标检测方面都有着广泛的

应用，是阵列信号处理领域的核心研究内容之一。

现代电磁环境中，信源密集且复杂多变，往往需要

利用有限的阵元对多信源精确测向，经典的超分辨

算法大多数是针对均匀线阵设计的，存在着阵列孔

径小、测向精度低和分辨率差等缺点，并且均匀线

阵的测向自由度受阵元个数限制，导致均匀线阵很

难对数目多于阵元数量的辐射源角度进行估计，难

以适应现代复杂的战场电磁环境，欠定DOA估计

成为当前的研究热点和难点问题。

互质阵列与相同阵元数目的常规满秩阵列相

比，拥有更大的合成孔径，更高的阵列自由度，更

大的分辨率等优点，为欠定条件下DOA估计问题

提供了一个新的思路。目前针对欠定条件下的互质

阵列DOA估计方法大致可分为两大类：一是子空
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间类方法[1,2]，这一类方法对虚拟阵元的使用仅限

于差联合阵列中的连续部分，对存在空洞的非连续

部分并没有使用，造成了虚拟孔径和最大可估计信

号数的损失。二是基于稀疏重构的方法[3–9]，该方

法对噪声的鲁棒性及信源数没有严格的要求，并且

具有较高的分辨率。然而，不足也很明显，需要将

连续的角度空间划分为一组离散网格，并假定信源

的真实方位恰好位于预定义的有限离散网格下，这

种离散化的方法可能会降低稀疏类方法的性能，因

为信源的真实方位和假定的网格之间经常存在不可

避免的基不匹配问题[10]。为了消除基不匹配的影

响，文献[11]采用了一种结构化矩阵填充的方法，

将问题转化为结构化的Toeplitz矩阵填充问题。然

而，此方法在进行优化求解时要求设置合适的正则

化参数，而实际应用中对其选取存在较大的困难。

文献[12]研究了在线性移动的非均匀阵列中，利用

信号相干性来增加自由度，从而填补缺失阵元对应

的测量值，但是其对于阵列运动状态的要求限制了

实际应用中的价值。文献[13]通过多频率工作的方

式得到不同位置的虚拟阵元，填充虚拟阵元空洞部

分，但多频率工作条件下使得频带展宽进而引入了

信号源起伏特性，产生额外的估计误差。文献[14]
采用基于稀疏的外推方法对差联合阵的可用部分进

行扩展，从而填补虚拟阵元非连续部分的空洞，然

而该方法存在基不匹配问题，影响估计性能。

针对上述问题，本文引入矩阵填充理论[15–20]，

研究了一种Toeplitz协方差矩阵重构方法(Covariance
Matrix Reconstruction Approach, CMRA)进行

DOA估计。该方法可以对差联合阵中非连续部分

的虚拟阵元空洞进行填充从而加以利用，提高了虚

拟阵元利用率，同时无需对连续角度域进行离散化

处理，确保了估计精度和分辨率。

2    互质阵列模型

N
M N

fnMd0;

0 · n · N ¡ 1g fmNd0; 1 ·
m · 2M ¡ 1g d0=¸=2 ¸

互质阵列如图1所示，该阵列由两个子阵组

成，子阵1中包含 个均匀分布的阵元，子阵2中包

含2M–1个均匀分布的阵元，其中， 与 是两个

互质的整数。子阵1各阵元位置分别为

，子阵2各阵元位置分别为

, , 为入射信号波长。

K假设有 个窄带信号分别入射至图1所示的互

= [µ1; µ2; ¢¢¢; µK]质阵列，到达角为： ，则阵列输

出数据可表示为
(t) = (t) + (t); t 2 [L] (1)

(t) = [x 1(t); x 2(t); ¢¢¢; x 2M+N¡1(t)]T

(t) = [s1(t); s2(t); ¢¢¢; sK(t)]T
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2(2M + N ¡ 2) d0

¸
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式中， 为互质

阵列的输出数据， 为

个 入 射 信 号 数 据 ，

为噪声， 为接收信号的采样点数目，

表示 到 的整数集，

为 流 型 矩 阵 ，

为导向矢量。

假设各入射信号之间相互独立并且是不相关

的，背景噪声是高斯白噪声，则可以得到输出数据

的协方差矩阵：

= E
n

(t) (t)H
o

=

26664
¾2

1

¾2
2

: : :

¾2
K

37775 H + ¾2
n

= diag( ) H + diag( ) (2)

¾2
k k ¾2

n式中， 为第 个入射信号的功率， 为背景噪声功率。

3    基于Toeplitz协方差矩阵重构的DOA估
计方法

为了更加直观地分析虚拟阵元的构成，这里首

先给出差联合阵概念，定义式(3)所示集合：

D = fdn ¡ dn0g; dn; dn0 2 C (3)

C dn

dn0 D

D
Du Du du

D !d(du)

其中， 为互质阵列各个阵元位置构成的集合， ,
为不同阵元的位置， 为各阵元位置之差构成的

集合。 中存在相同的元素，定义集合中所有不相

同位置差构成的集合为 ，集合 中的位置差

在集合 中出现的次数定义为权重系数 。

N + 2M ¡ 1图1中互质阵列包含有 个实际阵

元，其形成的差联合阵中各个虚拟阵元位置表示为

Sd = f§(Mnd0¡ Nmd0)g; 0 · n · N ¡ 1;
1 · m · 2M ¡ 1 (4)

根据式(4)可知，差联合阵中各虚拟阵元位置

分布如图2所示。

2MN + 2M ¡ 1 d0

根据图2差联合阵示意图可知，差联合阵可以

分成3个子联合阵，一个是连续子联合阵，两个是

存在空洞的非连续子联合阵。其中，连续差联合子

阵中 个虚拟阵元以等间距 分布，

而非连续差联合子阵中存在空洞且呈非均匀分布。

现有的大部分方法都舍弃非连续差联合子阵造成最

大可估计信号数损失。

 

 
图 1 互质阵列示意图
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根据式(2)，可以得到图1所示互质阵列的协方差矩阵为
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((2M ¡ 1)N ¡M) sin µk fR(du) jdu = ¡(2M ¡ 1)

N; ¢¢¢; (2M ¡ 1)Ng 3MN +M ¡ N

式 中 ， ;  

;  

表示 个不同的波

程差。

根据式(4)可知，该互质阵列得到的差联合阵

各个虚拟阵元位置表示为

Du = f¡(2M ¡ 1)N;¡(2M ¡ 2)N; ¢¢¢; (2M ¡ 1)Ng
(6)

由式(6)和式(5)可知，差联合阵列表示了该阵

列所有阵元位置之差，各阵元位置差与协方差矩阵

得到的波程差存在对应关系。

考虑到信噪比和快拍数对输出数据协方差矩阵

影响，式(5)中同一波程差对应的各个协方差矩阵

元素不完全相等，因此进行平均运算：

R̂ (du) =
1

!d(du)

!d(du)X
i=1

Ri(du) (7)

Ri(du) i式中， 表示同一波程差对应的第 个协方差

矩阵元素。

2MN + 2M ¡ 1

¡(MN +M)d

对于图2所示差联合阵列，若直接利用差联合

阵中连续差联合子阵部分的虚拟阵元结合MUSIC
算法进行估计，只能利用 个连续的

差联合阵列元素，如果能够实现对其中非连续部分

虚拟阵元间的空洞进行填充，则更多的虚拟阵元可

以得到充分利用。例如，填充位于

(MN +M)d

2MN + 4M ¡ 1
2M

(2MN ¡ N + 1)£
(2MN ¡ N + 1)

4MN ¡ 2N + 1

和 的两个空洞，则可以利用的连续差

联合阵元数上升到 个，增加了

个。本文对差联合阵所有空洞进行填充，将协

方 差 矩 阵 扩 展 成 一 个

的Toeplitz矩阵，从而可以利用的

虚拟阵元数为 个。

=f­1; ­2; ¢¢¢; ­T g ½ f0; 1; ¢¢¢; (2M¡
1)Ng j j=T

f0; d0;Md0;

Nd0; ¢¢¢; (N ¡ 1)Md0; (2M ¡ 1)Nd0g ­1 = 0

­T= (2M ¡ 1)N k

(µk) =
£
1; ej2 f 0¿k;­1; ¢¢¢;

ej2 f 0¿k;­T
¤T 2 f0; 1gT£(2MN¡N+1)

i ­i

M=2;N = 3

= f0; 2; 3; 4; 6; 9g

对于互质阵列，为了更好地说明，将实际阵元位

置定义为集合

。在此定义 ，表示阵元个数。互质阵

列各实际阵元之间的间距构成集合

，假定 ,

，和均匀阵列相似，第 个信号对

应 的 导 向 矢 量 表 示 为

，定义 为选择矩

阵， 的第 行只有 对应的位置为1，其他位置

全 为 0 。 例 如 , 设 互 质 阵 列 ， 则

，可以得到

=

266664
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

377775 (8)

k
(µk) = (µk) t
因此，第 个信号对应的导向矢量可以表示为

，在 时刻互质阵列的输出数据

表示为

 

 
图 2 差联合阵示意图
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(t) = (t) + (t)
= (t) + (t) (9)

= [ (µ1); ¢¢¢; (µK)]式中， 。因此，协方差

矩阵可以表示为

= ( ) T + diag( ) T

, ( ) + diag( ) (10)

( ) = diag( ) H ( ) , ( ) T

diag( ) , diag( ) T

式中， , ,

。

L假设实际采样快拍数为 , 可以由协方差矩

阵估计值等效，即

^ =
1
L

LX
l=1

(tl) H (tl) (11)

可以得到误差矩阵为

= ^ ¡ = ^ ¡ ( )¡ diag( ) (12)

( )

( )

式中， 由信号和信号，信号和噪声的交叉相关项

组成，由于快拍数有限， 不为零。如果能获得

值，信源方向可以利用传统的估计方法很好

地估计出来。因此，先用低秩恢复来估计 ，

紧接着利用root-MUSIC算法从恢复的协方差矩阵

中估计DOA。

首先利用低秩矩阵恢复理论(LRMR)，协方差

矩阵可以通过式(13)优化问题来进行恢复：

min
; Â

rank[ ( )]; s:t: k k2
2 · ¯; ( ) ¸ 0 (13)

Â
¯ ¯

k k2
2 ¯ k k2

2 ¸ ¯

其中， 表示 中每一项元素都是非负的，

是设定的阈值，但是 的选取困难，如果直接使

用 的期望值作为 的值可能会出现 。

在接下来的分析中，给出一个可以约束的条件，使

得真解以高概率落在可行区域内。

根据文献[21], 的矢量形式满足渐近正态分布：

vec( ) » AsN(0; ) (14)

=
1
L

T ­ ^ =
1
L

¢ ^ T ­ ^

式 中 ， ,  可 以 通 过

近似估计。由式(14)可以推导出

^ ¡1
2 vec( ) » AsN(0; N 2) (15)

可得 °°°° ^ ¡1
2 vec( )

°°°°2

2
» AsÂ2 ¡N 2¢ (16)

AsÂ2(N 2) N 2

´ [0;´]

1¡ p 1¡ p

式中， 表示卡方分布，自由度为 。这

里引入参数 ，定义置信区间 ，真解落入此区

间的概率为 ，使 尽可能地大。°°°° ^ ¡1
2 vec( )

°°°°2

2
· ´ (17)

用式(17)代替式(13)中的约束条件，转而求解

式(18)来对协方差矩阵进行恢复：

min
; Â

rank[ ( )]

s:t:

°°°° ^ ¡1
2 vec( )

°°°°2

2
· ´; ( ) ¸ 0

9>>=>>; (18)

tr[ ( )]

rank[ ( )] tr[ ( )] ( )

然而式(18)依然是NP-hard问题。为了避免非

凸性，利用凸松弛将伪秩范数放宽到核范数或等价

于半正定矩阵的迹范数，即利用 代替

。 表示矩阵 的迹。则

式(18)的凸松弛形式为

min
; Â

tr[ ( )]

s:t:

°°°° ^ ¡1
2 vec( )

°°°°2

2
· ´; ( ) ¸ 0

9>>=>>; (19)

¤

( ) ( ¤)

rank[ ( )] = K K̂ K̂ = rank[ ( ¤)]

K̂ ( ¤)

( ¤) K̂

( ¤)

这个约束最小化问题可以通过优化工具箱解决，

例如CVX或SeDuMi。通过获得最优解 ，继而获

得 的估计值 ，至于信源数量，由于

，因此 可以由

计算获得，实际应用中， 可以通过 的特

征值数目确定。在获得 和 值后，采用

root-MUSIC算法进行DOA估计。由于 具

有Toeplitz结构，对半正定Toeplitz矩阵使用范德

蒙分解引理，可以有效地进行DOA估计。

O
³
L (2MN ¡ N+1)2+(2MN¡N+1)3 + (2M

+N ¡ 1)3

O
³
L (MN+M)2+(MN+M)3́

O
³
(KJ)3+

max
³
(2M + N ¡ 1)2 K; (2M + N ¡ 1)K 2

´´
J

L > J >> 2M + N¡
1 > K

在计算复杂度方面，本文方法的计算复杂度近

似为

。子空间类MUSIC方法复杂度近似为

，对于C O - L a s s o

方 法 ， 其 计 算 复 杂 度 近 似 为

, 为空

间网格划分个数。通常情况下

，由此可知，MUSIC方法具有最低的计算复

杂度，而本文方法的计算复杂度小于CO-Lasso方法。

4    仿真实验

M = 3;

N = 4

本节对MUSIC方法、CO-Lasso方法以及本文

方法进行仿真实验，进而验证本文方法的有效性，

设置MUSIC方法的角度搜索间隔为0.1°, CO-Lasso

方法的完备字典间隔设置为0 .1°。选用

的互质阵列作为接收阵列。

(1)可行性分析：设有12个信号功率相等的远

场窄带信号，信号到达角为–82.12°, –65.00°, –50.34°,

–40.33°, –30.02°, –10.25°, 10.65°, 30.46°, 40.00°,

50.12°, 61.24°, 71.00°，信噪比SNR=10 dB，快拍

数L=2048。3种方法的实验结果如图3所示。
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由图3可以得到结论：MUSIC方法由于阵元数

小于信号数目，对部分信号的DOA估计存在较大

误差，本文方法通过对空洞部分进行填充，可以获

得较CO-Lasso方法更高的自由度，因此本文方法

使用9个阵元对12个信号进行了较准确的DOA估

计，而CO-Lasso方法无法准确估计所有信号。

(2)分辨率比较：设有2个信号功率相等的远场

窄带信号，信号到达角为30.25°, 32.76°，信噪比

SNR=5 dB，快拍数L=500。图4为3种方法的具体

实验结果。

由图4可以得出结论：当两个信号的入射角度

相近时，MUSIC方法和CO-Lasso方法无法对两个

信号进行分辨，而本文方法分辨率性能较好。因此，

在相同仿真条件下，本文方法在分辨率性能上要优

于其他2种对比方法。这是因为，一方面本文方法

通过对空洞部分进行填充，获得更多的虚拟阵元，

具有更大的阵元孔径，分辨力得到提高。另一方面，

本文方法较CO-Lasso方法无需对角度域进行离散

化处理，有效避免了基不匹配问题带来的影响。

(3)估计精度比较：设有2个信号功率相等的远

场窄带信号，信号到达角为29.59°, 60.35°。图5为
快拍数L=1024条件下，对3种方法分别进行300次
蒙特卡洛实验，信噪比变化对角度均方根误差的影

响；图6为信噪比SNR=5 dB条件下，对3种方法分

别进行300次蒙特卡洛实验，快拍数变化对角度均

方根误差的影响。
 

 
图 3 可估计信号数目比较

 

 
图 4 分辨率比较

 

 
图 5 信噪比对角度均方根误差影响

 

 
图 6 快拍数对角度均方根误差影响
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由图5，图6可以得到结论：当3种方法信噪比

和快拍数相同时，与MUSIC方法和CO-Lasso方法

相比，本文方法可以得到更高的估计精度。尤其当

信噪比较低时，本文方法效果更加明显。本文方法

对非连续差联合子阵中的虚拟阵元空洞进行填充并

加以利用，获得了更多虚拟阵元，具有更高的阵列

自由度，而CO-Lasso方法存在基不匹配的影响，

因此，本文方法可以获得更高的估计精度。

(4)运算时间比较：实验仿真环境为MATLAB

8.4平台，Intel Xeon E3处理器，16 GB内存。其

他实验条件同可行性分析实验。分析比较不同信号

数条件下3种估计方法的运算时间，图7为具体实验

结果。

由图7可以得出结论：在相同仿真实验条件下，

本文方法所需的运算时间明显少于CO-Lasso方法，

但是较MUSIC方法运算时间较长，结合该算法具

有更大的可估计信号数以及较好的估计精度和分辨

率，这种运算时间上的性能损失是可以接受的。

5    结论

考虑现有基于互质阵列的波达方向估计方法

中，对虚拟阵元利用率不高，从而造成虚拟孔径和

最大可估计信号数损失。针对上述问题，本文提出

了一种基于Toeplitz协方差矩阵重构的互质阵列

DOA估计方法。该方法将阵列协方差矩阵进行扩

展得到一个数据缺失的高维阵，根据其Toeplitz性
质构造一个低秩矩阵重构问题，然后用迹范数代替

秩范数进行松弛，最后用CVX求解。本文算法有

效解决了互质阵列DOA估计方法中由于差联合阵

非连续性导致的虚拟阵元利用率不高问题，并且该

方法避免了传统稀疏算法对角度域离散化处理产生

的基不匹配问题，同时该方法无需进行正则化参数

选择，避免了正则化参数选取难问题。
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