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基于降维噪声子空间的二维阵列 DOA 估计算法 
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摘  要：为提高波达方向(Direction Of Arrival, DOA)的估计速度，该文基于子空间的正交性原理，利用噪声子空

间及其共轭的交集进行奇异值分解(SVD)实现噪声子空间的降维，并基于降维噪声子空间与导向矢量及其共轭的双

正交性提出一种 2 维阵列快速 DOA 估计算法。理论分析和仿真实验表明：该算法不受实际阵型的限制，能将传统

MUSIC 谱的角度范围压缩至原来的一半，从而将 DOA 估计的计算量降至传统方法的 50%，并具有与 MUSIC 算

法相当的角度分辨率。 
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 2-D DOA Estimation Method Based on Dimension 
Descended Noise Subspace  

Yan Feng-gang    Liu Shuai    Jin Ming    Qiao xiao-lin 
(Harbin Institute of Technology, Harbin 150001, China) 

Abstract: To improve the speed of the estimation of Direction Of Arrival (DOA), the dimension of the noise 

subspace is descended by the Singular Value decomposing (SVD) on the intersection of noise subspace and its 

conjugate one. Then a new method for fast 2-D DOA estimation is proposed based on the double orthogonality of 

the descended noise subspace to the steering vector and it’s conjugate one. Theoretical analysis and experiment 

results show that the newly developed method can be used without any restriction by the array structure and is 

capable of compressing the range of the dimension of traditional MUltiple SIgnal Classification (MUSIC) spectrum 

for 2 times, therefore, the calculation capacity of DOA estimate can be reduced to 50% while the estimation 

precision is the same as that of MUSIC.  

Key words: Signal Processing; MUltiple SIgnal Classification (MUSIC); DOA (Direction Of Arrival) estimation; 

Descended noise subspace; Double orthogonality  

1  引言  

波达方向(Direction Of Arrival, DOA)估计是

阵列信号处理的重要研究内容之一，在雷达、声纳、

无线通信、无源定位等领域有着重要应用 [1 3]− 。自

发表 MUSIC(MUltiple SIgnal Classification)算法[4]

以来，DOA 估计进入了一个新的超分辨阶段。随着

应用的深入，对 2 维 DOA 进行估计的需求日益迫

切，各种算法也不断被提出 [5 15]− 。然而，经典 MUSIC
算法需在参数空间进行极值搜索，计算量巨大；

ESPRIT 算法虽然避免了谱峰搜索，但需参数配对。

因此，降低计算量的研究成为学者研究的一个热点。

文献[10]提出的求根MUSIC算法用多项式求根代替

了谱峰搜索，但仅适用于均匀线阵。文献[11]对求根
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MUSIC 法进行了改进，扩展了其应用范围，但算法

比较复杂且精度下降严重。文献[12,13]将 ESPRIT
算法应用于 2 维 DOA 估计，但需要较高信噪比和

快拍数，且算法计算量依然较大。文献[14]提出的

DOA 矩阵法以及文献[15]推广的 DOA 时空矩阵法

充分挖掘了相关矩阵特征向量包含的信息，降低了

计算量，但算法性能有限且对阵列结构要求十分严

格，不利于工程应用。 
对于 2 维 DOA 估计，在高精度搜索步长下，

谱峰搜索占总计算量的比例大。因此，减少谱峰搜

索次数是降低运算量的关键。本文将 MUSIC 算法

原理推广到共轭子空间，通过对原噪声子空间及其

共 轭 的 交集 进 行 奇异 值 分 解 (Singular Value 
Decomposing, SVD)，实现了噪声子空间的降维。

接着，利用降维噪声子空间与导向矢量及其共轭的

双正交性提出了一种新的 2 维阵列 DOA 快速估计
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算法。该算法能实现空间谱范围的 2 倍压缩，从而

能将 DOA 估计的运算量降低到传统方法的 50%。 

2  MUSIC 算法原理 

2.1 阵列和数据模型 
设M 个坐标为 ( , , 0), 1,2, ,m mx y m M= " 的阵元

位于XOY 平面，空间有 L 个辐射源 ( )lS t ，定义波

达方向 DOA 为( , )l lθ ϕ , 1,2, ,l L= " 。其中， lθ 为信

号入射方向与 Z 轴的夹角， lϕ 为信号入射方向在

XOY 平面的投影与 X 轴的夹角，如图 1 所示。对

于远场窄带信号，阵列一次快拍的接收数据为 

 

图 1 2 维阵列模型 

( ) ( , ) ( ) ( )t t tθ ϕ= +x A s n           (1) 

式中 T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Mt x t x t x t=x " 是 1M × 维接收数

据向量； T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Lt s t s t s t=s " 和 1( ) [ ( ),t n t=n  

2( ), , ( )]Mn t n t" T为 1M × 维向量，分别表示信号和通

道噪声。其中，各通道噪声均为方差为 2σ 的高斯白

噪声； 1 1 2 2( , ) [ ( , ), ( , ), , ( , )]L Lθ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ=A a a a" 为大

小为M L× 的导向矢量矩阵，导向矢量 ( , )l lθ ϕa 为 
T

,1 ,2 ,( , )=[ exp( ), exp( ), , exp( )]l l l l l Mi i iθ ϕ β β β− − −a " (2) 

其中 1i = − 为复数单元，λ为信号波长， ,l mβ 值为 

,
2

( sin cos sin sin )l m m l l m l lx y
π

β θ ϕ θ ϕ
λ

= +    (3) 

2.2 MUSIC 算法 
设阵列接收数据协方差矩阵R，则由其定义可

得 
H 2

S σ= +R AR A I           (4) 

对R进行特征值分解，有 
H H H[  ] [  ]= =R W W S G S GΣ Σ      (5) 

式中 1diag( , , )Mλ λ"Σ = 为对角矩阵，R的特征值为

1
2

1M L Mλ λ λ σ− +≥ ≥ = = =" " ，其对应的特征向

量为 , 1,2, ,i i M=e " 。W 为特征向量矩阵。由

1 2[ , , , ]L=S e e e" 张成的子空间为信号子空间

span( )S ，而 1[ , , ]M L M− +=G e e" 张成噪声子空间

span( )G 且 满 足 span( ) span( )⊥S G 及 span( ) =A  
span( )S 。于是，可得 

H
1( , ) Mθ ϕ ×=a G O             (6) 

由此，可构造 MUSIC 空间谱为 

MUSIC H H

1
( , )

( , ) ( , )
p θ ϕ

θ ϕ θ ϕ
=
a GG a

       (7) 

根据子空间正交性原理，在 2 维空间搜索，可

得 DOA 为 

 MUSIC
,

( , ) argmax ( ),  1,2, ,l l p l L
θ ϕ

θ ϕ = = "    (8) 

3  基于降维噪声子空间的 DOA 估计算法 

3.1 谱函数构造 
设辐射源 E 波达角 DOA 为( , )θ ϕ ，由三角函数

的周期性知 [0,2 ]ϕ π∀ ∈ ，有 sin( ) sin( )ϕ π ϕ π− = +  
sin( )ϕ= − 以及 cos( ) cos( ) cos( )ϕ π ϕ π ϕ− = + = − ，

因此由式(2)可得 
*

1 1

2 2

2
( , ) exp sin

exp( ( cos( ) sin( )))

exp( ( cos( ) sin( )))
 

exp( ( cos( ) sin( )))

( , )                                     (9)

M M

i x y

i x y

i x y

π
θ ϕ θ

λ
ϕ π ϕ π

ϕ π ϕ π

ϕ π ϕ π

θ ϕ π

⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
− ± + ±⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎢ ⎥− ± + ±⎢ ⎥⋅ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− ± + ±⎣ ⎦

= ±

a

a

#
 

对式(6)两边同取共轭，得 
H * * H *

1[ ( , )] [ ( , )] Mθ ϕ θ ϕ π ×= ± =a G a G O    (10) 

可见, DOA 为( , )θ ϕ 的辐射源 E 存在镜像E' ，

我们不妨称其为虚拟辐射源。若 [0, ]ϕ π∈ ，则E' 的

“DOA”为( , )θ ϕ π+ ；若 [ ,2 ]ϕ π π∈ ，则E' 的“DOA”

为( , )θ ϕ π− 。图 2 给出了真实辐射源与虚拟辐射源

的关系。图中，虚拟辐射源对应的导向矢量取值与

真实辐射源的导向矢量取值互为共轭，前者与噪声

子空间G正交，而后者则与噪声子空间的共轭 *G 正

交。因而，若对 MUSIC 谱函数进行改造，在保留

噪声子空间G的同时引入 *G ，则其将在真实 DOA
及其镜像位置同时产生极值。 

由此，定义谱函数为 

H H * T

1
( , )

( , ) ( , )
f θ ϕ

θ ϕ θ ϕ
=
a GG G G a

    (11) 

 

图 2 虚拟辐射源与真实辐射源关系 
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可见， [0, /2], [0, ]θ π ϕ π∀ ∈ ∈ ，有 

H H * T

T H * T *

T

1
( , )

( , ) ( , )
1

( , ) ( , )

( , ) ( , )

f

f f

θ ϕ π
θ ϕ π θ ϕ π

θ ϕ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ

+ =
+ +

=

= =

a GG G G a

a GG G G a

(12) 

同理， [0, /2], [ ,2 ]θ π ϕ π π∀ ∈ ∈ ，有 
( , ) ( , )f fθ ϕ π θ ϕ− =             (13) 

将G写为列向量 1 2[ , , , ],v v M L= = −G g g g" ，

则 
H
1

H
2H * * * *

1 2

H

* * * * * *
1 1 1 2 1

* * * * * *
2 1 2 2 2

* * * * * *
1 2

, , ,

, , ,

, , ,
        

, , ,

v

v

v

v

v v v v

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤〈 〉 〈 〉 〈 〉⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥〈 〉 〈 〉 〈 〉⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥〈 〉 〈 〉 〈 〉⎢ ⎥⎣ ⎦

g

g
G G g g g

g

g g g g g g

g g g g g g

g g g g g g

"
#

"

"

# # % #

"

   (14) 

将式(14)带入式(11)，得 
T * * * * * *H

1 1 1 2 11

H * * * * * *
2 2 1 2 2 2

H * * * * * *
1 2

T
1

T
2

T

, , ,,

, , , ,1
( , )

, , , ,

,

,
           

,

v

v

v v v v v

v

f θ ϕ

⎡ ⎤⎡ ⎤ 〈 〉 〈 〉 〈 〉〈 〉 ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉⎢ ⎥⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡〈 〉⎢
〈 〉

⋅

〈 〉⎣

g g g g g ga g

a g g g g g g g

a g g g g g g g

g a

g a

g a

"

"

# # # % #

"

#
H T

1 1

, , ,  (15)
v v

j j i i
i j= =

⎤
⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥ = 〈 〉〈 〉〈 〉⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎦

∑∑ a g g g g a  

由式(6)及式(15)，可得 

或

其它

0,         ( , ) ( , ) ( , )1
( , ) 0,  f K

θ ϕ θ ϕ θ ϕ π

θ ϕ

⎧⎪ = ±⎪⎪= ⎨⎪ >⎪⎪⎩
  (16) 

上述分析表明： ( , )f θ ϕ 关于ϕ π= 对称，并在辐

射源及其镜像位置同时产生极值，因而实现了

MUSIC 谱的压缩，因此我们将其称为 MUSIC 对称

压 缩 谱 (MUSIC Symmetrical Compressed 
Spectrum, MSCS)。传统 MUSIC 谱覆盖整个 2 维

空间，而 MSCS 将 DOA 估计的谱范围压缩至原来

的一半，因而总体运算速度也将提高约 1 倍。 
3.2 噪声子空间降维及谱函数化简 

本文在构造共轭噪声空间 *G 的同时，等效于在

原辐射源 E 的镜像位置增加了一个虚拟辐射源E' 。

若辐射源个数为 L，则 MSCS 等效地在空间新增加

了 L 个虚拟辐射源。因而，信号子空间被升高了 L
维；相应地，噪声子空间被降低了 L 维。 

设升维后的信号子空间为 span( )，降维后的

噪声子空间为 span( )。则 span( )应为原噪声子空

间 span( )G 和新增噪声子空间 *span( )G 的交集，而

span( ) 则由原信号子空间 span( )S 与新增信号子

空间的和构成。由 H H+ =GG SS I ，得 * TG G  
* T+ =S S I 。因此，新增信号子空间即为 *span( )S 。

所以， 
*

*

span( ) span( ) span( )

span( ) span( ) span( )

⎫⎪= ⊕ ⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎭

S S

G G∩
      (17) 

为了求解 span( )，我们给出如下定理： 
定理  令 H * T= −I GG G GΨ ，设Ψ 零空间为

( )υ Ψ ，那么有 
span( ) ( )υ= Ψ             (18) 

证明  设向量 span( )∈γ ，则 H
1M×=SS Oγ ，

从而， 
( )H H H= − = − =SS I SS GGγ γ γ γ γ   (19) 

同理 * T=G Gγ γ ，故 H * T=GG G Gγ γ 。从而， 
H * T

1( ) M×− = =I GG G G Oγ Ψγ        (20) 

所以 ( )υ∈γ Ψ ，这表明： 
span( ) ( )υ⊆ Ψ               (21) 

反之，若 ( )υ∈γ Ψ ，则 
H * T span( )= ∈GG G G Gγ γ     (22) 

由于 * TG G 为 *span( )G 的投影矩阵，故 
* T * T

* T * T

⎫⎪= + ⎪⎪⎬⎪⊥ ⎪⎪⎭

G G S S

G G S S

γ γ γ

γ γ
        (23) 

所以，有 
2 22 * T * T

2 2H * T * T

= +

= ≤

G G S S

GG G G G G

γ γ γ

γ γ      (24) 

于是，得
2* T 0=S S γ ，所以 *span( )∈ Gγ ，

结合式(22)有 span( )∈γ ，故 
( ) span( )υ ⊆Ψ             (25) 

由式(21)和式(25)知定理成立。          证毕 

上述定理表明，降维噪声子空间 span( )与矩

阵Ψ 的零空间相同。前文中，我们实质上是基于矩

阵 ( )−I Ψ 的非简化列空间(列向量线性相关)构造

了 MSCS，因而存在计算上的冗余。 

对Ψ 进行 SVD，可得 
H=U VΨ Λ               (26) 

其中对角阵 1 2=diag( , , , )Mσ σ σ"Λ 。由于： Hrank( )GG  
* Trank( ) M L= = −G G ，故 rank( ) 2L=Ψ 。因此，
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Λ的对角元素满足： 

1 2 2 11 0L L Mσ σ σ σ+= = = > = = =" "   (27) 

从而， 

i 2 2 2 ( 2 )
22

( 2 ) 2 ( 2 ) ( 2 )
[ , ],  

L L L M L
M LL

M L L M L M L

× × −
−

− × − × −

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

I O
V

O O
Φ Φ Λ  

(28) 

其中 2M L−Φ 为V 的 ( 2 )M L− 个零奇异值对应的向量

组成的矩阵； i2LΦ 为其余2L 个非零奇异值对应的向

量组成的矩阵。由矩阵列空间理论知， 2M L−Φ 可作

为 ( )υ Ψ 的标准正交基[16]，即 

2span( ) ( ) span( )M Lυ −= =Ψ Φ        (29) 

于是，我们就得到了 MSCS 的简洁形式为 

H H
2 2

1
( , )

( , ) ( , )M L M L

f θ ϕ
θ ϕ θ ϕ− −

=
a aΦ Φ

    (30) 

综上所述，本文提出的基于降维噪声子空间的

DOA 快速估计算法步骤如下： 
步骤 1  计算矩阵Ψ 并对其进行奇异值分解得

到降维噪声子空间的标准正交基 2M L−Φ ； 
步骤 2  利用 2M L−Φ 构造 MSCS，并在其半谱内

搜索，给出DOA信息( , )l lθ ϕ 或其镜像( , ),l l lθ ϕ π± =  
1,2, ,L" ； 

步骤 3  在MUSIC谱( , ), 1,2, ,l l l Lθ ϕ π± = " 的

邻近小区域进行极值检验，存在极值的位置即为真

实 DOA。 
从上述步骤可见，如果真实辐射源位置本身对

称，由于本文算法在“步骤 3”中对 MUSIC 谱的对

称位置邻域进行了极值检验，因此不会丢失真实

DOA 信息。 
3.3 算法性能分析 

设特征值分解得信号、噪声子空间估计值分别

为 lS 和 lG ，设本文所得到的信号、噪声子空间为
lnewS 和 l newG 。为了评价子空间的估计性能，引入信

号、噪声子空间估计误差函数 l( )C S 和 l( )C G ，其定

义分别为 
l l l 2†

F
( )C −S S AA S�            (31) 

l l
2H

F
( )C G G A�                (32) 

其中 H 1 H( )−A AA A�† 为矩阵 Moore-Penrose 逆；

Fi 为矩阵 Frobenius 范数。 l( )C S 和 l( )C G 反映了估

计的子空间对真实子空间的逼近程度，常被用来对

估计子空间准确性评价[17,18]。 
图 3 和图 4 分别给出了 16M = 时，不同 L 下

MUSIC 和 MSCS 子空间准确度对比关系。由图可

见：当 L 较小时，MSCS 噪声子空间和信号子空间

准确度均比 MUSIC 略差。随着 L 增大，MSCS 噪

声子空间与 MUSIC 噪声子空间差异变小；而在 L
的整个变化过程中，MSCS 信号子空间准确度都较

MUSIC 略差，且随 L 增加而更甚。这是容易理解的，

因为 MSCS 比 MUSIC 多了 L 维“镜像”信号，从

而累积了子空间的估计误差，这使得其总体误差较

大。 
但是，这里需要强调的是：本文算法由于在得

到“镜像”信号后，又在最后一步对 MUSIC 谱对

称位置进行了峰值检验，故其估计精度与 MUSIC
算法一致。因此，本文算法在提高 DOA 估计速度

的同时，保持了估计精度未下降。 
采用式(7)和式(30)计算一个谱值点分别需要

23 2M ML− 和 23 4M ML− 次复数乘法。若 DOA 搜

索步长为 δ ，则 MUSIC 算法的计算量为 2(3Mπ  

2 )/ML δ− 。本文构造 MSCS 时，矩阵Ψ 奇异值分

解运算量[16]为 2 3 3( 1) 17( 1) /3 6M M M M+ + + ≈ ，故

本文算法总运算量为 3 26 (3 4 )/2M M MLπ δ+ − 。通

常 δ π� ，故 2 3(3 4 )/ 6M ML Mπ δ− � 。因而，相

比于 MUSIC 算法，本文算法将 DOA 估计速度提高

为原来的 2 倍左右。 

4  仿真及分析 

实验设置阵元数 16M = ，阵元间距为半个波

长，快拍数 200N = , Monte-Carlo实验次数均为 200
次。 

图 5 和图 6 给出了SNR 20 dB= 时，MUSIC 谱

与本文谱函数 MSCS 的对比关系，其中真实 DOA
为 1 1( , ) (50 ,20 )θ ϕ = D D 及 2 2( , ) (50 ,210 )θ ϕ = D D 。由图可

见：MSCS 良好地保持了 DOA 信息，在 1 1( , )θ ϕ  
(50 ,20 )= D D , 2 2( , ) (50 ,210 )θ ϕ = D D 及镜像位置 1 1( , )' 'θ ϕ  
(50 ,200 )= D D , 2 2( , ) (50 , 30 )' 'θ ϕ = D D 同时产生了峰值。

因此，只需在 MSCS 半谱内搜索给出波达角或其镜

像；之后，在 MUSIC 谱得对称位置邻域进行极值

判断即能得到真实 DOA。 
为了对比 MSCS 与 MUSIC 谱的差异，选取二

者空间谱的公共部分进行 DOA 估计实验。实验中，

L 增加时，增加的辐射源均非相干。 
图 7 和图 8 给出了以 L( /2L M< )为参变量，

采用 MUSIC 和 MSCS 进行 DOA 估计的均方根误

差(Root Mean Square Error, RMSE)和成功概率与

SNR的关系。其中，RMSE 定义为 

l2 2

1

1
RMSE [( ) ( ) ]

N

i i
iN

θ θ ϕ ϕ
=

= − + −∑ �    (33) 

式中 l( , )θ ϕ� 为估计值， ( , )θ ϕ 为真实值；当相邻的两

个角度 1 1( , )θ ϕ , 2 2( , )θ ϕ 的谱值 f 满足下式时，则认为

分辨成功。 
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图 3 噪声子空间准确度                    图 4 信号子空间准确度                    图 5 MUSIC 空间谱 

 

图 6 MSCS 空间谱                     图 7 DOA 估计均方根误差                图 8 DOA 估计成功概率 

, , >1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( )
,

2 2 2
f f

f
θ ϕ θ ϕ θ θ ϕ ϕ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎠⎝

   (34) 

由图可见：当 2L = 时，MSCS 与 MUSIC 的估

计误差相当，随着 L 增大，MSCS 的估计误差较

MUSIC 略差。这与性能分析部分 MSCS 子空间估

计精度的现象也保持一致。然而，在整个 L 的变化

过程中，MSCS 的 DOA 估计成功概率均略优于

MUSIC，这是因为 MSCS 噪声子空间的维度下降而

使得其空间谱变得更为“尖锐”了的缘故。 
表 1 给出了不同SNR下，采用 MUSIC 算法和

本文算法进行 DOA 估计所需时间的对比关系。实

验中，采用 Matlab7.0 自带的“cputime”命令记录

程序运行时间，DOA 估计的范围为 40 60θ≤ ≤D D , 
10 220ϕ≤ ≤D D。由表 1 可见：MUSIC 算法 DOA
估计的时间约为 0.1205 s；而本文算法则需要约

0.0601 s。这说明本文算法能将 DOA 估计的速度提

高约 2 倍。 

5  结论 

波达方向估计是空间谱估计的重要研究内容。 

表 1 DOA 估计用时比较 (s) 

SNR(dB) 
算法 

0 5 10 15 20 25 

MUSIC

算法 
0.1206 0.1198 0.1211 0.1198 0.1203 0.1216

本文 

算法 
0.0634 0.0580 0.0552 0.0625 0.0601 0.0614

传统 MUSIC 算法需在 2 维空间进行峰值搜索，计

算量巨大。本文从等效添加虚拟辐射源的角度入手，

提出了一种基于降维噪声子空间的 2 维阵列快速

DOA 估计算法，在保持 DOA 估计精度不下降的同

时将计算量降低了约 50%，并经过适当变换能适用

于任意阵型，具有较大的理论和应用价值。 
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