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摘  要：在使用随机射线方法建模无线传播信道时，需要求解以反射次数为指标的无线电波经过若干次反射以后达

到特定位置的概率分布。该文使用信息论中的最大熵原理，首先计算在 Manhattan 距离度量下二维和三维空间连

续情形和离散情形下随机射线的概率密度函数。然后计算在 Euclid 距离度量下二维和三维空间连续情形下随机射

线的概率密度函数，以及作随机游动的随机射线在二维空间的概率密度函数。使用城市密集传播地区的测量数据验

证随机射线理论模型结果的可靠性。所得结果对于无线随机传播信道建模具有理论指导意义。 
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Abstract: The probability distribution of radio wave that undergoes certain number of collisions at a specific 
spatial location should be solved. This probability is used to model radio propagation channels with the method of 
stochastic rays. The maximum entropy principle in information theory is utilized to calculate the corresponding 
probability in the current research. Under Manhattan metric, the 2-dimensional and 3-dimensional continuous 
probability density functions (pdfs) and discrete probability mass functions are calculated. Under Euclidean metric, 
2-dimensional and 3-dimensional continuous pdfs and discrete probability mass functions are also calculated, and 
the pdf of stochastic rays undergoing random walks is derived. The results of theoretical model based on stochastic 
rays are validated by experimental dada measured in dense urban propagation scenario. The results of the paper 
are important to the modeling of wireless stochastic propagation channels.  
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1  引言  

把无线电波在无线信道中的多径传播轨迹看作随机过

程的样本，此样本就形成随机射线。随机射线的思想起源主

要来源于三个方面。其一是统计物理和输运理论[1]，其二是

随机介质中的电波传播[2, 3]，其三是随机微分方程[4, 5]。随机

射线是建模无线传播信道的一个非常有用的工具，其随机性

体现在两个方面。首先，当传播环境的障碍物分布由某个随

机过程产生时，无线电波在该环境中的传播遵循简单的镜面
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反射规律，文献[1, 3, 6]使用这种处理方法。其次，无线传播

环境为实际物理环境比较精确的几何描绘，但无线电波在该

环境中传播时不遵循通常的物理光学反射规律，而是随机取

向，文献[5, 7]采用这种处理方法。当传播环境由随机过程产

生，传播无线电波的取向也是随机选择时，这时同样会遇到

随机射线。 

使用随机射线建模无线传播信道时，经常会遇到以等效

反射次数为指标的无线电波，在传播环境中经过若干次反射

达到特定位置的概率分布。在随机射线理论中，此概率构成

有效随机射线在无线信道中传播的“概率选择性原理”[5]。文

献[8]提出可以使用信息论中的最大熵原理[9]的方法，在一阶

Manhattan 距离[8]的度量下，计算得到二维离散情形的概率

质量函数(pmf)。以最大熵原理得到的概率分布，是在分布
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族中选择一个使 Shannon 熵取最大值的解。该解对应于所研

究系统最随机的状态，这与随机射线的特性相符。作为随机

射线理论的一个重要基础，随机射线的二维和三维概率分布

在诸如密集城区无线通信，湍流气体介质和粗糙界面的电波

传播特性等研究中具有重要的作用。本文详细研究使用最大

熵方法计算随机射线在传播环境中经过若干次反射达到特

定位置的概率分布。在 Manhattan 距离和 Euclid 距离的度

量下，得到了二维和三维空间连续情形随机射线的概率密度

函数，以推论形式给出作随机游动的随机射线在二维空间的

概率密度函数。同时本文还计算了 Manhattan 距离的度量下

离散情形二维和三维空间的概率质量函数，修正了文献[8]

中的一个近似公式。最后使用城市密集传播地区的测量数

据，验证随机射线模型结果的可靠性。 

设 L 维空间(L=2, 3)中从位置 1r 出发，经过 k 次反射，

最后到达位置 2r 的随机射线的概率记作 1 2( , )kP r r 。显然有

1 2 2 1( , ) (0, )k kP r r P r r= − 。本文只研究 (0, )kP r ，记 (0, )kP r  

= ( )kP r 。直角坐标下三维空间 ( ) ( , , )k kP r P x y z= ，二维平面

( ) ( , )k kP r P x y= 。通过坐标平移，很容易把本文的结论推广

到一般情形。 

2  最大熵原理 

以二维直角坐标情形为例，概率密度 P(x, y)的 Shannon

熵定义如下[9]： 

,

( ) ( , )log[ ( , )]d d
x y

H P P x y P x y x y= −∫∫        (1) 

其中 P(x, y)满足如下条件(记作 C1)： 
(1) ( , ) 0, ,P x y x y≥ ∈ R ; 

(2)
,

( , )d d 1
x y

P x y x y =∫∫ ; 

(3)
,

( , ) ( , )d d k
x y

x y P x y x y Dρ =∫∫ 。 

在随机射线理论中，条件 C1(3)中的 ( , )x yρ 为与二维平

面的距离有关的量，约束常数 kD 为与反射次数 k 以及传播环

境中障碍物之间平均距离有关的一个距离度量。例如在随机

游动模型中存在一个不变度量 kd [10]，此处d 为每次移动

的平均距离。该不变度量与约束常数 kD 紧密相关。 

命题 1  满足条件 C1，使由式(1)描述的 Shannon 熵取

最大值的 P(x, y)可以表示为[8, 9] 
( , )( , ) x yQ x y c ρλ=                (2) 

命题 1 的证明见文献[8,9]。 

由式(2)得 0(0,0)oQ Q c cλ= = ⋅ = ，则 ( , ) ( , )P x y Q x y=  
( , )

0
x yQ ρλ= 。 

推论 1  三维空间概率密度函数P(x,y,z)的 Shannon熵，

满足类似于条件 C1 的三维约束条件时，有 
( , , )( , , ) x y zQ x y z c ρλ=                (3) 

推论 1 的证明思路同命题 1。 

为简单起见，本文以下部分求解得到的概率分布记作Q，

即对应的 kP 。 

3  Manhattan 距离度量下的概率分布 

文献[8]提出在密集市区且建筑物布局非常有规律的传

播环境中，随机射线满足与 Manhattan 距离度量有关的限

制，因此需要计算出 Manhattan 距离度量下随机射线的概率

分布。三维 Manhattan 距离定义如下[8]： 
( , , ) ,  , ,x y z x y z x y zρ = + + ∈ R         (4) 

命题 2  三维空间 Manhattan 距离度量下，连续情形随

机射线的概率密度函数为 

 

3
0 0

3

( , , ) exp( 2 (| | | | | |))

27 3
           exp (| | | | | |)

8 k k

Q x y z Q Q x y z

x y z
D D

= − + +

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

    (5) 

命题 2 的证明见附录 1。 

推论 2  二维平面 Manhattan 距离度量下，连续情形随

机射线的概率密度函数为 
| | | |

0 0

2

( , ) (exp( 2 ))

1 2(| | | |)        exp

x y

k k

Q x y Q Q

x y
D D

+= −

⎡ ⎤+⎢ ⎥= −⎢ ⎥⎣ ⎦
        (6) 

推论 2 的证明思路同命题 2。 

推论 3  二维平面 Manhattan 距离度量下，离散情形随

机射线的概率质量函数为 
| | | |

0
0

0

2 2

1
( , )

1

1 2 2         exp (| | | |)

m n

k k k

Q
Q m n Q

Q

m n
D D D

+⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜ +⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥⎟≈ − − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

    (7) 

推论 3 的证明见附录 2。 

推论 4  三维空间 Manhattan 距离度量下，离散情形随

机射线的概率质量函数为 

 ( )

| | | |
3

0
0 3

0

3 2

1
( , , )

1

27 3 9
           exp | | | | | |

8 2

m n l

k k k

Q
Q m n l Q

Q

m n l
D D D

+ +⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜ +⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥⎟≈ − − + +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

(8) 

推论 4 的证明思路同推论 3。 

注 1：在 Manhattan 距离度量下离散情形随机射线的概

率质量函数的计算过程中，用到近似处理，即要求 3(1/ )kO D  

1 。当 22/ 1kD 时，由式(7)可得文献[8]中的一个近似公

式。只要传播环境中障碍物的平均间距大于 10 m 就可以认

为该条件成立。在随机射线理论中，起主要作用的射线是等

效反射次数 k 较小的情形。一般而言，较小的 k 对应的 kD 也

较小，因此。当条件 3(1/ ) 1kO D 不满足时，即传播环境中

障碍物的平均间距很小时，需要使用更高阶的近似处理。 

4  Euclid 距离度量下的概率分布 

当建筑物布局比较杂乱、开阔空间(如城市道路等)不规

则，以及建模和分析湍流气体介质和粗糙界面的电波传播
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时，随机射线满足与 Euclid 距离有关的限制。文献[10]详细

讨论了在实际电磁工程应用中，以 Euclid 距离为变量的路径

损耗模型。因此计算 Euclid 距离度量下随机射线的概率分布

具有重要应用价值。三维 Euclid 距离定义如下： 
2 2 2( , , ) ,  , , ,  0x y z x y z r x y z rρ = + + = ∈ >R    (9)  

命题 3  三维空间 Euclid 距离度量下，连续情形随机射

线的概率密度函数为 

 ( )π
π

23
0 0 2 3

27 3( , , ) exp 4 exp
4 k k

rQ r Q Q r
D D

θ ϕ
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 (10) 

命题 3 的证明见附录 3。 

推论 5  二维平面 Euclid 距离度量下，连续情形随机射

线的概率密度函数为 

0 0 2
2 2( , ) exp( 2 ) exp

k k

Q r Q Q r r
D D

θ π
π

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
   (11) 

推论 6  当条件 C1(3)改为 2

,

( , ) ( , )d d k
x y

x y P x y x y Dρ =∫∫  

时，二维平面 Euclid 距离度量下，连续情形随机射线的概率

密度函数为 
2

2
0 0

1( , ) exp( ) exp
k k

rQ r Q Q r
D D

θ π
π

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
    (12) 

推论 5 和推论 6 的证明思路同命题 3。 

注 2：在推论 6 中，如果令 2
kD kd= ，d 为随机射线每

次移动的平均距离，则可以证明，式(12)的结果与文献[11]

使用 Bernoulli 等概率试验方法得到的作随机游动粒子的概

率密度函数一致，因此式(12)即为在无线电波传播过程中作

随机游动时随机射线在传播空间的概率分布。 

5  随机射线概率分布的一个应用 

文献[10]系统地研究了使用随机射线方法研究无线信道

的路径损耗问题，文献[12]在 Manhattan 距离度量下分析了

二维无线信道的接收功率。本文介绍 Euclid 距离度量下路径

损耗的一个应用。使用随机射线方法研究无线信道的平均接

收功率的计算模型如下所示[10, 12]： 

1

( ) ( )i
i

i

P r e Q rξ
∞

−

=
=∑               (13) 

式中 i 为反射次数， ln10/10Lξ = , L 为无线电波的多径分

量与散射体每次发生反射作用造成的平均损失，同时也包括

了该多径分量与接收天线之间的极化失配效应，单位为 dB；

iQ 为随机射线的概率分布。由式(13)可以得到路径损耗的计

算模型如下： 
( ) ( ) (dB)PL r P r= −               (14) 

这样在二维平面 Euclid 距离度量连续情形随机射线的概率

密度函数基础上，可以得到基于城市密集环境下在位置 r 处

平均接收功率的计算模型，表示如下： 

( )3/83/4
3 / 4

5/4 3/4
1 2 12( ) exp 2Tx t r

p p r
P r P GG r

aa
ξ

π ξ
−

⎛ ⎞− − ⎟⎜ ⎟⎜≈ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
(15) 

式中 TxP 为发射天线的功率， tG 和 rG 分别为发射天线和接

收天线的辐射增益，a 为建模城市传播环境的渗流网格中单

个格子的边长，p 为格子为空的概率； r 为发射天线和接收

天线间的间距。式(15)的推导见附录 4。由式(15)可得路径损

耗的计算公式表示如下： 

( )

ξ 1/ 2

3/83/4

5/4 3/4

1
( )(dB) 7.5 lg 12.28

12
                10 lg

p
PL r r r

a

p
aπ ξ

−≈ +

⎡ ⎤−⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
    (16) 

式(16)表明，基于随机射线方法得到的路径损耗预测模型，

相当于传统的线性模型(损耗指数 n=0.75)加上一个与距离

有关的修正因子12.28 1 /p r aξ− ，后者为传播距离的平方

根函数。式(16)描述的路径损耗模型，与文献[13]给出的衰减

因子模型在数学结构上类似。 

使用文献[14]给出的测量数据，如图 1 中圆圈所示，它

是在典型的密集市区——罗马的“Prati”城区所进行测量得

到的结果。测量中使用了 900 MHz 的无线电波。根据该地

区的电子地图可以估计得到模型参数如下：网格几何参数

a=20 m，它代表街道的平均宽度；网格的非占有概率 p=0.7，

来自障碍物反射造成的损失的测度值 L=7.5 dB。同时令发

射功率 TP =1 W，发射和接收天线均为单位全向等增益的天

线。图 1 中的实线是由式(16)计算得到的路径损耗结果。本

文使用均方误差来估计得到功率曲线的精确度： 

2

1

1
[ ( ) ( )] 3.97  (dBW)

n

m i t i
i

P r P r
n

σ
=

= − =∑  

其中下标 m 和 t 分别表示数据来自测量值和式(16)的理论

值。可以看出，模型误差在一个可以被接受的范围内，这说

明由式(16)给出的模型可以较好地建模该城市环境的电波传

播特性。形如式(16)的路径损耗模型对模型参数的依赖性，

在文献[10]中进行了讨论。 

6  结论 

本文使用信息论中的最大熵原理，分别计算在

Manhattan 距离和 Euclid 距离度量下，二维和三维空间连续

情形下随机射线的概率密度函数，以及 Manhattan 距离的度 

 

图 1 由式(16)得到的路径损耗与测量数据的比较， 

其中实线为理论结果, 圆圈为测量数据 
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量下离散情形的概率质量函数，以推论形式给出作随机游动

的随机射线在二维空间的概率密度函数。在对约束常数进行

适当建模后，使用该概率分布就可以分析以等效反射次数为

指标的无线电波在传播环境中经过若干次反射达到特定位

置的信道传播特性。最后使用二维平面 Euclid 距离度量连续

情形随机射线的概率密度函数基础上，得到基于城市密集环

境下在位置 r 处平均接收功率和路径损耗的计算模型，并使

用城市密集传播地区的测量数据，验证了理论模型结果的可

靠性。所得结果对于应用随机射线的理论和方法研究无线电

波在无线信道中的传播，以及复杂随机介质中的传播具有重

要的理论指导意义。 

附录 1 命题 2 的证明 

由条件 C1(2)得 | | | | | |
0

, ,

d d d 1x y z

x y z

Q x y zλ + + =∫∫∫ ， 

| | | | | |
0 0 0 0 0

, ,

d d d 8 d d dx y z x y z

x y z

Q x y z Q x y zλ λ λ λ
∞ ∞ ∞+ + =∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

(A-1)  

记 1
0

dxJ xλ
∞

= ∫ , 则 1
1

ln
J

λ
=− ，有

3

0
18 1
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Q

λ
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0
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0 1 2 3
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  exp 2 (| | | | | |) d d d

x y z

x y z Q
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+ +

⋅ − + + = + +

∫∫∫
 

易得 1 2 3K K K= = ，且有 

( ) ( )
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3 3
1 0 0 00 0

3
0 30 0

8 exp 2 d exp 2 d

1
exp 2 d

2

K Q x Q x x Q y y

Q z z
Q

∞ ∞

∞
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∫

 

由条件 C1(3)得
3

0

3
2 kD

Q
= ，得 

3

0 3
3 27

2 8k k

Q
D D

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
              (A-2) 

代入式(2)命题 2 得证。 

附录 2 推论 3 的证明 
| | | |

0
,
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m n
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                (A-3) 

记 2
00 0Q Q= ，则 

| | | |
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由条件 C1(3)得 
| | | |
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( )32
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1 2/ 1/ 2/k k k k
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D D O D D
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00 1/ kQ D≈                   (A-6) 

上面的近似条件 3(1/ ) 0kO D ≈ 成立的条件为 1kD 。 
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1 4 2 2 2 1
1 1
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2 2         1

k k k k k
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Q
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D D
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 (A-7) 

把式(A-6)，式(A-7)代入式(A-4)，并使用指数函数的级

数展开，可得式(7)。 

附录 3 命题 3 的证明 
2 2 2

0 0( , , ) ( )x y z rQ x y z Q Q r Qλ λ+ += = =       (A-8) 
22 2
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令 2
3 0

drJ r rλ
∞

= ∫ ，则 3 3
2

ln
J

λ
= − ，易得 

( )23
0exp 4 Qλ π= −              (A-10) 

则 

( )23
0 0( , , ) ( , , ) exp 4Q x y z Q r Q Q rθ ϕ π= = −     (A-11) 

由条件 C1(3)得 2
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π0 2 3
27

4 k

Q
D

=                 (A-13) 

把式(A-10)和式(A-13)代入式(A-8)，即得式(10)。 

附录 4 式(15)的证明。 

利用式(11)，可以得到二维平面 Euclid 距离度量下，在

一般情形时( β 为任意大于零的常数)随机射线在传播环境中

的概率分布为[10] 

2 2
2(1 ) 2

( , ) exp
/ (1 )k

p r
Q r

a k ak pβ βθ
π

⎡ ⎤− ⎢ ⎥= −⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦
    (A-14) 

把式(A-14)代入式(13)，积分代替求和运算： 

2

/ 1

2
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2 1 1 2
( ) exp d

2 1 1 2
     exp d

a p

p py r
P r y y

a a y

p py r
y y
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ξ
π
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⎡ ⎤− −⎢ ⎥= − −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤− −⎢ ⎥≈ − −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫ (A-15) 

使用文献[15]中的等式 3.478 4，8.451 6，并取一级近似，可

得式(14)，从而得证。 
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