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摘   要：针对均匀线列阵自由度(DOF)受限于阵元数的问题，该文提出一种基于差和共阵的新型互质阵，称为放

置互质阵(DCA)，其借助由接收信号的时域和空域信息组合成的共轭增广矩阵得到等价的差和共阵来进行波达方

向(DOA)估计。DCA将广义互质阵放置在与原点处单阵元相隔一定距离的位置，实现了和共阵与差共阵的阵元位

置互补，从而最大限度上利用和共阵带来的自由度增幅。该文给出了DCA阵元位置和放置距离的闭式表达，随后

分别对DCA的差共阵及和共阵的连续阵元及孔洞位置进行了理论分析，同时给出了两者间的关系，说明了

DCA的高自由度特性。多个仿真实验验证了所提阵型DOA估计的有效性。
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Abstract: To deal with the problem that the Degree Of Freedom(DOF) of uniform linear array is limited by the

number of elements, a new type of coprime array is proposed called Displaced Coprime Array(DCA).It takes

use of the conjugate augmented matrix which is formed by the time and space information of the received

signal to obtain the equivalent difference and sum co-array and to estimate the Direction Of Arrival(DOA).

DCA places the generalized coprime array at a certain distance from the single array element at the coordinate

origin so that the elements of the sum co-array and the difference co-array are complemented. As a result, the

use of DOF provided by the sum co-array can be maximized. In this paper, the closed-form expressions of the

element positions and the placement distance of DCA are given. Then, the performance of the sum co-array and

the difference co-array including the continuous elements and the hole positions is theoretically analyzed, the

relationship between the two is given and high DOF of DCA is presented. Multiple simulations verify the

effectivity of DOA estimation using DCA.

Key words: Direction Of Arrival (DOA) estimation; Coprime array; Difference and sum co-array; High Degree

Of Freedom (DOF)

 

1    引言

波达方向(Direction Of Arrival, DOA)估计作

为阵列信号处理的一大热点问题，在雷达、通信和

声呐等研究领域都有着广泛应用[1–3]，而阵列自由

度(Degree Of Freedom, DOF)限制了一个阵列

DOA估计时所能分辨的最大信号个数。对于一个

N长度为 的均匀线列阵(Uniform Linear Array,
ULA)其自由度往往受限于阵元个数，因此能否获

得比阵元个数更多的自由度成为学者的研究焦点。

人们发现，从共阵的角度对稀疏阵进行处理，可以

获得远大于阵元个数的自由度[4–6]，并在共阵的基

础上给出了合理的处理方法[7]，后文称为共阵MU-
SIC算法，使用该算法时，共阵中最长的ULA段直

接决定了稀疏阵的最大自由度。最小冗余阵(Min-
imum Redundancy Array, MRA)作为稀疏阵的一
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N O(N2)

N O(N2)

大代表，在要求共阵全为ULA的条件下对阵列结构

进行优化[5]，具有最大的无孔洞共阵。最小孔洞阵

(Minimum Hole Array, MHA)则把最小化孔洞数

目当作优化目标，同时要求共阵的权重系数为1[8]。
MRA和MHA都能在 个阵元下获得 的自由

度，使得自由度较相同阵元数下的ULA有大幅度提

高。然而，它们都没有阵元位置的闭式解，且大

阵元下的阵元位置求解复杂度高。因此嵌套阵

(Nested Array, NA)应运而生，它由两个子阵形成

嵌套结构[9]，同样能在 个阵元下获得 的自

由度，并且阵元位置清晰明了，易于计算。但嵌套

阵有一个半波长间距的子阵，该子阵较密的阵元排

布导致嵌套阵的互耦效应较其他稀疏阵更强，会影

响DOA的估计效果[10–12]。

M N M N

Nd Md O(MN)

d

2M −MN

MN

⌊M/2⌋

互质阵(Coprime Array, CA)既有闭式解，其

互耦效应也优于嵌套阵，它由两个阵元数分别为

和 的子阵构成， 与 互质，子阵阵元间距分

别为 和 ，可以获得的自由度为 [ 13 ]，

其中 为半波长间距。借助互质阵进行DOA估计的

算法有很多，如共阵MUSIC类算法[7,14]和压缩感知

类算法[15,16]，但估计类算法都无法弥补互质阵的共

阵中存在孔洞的问题，相较NA，共阵中的连续线

阵不够长，使得它的自由度逊色于嵌套阵，因此学

者在提高互质阵共阵中的ULA段长度方面进行了大

量研究。最为简单的方法是将一个子阵的阵元个

数改为 ，其余条件不变，使得共阵在 到

内均是连续的[7]，为了方便区分，将这种阵型

称为扩展互质阵，同时将原始的互质阵称为原型互

质阵。在此之上，又出现了广义互质阵，广义互质

阵包括两种阵型结构，一种是CACIS(Coprime

Array with Compressed Inter-element Spacing)，

一种是CADiS(Coprime Array with Displaced

Subarrays) [17], CACIS压缩了某一子阵的阵元间

距，且压缩因子越大，共阵ULA越长，前述的扩展

互质阵仅是CACIS的一个特例，CADiS则是将互

质阵的某一子阵移至距另一子阵一定距离的位置。

放置多级级联子阵的稀疏阵也尝试构建新的阵列结

构，它将多个相同的稀疏阵级联在一起，并给出了

各子阵间的放置距离，稀疏子阵的自由度越高，获

得的级联阵自由度就越高[18]。精简互质阵(Thinned

Coprime Array, TCA)讨论了扩展互质阵的共阵冗

余，提出即使删掉 个阵元，扩展互质阵的性

质依旧不会改变[19]，也就意味着同等阵元总数下，

TCA的自由度会高于扩展互质阵。还有一种借助

矩阵填充理论，通过重构Toeplitz协方差矩阵来使

共阵ULA变长的方法[20]。

前面所提的方法都是基于差分共阵来提高互质

阵的自由度，那么和共阵对于原型互质阵自由度的

提高是否有帮助？针对这一问题已有文献进行了解

答，文中借助矢量化由时域与空域信息共同构成的

共轭增广协方差矩阵(Vectorize Conjugate Aug-
mented MUSIC, VCAM)，在虚拟域构建了差分阵

与和共阵共存的差和共阵[21]，和共阵不但能填补差

分阵的部分孔洞，还能提供一段额外的ULA，致使

原型互质阵在差和共阵下拥有远超于仅使用差分阵

的自由度。但是仔细观察原型互质阵和共阵与差共

阵的阵元位置，可以发现两者的阵元除了互补关系

外，还存在重叠关系，即有不少的和共阵阵元与差

共阵阵元重叠，从而导致阵元冗余，无形中丢失了

一部分的自由度。

为了最大限度上利用和共阵所提供的阵元，希

望和共阵能够在填补差共阵孔洞的同时产生与差共

阵之间尽量少甚至没有的阵元重叠。借此，本文提

出了一种新的阵型，在广义互质阵CACIS的基础上

添加一个位于原点处的单阵元，并将CACIS整体放

置在与该单阵元相隔一定距离的位置，文中将这种

阵型命名为放置互质阵(Displaced Coprime Array,
DCA)。通过一定的放置距离，让阵型的和共阵与

差共阵相互错开，使它们正好互补，又没有多余的

阵元重叠，最大限度上利用了和共阵带来的自由

度。之所以选用CACIS结构，是因为它相较普通互

质阵连续阵元更加集中，在两者错开一定距离后，

更便于和共阵与差共阵之间的性质互补。文中给出

了DCA的放置距离以及阵元位置的闭式表达，并

对和共阵与差共阵的连续阵元和孔洞位置以及两者

之间的关系进行了理论推导。此外，还给出了DCA
所能提供的最大自由度的理论表达式，并借助仿真

实验验证了放置互质阵的有效性。 

2    放置互质阵

N + 1 M + 1

M +N

p 2 ≤ p ≤ M M̃ = M/p

M̃d Nd d

Ld L = (MN − M̃(N − 1))/2

放置互质阵的阵型结构如图1所示，DCA在CACIS
的基础上添加一个阵元，两子阵除了共用CACIS结
构的第1个阵元外，还共用位于坐标原点的首阵

元。子阵阵元数分别为 和 ，总阵元数

为 。可以把放置互质阵看作两部分，第I部
分是单独位于坐标原点的首阵元，第II部分是广义

互质阵CACIS[17], CACIS压缩了某一子阵的阵元间

距，压缩因子为 ( )，使得 ，两

子阵的阵元间距变为 和 ， 为半波长间距，

则放置互质阵是把CACIS放置在了与首阵元相隔

的位置， 。

S1 S2

以半波长为基本单位描述阵元位置，子阵1和
子阵2的阵元位置 和 分别表示为
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S1 = {0} ∪ {L+ M̃n|n = 0, 1, ···, N − 1} (1)

S2 = {0} ∪ {L+Nm|m = 0, 1, ···,M − 1} (2)

则放置互质阵的阵元位置为

S =S1 ∪ S2

= {0} ∪ {L+ M̃n|n = 0, 1, ···, N − 1}∪
{L+Nm|m = 0, 1, ···,M − 1} (3)

K k 1 ≤ k ≤ K

sk(t) = ukejwkt uk

wk θk

σ2
k g = (g1, g2, ···, gi, ···, gP )T gi

(·)T gi ∈ S 0 = g1 <

g2 < ··· < gi < ··· < gP P

n(t) = (n1(t), n2(t),

···, ni(t), ···, nP (t))
T ni(t) i

σ2
n

设有 个不相关远场信号入射，第 ( )
个信号的解析表达式为 ，其中 是

信号幅度， 是信号角频率，该信号从 方向入

射，能量为 。定义 ， 为

阵元位置， 为转置， ，不妨设

,  为阵元总个数。伴随信号

一起被阵列接收的还有噪声向量

,   为第 个阵元接收到的噪

声，噪声是与信号无关的加性复高斯白噪声，其期

望为0，方差为 。则接收信号模型为[3]

x(t) =

K∑
k=1

a(θk)sk(t) + n(t) = As(t) + n(t) (4)

A = (a(θ1),a(θ2), ···,a(θK))

a(θk) = (1, ejπg2 sin θk ,

···, ejπgP sin θk)T s(t) = (s1(t), s2(t), ···, sK(t))T

其中， 为阵列流形矩阵，

其列向量为阵列流形向量写作

， 定 义

为信号向量。 

3    VCAM算法

t x1(t)

i t+ τ xi(t+ τ) Ns

Rx∗
1xi

不同于数据协方差矩阵只关心空域信息的相关

性，共轭增广估计器[22]将时域信息与空域信息联合

起来讨论，求第1个阵元在 时刻的接收信号 与

第 个阵元在 时刻的接收信号 在 个时

域快拍下得到的相关函数 为

Rx∗
1xi

(τ) =
1

Ns

Ns∑
t=1

x∗
1(t)xi(t+ τ)

=

K∑
k=1

K∑
l=1

(a∗
1(θk)am(θl)u

∗
kulejwlτ

· 1

Ns

Ns∑
t=1

ej(wl−wk)t) +Rn∗
1ni(τ) (5)

(·)∗ Rn∗
1ni(τ) = σ2

nδ(τ)δ(i− 1)其中， 为共轭， ，在

τ ̸= 0 Rn∗
1ni(τ) = 0

Ns wl ̸= wk
1

Ns

∑Ns

t=1
ej(wl−wk)t ≈ 0

的条件下，一定有 。当样本数

足够大，且 时， ，

则有

Rx∗
1xi

(τ) =

K∑
k=1

ejπgi sin θkRs∗ksk
(τ) (6)

Rs∗ksk
(τ) =

1

Ns

∑NS

t=1
s∗k(t)sk(t+ τ) = |uk|2

ejwkτ t x1(t)

t+ τ

hx(τ) = (Rx∗
1x1(τ), Rx∗

1x2(τ), ···, Rx∗
1xP

(τ))T

hs(τ) = (Rs∗1s1
(τ), Rs∗2s2

(τ), ···, Rs∗KsK (τ))T

其 中 ，

。将第1个阵元在 时刻的接收信号 与其他

各阵元在 时刻的接收信号得到的自相关函数组

成向量有 ，

同时记 ，

根据式(6)有

hx(τ) = Ahs(τ) (7)

−τ τ h∗
x(−τ) =

A∗hs(τ) A∗

(A′)∗ (a′(θk))
∗
= (e−jπg2 sin θk , ···,

e−jπgP sin θk)T A∗

用 代替 ，再同时对式(7)取共轭得到

，为了避免重复计算量，去掉 的第1行，

记为 ，其列向量为

，修改 后，式(7)可重写为

(h′
x(−τ))∗ = (A′)∗hs(τ) (8)

组合式(7)、式(8)，得到共轭增广相关向量

h(τ) =

[
(h′

x(−τ))
∗

hx(τ)

]
=

[
(A′)

∗

A

]
hs(τ) (9)

Tp

Np h(τ)

选择满足奈奎斯特采样率的伪采样周期 ，对应伪

采样快拍为 ，则采样 所得伪数据矩阵为

H = (h(Tp),h(2Tp), ···,h(NpTp)) = QUE (10)

Q =

[
(A′)

∗

A

]
q(θk) =

[
(a′(θk))

∗

a(θk)

]
U = diag

(
|u1|2, |u2|2, ···, |uK |2

)
E K ×Np

a b (E)ab = ejwabTp H

RH

，其列向量为 ,

为入射信号幅度的

模平方形成的对角矩阵， 为 维矩阵，其第

行第 列的元素为 。求数据 的协

方差矩阵

RH =
1

Np
HHH = QU

(
1

Np
EEH

)
UHQH (11)

Rhs = U

(
1

Np
EEH

)
UH

(
1

Np
EEH

)
kl

=

∑Np

n=1

ej(wk−wl)nTp

Np
k = l

(
1

Np
EEH

)
kl

= 1

Np

∑Np

n=1

ej(wk−wl)nTp

Np
≈ 0 Rhs =

UUH = diag
(
|u1|4, |u2|4, ···, |uK |4

)
RH

令 ， 其 中

,  时， ，若

足够大，有 ，则

，对矩阵 做

拉直处理有

z = vec(RH) = Bp (12)

vec(·)
p = (|u1|4, |u2|4, ···, |uK |4)T

z

其中， 为拉直算子，式(12)给出了DCA虚拟

域的接收信号模型，其中

代表虚拟域入射信号，拉直得到的 为虚拟域的接

 

 
图 1 放置互质阵
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B = Q∗ ⊙Q

⊙ B

收信号， 代表虚拟域的阵列流形矩

阵，符号 为KR积，矩阵 的列向量为

b(θk) = q∗(θk)⊗ q(θk)

=

[
a′(θk)
a∗(θk)

]
⊗

[
(a′(θk))

∗

a(θk)

]

=


a′(θk)⊗ (a′(θk))

∗

a′(θk)⊗ a(θk)
a∗(θk)⊗ (a′(θk))

∗

a∗(θk)⊗ a(θk)

 (13)

B

p

[−lc, lc] z

lc + 1 Rz =
1

lc + 1∑j=lc+1

j=1
Rzj Rzj [−lc + j − 1, j − 1]

zj Rz

lc

虚拟阵列在 中体现为差和共阵，其拥有比差

分共阵更多的连续虚拟阵元[21]，由于 为单快拍信号，

在后续的处理中，采用共阵MUSIC算法进行DOA
估计，即先用空间平滑增秩，再使用MUSIC算法[7]。

阵列的最大自由度取决于共阵中的最长连续整数

段，假设最长连续整数段位于 ，从 中提取

对应该整数段的数据进行处理，空间平滑的次数为

，空间平滑后得到的满秩矩阵为

,   为 段对应虚拟

数据 所得协方差矩阵，在 上使用MUSIC [ 23 ]

算法就能得到最终的DOA估计结果，此时阵列的

自由度为 。 

4    放置互质阵的差和共阵特性
 

4.1  差和共阵的定义

m

n 0 ≤ m ≤ M − 1, 0 ≤ n ≤ N − 1

差和共阵包含差共阵与和共阵，它们的阵元位

置分别由差集与和集给出，这两个集合都是由阵列

各阵元相互加减得来的，根据相加减的阵元所属子

阵不同，将差集与和集进一步分为互差集、自差

集、互和集与自和集，具体定义如下所述， 和

取值范围均为 。

Lcd将两子阵阵元相互间的差称为互差集

Lcd = {l̄cd|l̄cd = u− v, u ∈ S2, v ∈ S1}
= {Nm−M̃n} ∪ {L+Nm} ∪ {−(L+M̃n)}(14)

L
−
cd = {−l̄cd|l̄cd ∈ Lcd}

Lsd

其镜像为 ，子阵内部阵元之

间的差称为自差集 ，写作

Lsd = {l̄sd|l̄sd = u− v, u > v, u, v ∈ S1}
∪ {l̄sd|l̄sd = u− v, u > v, u, v ∈ S2}

= {Nm} ∪ {M̃n} ∪ {L+Nm} ∪ {L+ M̃n}(15)
L

−
sd = {−l̄sd|l̄sd ∈ Lsd}

Ld = Lcd ∪L
−
cd ∪Lsd ∪L

−
sd

同理镜像为 ，相应的差集可

写为 。

Lcs Lss和集同样包括互和集 与自和集 ，分别

写作

Lcs = {l̄cs|l̄cs = u+ v, u, v ∈ S}
= {2L+Nm+ M̃n} ∪ {L+Nm} ∪ {L+ M̃n}

(16)

Lss = {l̄ss|l̄ss = u+ v, u, v ∈ S1}
∪ {l̄ss|l̄ss = u+ v, u, v ∈ S2}

= {2L+Nm|0 ≤ m ≤ 2(M − 1)}
∪ {2L+ M̃n|0 ≤ n ≤ 2(N − 1)}
∪ {L+Nm} ∪ {L+ M̃n} (17)

L
−
cs L

−
ss Ls =

Lcs ∪L
−
cs ∪Lss ∪L

−
ss

同样存在镜像 及 ，相应得到和集为

。

{L+Nm}∪
{L+ M̃n} {L+Nm} ∪ {−(L+

M̃n)} L L

Ld Ls

观察由式(14)—式(17)给出的4个集合的表达式，

自差集、互和集与自和集都包含了集合

，互差集包含了集合

。结合 的表达式， 取值不会恒为整，当其

取值为小数时，会使得前述集合的元素变成小数，

然而共阵MUSIC算法所能提供的最大自由度取决

于差和共阵连续整数段的最长长度，也就意味着前

述集合所对应虚拟阵元对阵列的自由度没有贡献。

因此，在后续的讨论中忽略这几个集合，并重新定

义放置互质阵的差集 与和集 为

Lcd = {Nm− M̃n|0 ≤ m ≤ M − 1, 0 ≤
n ≤ N − 1}

互 差 集

；

Lsd = {Nm|0 ≤ m ≤ M − 1} ∪ {M̃n|0 ≤
n ≤ N − 1}

自差集

；

Lcs = {2L+Nm+ M̃n|0 ≤ m ≤ M − 1,

0 ≤ n ≤ N − 1}
互和集

；

Lss = {2L+Nm|0 ≤ m ≤ 2(M − 1)}∪
{2L+ M̃n|0 ≤ n ≤ 2(N − 1)}

自 和 集

。

L−
cd L−

sd L−
cs L−

ss

Ld Ls Ld = Lcd ∪L−
cd ∪Lsd ∪L−

sd

Ls = Lcs ∪L−
cs ∪Lss ∪L−

ss

D

它们的镜像分别为 ,  ,  和 ，则差集

与和集 分别写为 ,

，相应的差和共阵的阵元

位置集合 为

D =Ld ∪Ls

=Lcd∪L−
cd∪Lsd∪L−

sd∪Lcs∪L−
cs ∪Lss∪L−

ss (18)
 

4.2  差和共阵的性质

Ld

要想得知差和共阵的性质，有必要先讨论差集

与和集的性质，放置互质阵的差集 与广义互质

阵CACIS的差集定义一样，除了满足文献[17]中证

明过的几个性质外，差集还满足命题1中的性质。

Lcd [MN − M̃(N − 1),

MN −N ]

命题1　互差集 在范围

内的孔洞为

Hcd = {hcd|hcd = aN + bM̃, hcd < MN −N,

a ≥ M − M̃, b ≥ 1}。

命题2　和集满足以下性质：

Lcs [MN −N + 1,

2MN − M̃(N − 1)− 1]

(1)集合 的连续整数范围为

。

[MN − M̃(N − 1), MN −N ]

Lcs

(2)在范围 内，集

合 的孔洞为
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Hcs1 = {hcs1 |hcs1 = 2L+ aN − bM̃,

hcs1 ≥ MN − M̃(N − 1),

1 ≤ a ≤ M̃ − 1, b ≥ 1};
[2MN − M̃(N − 1), 2MN −N ]

Lcs

在范围 内，集合

的孔洞为

Hcs2 ={2L+aN |M ≤ a ≤ (MN+M̃N −M −N)/N}
∪{2L+bM̃ |pN≤b≤(MN+M̃N−M−N)/M̃}。

Ls+ = Lcs ∪Lss

[MN −N + 1, 2MN + M̃(2−N)− 1]

(3)正和集 的连续整数范围为

。

命题3　差集与和集之间存在如下性质：

[MN − M̃(N − 1),MN −N ]

Hcs1 ⊆ Lcd

Hcd ⊆ Lcs

(1)在范围 内，互

差集与互和集可以互相填补孔洞，即 ，

。

D [−(2MN + M̃(2−N)− 1),

2MN + M̃(2−N)− 1]

( 2 )差和共阵 在

范围内连续。

(M,N) = (6, 5)

p = 2 D

×

L 2L

2L = 18

3个命题的证明略。图2给出了 ，

压缩因子 时DCA的4个重要集合与共阵 的结

构，黑点代表阵元， 代表孔洞。从图中可以看

到，自和集能够延长和集整体的连续段范围，且互

差集与互和集间存在互补关系，通过让CACIS整体

与原点阵元相隔 ，和集整体后移了 ，在这里

，这一放置操作既让互差集与互和集的孔

洞互补，也避免了两者连续段的重叠而导致的自由

度损失，能够最大限度上利用和集带来的自由度增

益，最终得到的差和共阵D如图2(e)所示。 

4.3  自由度分析

2−N ≤ 0

M̃ = 1

[−(2MN −N + 1), 2MN −N + 1]

根据命题3性质(2)给出的范围，由于 ，

因此当 时，差和共阵D能得到最长的连续整

数段为 ，此时DCA

2MN −N + 1

P

M̃ = 1 M > 2

能获得最大自由度，取值为 。以往稀

疏阵的算法中较多的都是借助矢量化数据协方差矩

阵得到差分共阵来进行DOA处理，所以它们所提

供的自由度不会超过物理孔径[24]，但差和共阵的使

用能够突破这个限制，因此使用差和共阵的阵列所

得到的自由度会远大于仅仅使用差分共阵得到的自

由度，下面对使用差和共阵的两种阵型，DCA与

原型互质阵 [ 2 1 ]进行自由度的比较，将后者记为

CA(VCAM)。在相同阵元数 下，两者子阵阵元

数的最优选择以及所能获得的最大自由度如表1所

示，为使两者都能获得最大的自由度，默认DCA

的 , CA(VCAM)的 。

M N

P

P ≥ 7 P

P

P P ≥ 12 P P ≥ 9

在满足 与 互质的条件下，借助算术平均几

何平均不等式(Arithmetic Mean-Geometric Mean

(AM-GM) inequality)[25]，根据两阵型DOF的表达

式可以得到不同阵元总数 下的阵列最优配置。互

质阵的子阵阵元数至少为2个，要想DCA存在，则

，对表1中DCA和CA(VCAM)以 为表达式

的自由度进行比较，根据 的取值情况，通过简单

的作差计算不难得出结论：DCA的自由度不小于

CA(VCAM)且当 为 的偶数或 为 的

奇数时，DCA能获得比CA(VCAM)更高的自由度。 

5    仿真验证

LDiS = N + 1

前文从理论分析证明中给出了DCA的诸多性

质，这一节将讨论包括NA, CACIS, CADiS, CA

(VCAM)和DCA在内的几种阵型的性能，为保证

各阵型都能获得最大的自由度，涉及压缩子阵间距

的阵型都令压缩后的子阵间距为1，CADiS两子阵

间的距离为 ，DCA的放置距离为

 

 
(M,N, p) = (6, 5, 2)图 2 放置互质阵

表 1  两种阵型的最优设计及最大自由度

阵型 表达式 子阵阵元数最优选择 最大自由度

DCA
P = M +N

DOF = 2MN −N + 1

P P/2 M = P/2 + 1, N = P/2− 1为偶， 为偶： (P 2 − P )/2

P P/2 M = P/2 + 2, N = P/2− 2为偶， 为奇： (P 2 − P − 10)/2

P M = (P + 1)/2, N = (P − 1)/2为奇： (P 2 − P + 2)/2

CA(VCAM) P = M +N − 1
DOF = MN +M +N − 1

P M = (P + 2)/2, N = P/2为偶： (P 2 + 6P )/4

P (P + 1)/2 M = (P + 1)/2 + 1, N = (P + 1)/2− 1为奇， 为偶： (P 2 + 6P − 3)/4

P (P + 1)/2 M = (P + 1)/2 + 2, N = (P + 1)/2− 2为奇， 为奇： (P 2 + 6P − 15)/4
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LDCA = (MN −N + 1)/2，子阵阵元数的选取均以

最大化自由度为目标。 

5.1  自由度比较

P P

P

以总阵元数 为变量，给出了 从7到99变化

时，5种阵型的自由度变化曲线如图3所示。随阵元

总数的增大，各阵型的自由度都越来越高，且放置

互质阵DCA相较其他几种阵型自由度上升速度更

快， 越大，DCA的自由度与其他阵型相隔越大，

从图中可以看出，使用差和共阵的两种阵型CA
(VCAM)和DCA的自由度始终大于其他几种阵型，

由于DCA较CA(VCAM)更加合理地利用了和共阵

的阵元位置，避免了和共阵与差共阵的阵元冗余，

其在所获得的自由度上更占优势，同时DCA通过

一定的放置距离拥有了近似于CACIS两倍的自由

度。上文给出的有关DCA自由度比较的结论在图

中也得到了验证。 

5.2  同阵元数下的蒙特卡罗实验

下面通过蒙特卡罗实验对几种阵型在不同条件

变化下DOA估计的均方根误差(Root Mean Square
Error，RMSE)进行对比，假设蒙特卡罗试验次数

I K为 次，则 个信号入射时，阵列DOA估计得到的

RMSE定义为

RMSE =

√√√√ 1

IK

I∑
i=1

K∑
k=1

(θ̂ik − θk)
2

(19)

θk k θ̂ik i

k

M̃ = 1

其中， 是第 个信号的真实入射方向， 是第 次

实验下第 个信号的DOA估计值。在同阵元数的实

验下，已有文献说明在使用共阵MUSIC算法进行

DOA估计时，若CACIS与CADiS压缩后的子阵间

距均为 ，则前者的RMSE总是高于后者[17]。

因此在本蒙特卡罗实验中，仅对除CACIS外的4种
阵型进行RMSE的比对。

P = 9

(M,N) = (5, 4)

(M,N) = (7, 3)

(N1, N2) = (4, 5)

[−60o, 60o] Ns

Np = Ns

Ns

Np = Ns

观察阵元总数固定为9时，4种阵型的实验结

果，以最大化自由度为目标，当 时，DCA的
子阵阵元数为 。CADiS和CA(VCAM)

的子阵阵元数均为 ，嵌套阵子阵的

最优配置为 ，4种阵型CADiS, NA,

CA(VCAM)和DCA所能获得的最大自由度按序依

次为21, 24, 30和37。选定信号入射个数为19个以

保证4种阵型均能对入射信号进行正确的DOA估计，

各阵型均以首阵元为坐标原点，入射信号均匀分布

在 内。首先固定快拍数 为500，伪快拍

数 ，信噪比在–25 dB到25 dB内以步长

2 dB变化，共阵MUSIC算法扫描间距为0.25°，进

行500次独立实验得到的RMSE曲线如图4(a)所
示。其他条件不变，将信噪比固定为0，快拍数

以步长100从起点100到2000变化，伪快拍数等于快

拍数 ，得到的RMSE曲线如图4(b)所示。

在同阵元数的实验中，随着信噪比和快拍数的增

大，各阵型的估计误差都越来越小，且自由度越高

的阵型得到的估计误差越小，DCA的高自由度使

其估计性能总是4种阵型中最优的，具有最小的RMSE。 

5.3  同孔径下的蒙特卡罗实验

在相同阵元数的条件下，各阵型由于阵元排布

 

 
图 3 各阵型自由度随阵元总数的变化

 

 
图 4 同阵元数下各阵型的RMSE变化曲线
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d

方式不同具有不同的阵列孔径，下面观察阵列孔径

相同时，各阵型DOA估计的均方根误差，同样进

行500次独立实验，对5种阵型进行RMSE的比对，

各阵型在同孔径下的阵型配置如表2所示，孔径以

为单位，其中DCA用最少的阵元个数获得了最高

的自由度。

[−60o, 60o]假设有43个远场信号从 入射，其他

条件不变，RMSE在–30 dB到20 dB内随信噪比的

变化曲线如图5(a)所示。固定信噪比为–20 dB,
RMSE随快拍数的变化曲线如图5(b)所示。从图5
中不难看出同孔径条件下，各阵型的估计误差不会

完全一致，这也许是因为共阵MUSIC算法是基于

共阵ULA段进行处理的，使用差分共阵的CACIS,
CADiS和NA，它们的最长共阵ULA段孔径受限于

物理孔径，因此在同孔径条件下的实验中，三者的

RMSE近似相等，而DCA在两种变化情况下均展现

出了其优越的估计性能。由此可见，对于使用了差

和共阵的阵型，物理孔径对其估计性能的影响不起

决定性作用。 

6    结论

本文提出了一种名为放置互质阵的新型互质

阵，并在差和共阵的基础上进行DOA估计，阵型

把CACIS与原点处单阵元分开放置一定距离，这样

能够让差共阵与和共阵的阵元位置恰好互补，避免

差共阵与和共阵的阵元重叠，充分利用和共阵所提

供的自由度，使得在相同的阵元数下，DCA所能

获得的最大自由度近似是CACIS最大自由度的

2倍。为了更好地认知DCA的共阵构成，文中分析

讨论了DCA差共阵与和共阵的连续阵元及孔洞位

置，结合两者关系给出了DCA所能获得自由度的

闭式表达，最后的理论分析和仿真实验表明了

DCA的高自由度特性及优越的DOA估计特性。

附录1　命题1的证明

Hcd Lcd

h ∈ Hcd lcd ∈ Lcd h = aN + bM̃

a ≥ M − M̃, b ≥ 1 lcd = Nm− M̃n 0 ≤ m ≤ M − 1

0 ≤ n ≤ N − 1 hcd = lcd aN + bM̃ =

Nm− M̃n

使用反证法来证明命题1。假设集合 不是

的孔洞，则存在 ,  ,  ,

,  ,  ,

，使得 成立，即

成立，将等式化为

N(m− a) = M̃(n+ b) (20)

n b 1 ≤ n+ b ≤ N M̃

N m− a M̃

M̃ −M ≤ m− a ≤ M̃ − 1

根据 和 的取值范围，有 ，又 与

互质，则 的取值必须为 等式才能成立，

但 ，无法满足等式成立条

件，因此假设不成立。 证毕

附录2　命题2的证明

lcs ∈ Lcs lcs(1) 设整数 ,  满足

MN −N + 1 ≤ lcs ≤ 2MN − M̃(N − 1)− 1 (21)

L = (MN − M̃(N − 1))/2结合 ，将式(21)化为

2L+ M̃(N − 1)−N + 1 ≤ lcs ≤ 2L+MN − 1 (22)

n ∈ [0, N − 1] 0 ≤ M̃n ≤ M̃(N − 1)

lcs = 2L+Nm+ M̃n

由 ，可得 ，

根据关系式 ，有

Nm = lcs − 2L− M̃n (23)

Nm −N + 1 ≤ Nm ≤ MN − 1

−N < Nm < MN −1 < m < M

m 0 ≤ m ≤ M − 1

m

则可得到 的范围为 ，

进一步放大为 ，则 ，

因为 为整数，可得 ，符合互和集

中 的取值范围。 证毕

[MN − M̃(N − 1),MN −N ]

Hcs1 Lcs

Hcs1 Lcs hcs1 ∈ Hcs1

hcs1 = 2L+ aN − bM̃ 1 ≤ a ≤ M̃ − 1, b ≥ 1

(2)先证在范围 内，集

合 内的元素是 的孔洞。使用反证法来证明

该性质，假设 不是 的孔洞，记整数 ,
,   ，则必

 

 
图 5 同孔径下各阵型的RMSE变化曲线

表 2  各阵型同孔径下的阵型配置

阵型 阵元总数 子阵阵元数 孔径 自由度

CACIS 27 (M,N) = (15, 13) 182 182

CA(VCAM) 27 (M,N) = (15, 13) 182 222

CADiS 26 (M,N) = (14, 13) 182 182

NA 26 (N1, N2) = (13, 13) 181 181

DCA 23 (M,N) = (12, 11) 182 254
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hcs1 Lcs lcs = 2L+Nm+ M̃n有 与 中某元素 相等，有

等式

2L+ aN − bM̃ = 2L+Nm+ M̃n (24)

0 ≤ m ≤ M − 1 0 ≤ n ≤ N − 1成立，其中 ,  ，将式(24)
写为

M̃

N
=

a−m

n+ b
(25)

−M ≤ a−m ≤ M̃ − 1

Hcs1 [MN − M̃(N − 1),MN −N ]

Lcs

因为 ，则等式 ( 2 5 )无法成

立，所以 在范围 内

是 的孔洞。

[2MN−M̃(N−1),

2MN −N ] Hcs2 Lcs

2L + aN = 2L + Nm1 + M̃n1 2L+ bM̃ = 2L+

Nm2 + M̃n2

同理证明该性质的后半部分，在

内，假设 不是 的孔洞，则有

或

成立，将两等式化为

N

M̃
=

n1

a−m1
(26)

N

M̃
=

b− n2

m2
(27)

M ≤ a ≤ (MN + M̃N −M −N)/N pN ≤ b

≤ (MN + M̃N−M−N)/M̃ n1, n2 ∈ [0, N − 1] m1,

m2 ∈ [0,M − 1] n1 ∈
[0, N − 1] b−
n2 ≥ pN −N + 1 p ≥ 2 b− n2

≥ N + 1 Hcs2 [2MN−
M̃(N − 1), 2MN −N ] Lcs

其中， , 

,  , 

， 对 于 等 式 ( 2 6 ) ， 由 于

，故等式无法成立。对于等式(27)，

， 又 压 缩 因 子 ， 故

，等式也无法成立，则 在范围

内是 的孔洞。

[2MN − M̃(N − 1), 2MN −N ]

Hcs2 {2L+ aN |M ≤ a ≤ (MN + M̃N−
M −N)/N} Lss {2L+Nm|
0 ≤ m ≤ 2(M − 1)} {2L+ bM̃ |
pN ≤ b ≤ (MN + M̃N −M −N)/M̃} b = pN

h1 = 2L+MN

h1 ∈ Lss b = pN + 1

h2 = 2L+ M̃(pN + 1) Lss

(3) 观察范围 内孔洞

的元素，集合

显然是自和集 中集合

的子集，对于集合

， 当

时，得到该集合的第一个元素 ，

也显然成立，但当 时，得到的孔

洞为 ，下面探讨自和集 与

该孔洞的关系，给出等式如下

2L+ M̃(pN + 1) = 2L+Nm (28)

2L+ M̃(pN + 1) = 2L+ M̃n (29)

化简为

M̃

N
= (m−M) (30)

pN = (n− 1) (31)

m ∈ [0,M − 1] n ∈ [0, N − 1]

h2 Lss

b b = pN + i, i ≥ 1

hi+1 Lss

分析可得在 ,  时等式(30)、

式(31)均无法成立，因此 是自和集 的孔洞。同

理可得，当 的索引值继续增大，取

时，对应的孔洞 也都是 的孔洞。

Hcs2

Lss Lss

a b

Lss b =

pN + 1 Ls+ = Lcs ∪Lss

2L+ (pN + 1)M̃ − 1

L 2MN + M̃(N − 2)− 1

Ls+

[MN −N + 1, 2MN + M̃(2−N)− 1]

根据前面的论述可以看出互和集的孔洞 有

一部分是自和集 的子集，有一部分是自和集

的孔洞，由此可以得到一个结论，即自和集可以填

补互和集的部分孔洞，而剩下的没被填补的孔洞是

它与自和集共有的。孔洞总是位于连续阵元的两侧，

互和集连续阵元右侧的孔洞随着 和 取值的变大而

离连续阵元越来越远，连续阵元的长度会因为孔洞

的出现而被截断，由于自和集 无法填补

位置的孔洞，使得正和集 右

侧最大的连续阵元位置出现在

处，代入 为 ，结合命题的性

质1)中互和集的连续范围可得，正和集 的连续

范围为 。

附录3　命题3的证明

Hcs1 ⊆ Lcd hcs1 ∈ Hcs1

hcs1 ∈ Lcd

(1) 要证 ，即证对任意整数 ，

都有 成立。

hcs1 = 2L+ aN − bM̃ 1 ≤ a ≤ M̃ − 1,

b ≥ 1 hcs1 hcs1 ≥ MN − M̃(N − 1) L

已 知 ,  

,  满足 ，代入 后将

不等式化为

aN − bM̃ ≥ 0 (32)

a 0 ≤
aN − bM̃ ≤ (M̃ − 1)N − bM̃

结合 的取值范围，对式(32)进行缩放，有

，去掉中间式有

0 ≤ (M̃ − 1)N − bM̃ (33)

bM̃ ≤ (M̃ − 1)N < M̃N b

b < N b b

1 ≤ b ≤ N − 1 L hcs1

进一步可写为 ，则可得 的

取值上限为 ，因为 为整数再结合已知的 的

范围，有 。将 代入 的表达式，有

hcs1 =MN − M̃(N − 1) + aN − bM̃

=N(M − M̃ + a)− M̃(b− 1)

=Nm1 − M̃n1 (34)

m1 = M − M̃ + a n1 = b− 1 a b其中， ,  ，根据 和 的

取值范围可得

M − M̃ + 1 ≤ m1 ≤ M − 1, 0 ≤ n1 ≤ N − 2 (35)

m1 n1

Lcd hcs1 ∈ Lcd Hcs1 ⊆
Lcd

显然，当 与 在取值范围满足上述条件时，结

合 的表达式有 一定成立，则

一定成立。

Hcd ⊆ Lcs

hcd ∈ Hcd hcd ∈ Lcs Lcs

lcs = 2L+ Nm+ M̃n Lcs m ∈ [0,M − 1]

n ∈ [0, N − 1] L

同 理 证 明 ， 即 证 对 任 意 整 数

，都有 成立。对于集合 ，设整

数 属 于 ,   ,

，代入  有

lcs =MN − M̃(N − 1) +Nm+ M̃n

=N(M − M̃ +m) + M̃(1 + n)

= a1N + b1M̃ (36)

a1 = M − M̃ +m b1 = 1 + n

M − M̃ ≤ a1 ≤ 2M − M̃ − 1 1 ≤ b1 ≤ N

其中， ,  ，它们的取值

范围分别为 ,  ，
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Lcs Lcs = {a1N + b1M̃ |M − M̃ ≤
a1 ≤ 2M − M̃ − 1, 1 ≤ b1 ≤ N}
则可将集合 重新写为

。

hcd = aN + bM̃ a ≥ M − M̃,

b ≥ 1 hcd < MN −N

分析孔洞 ，其中

，由 有

aN + bM̃ < MN −N (37)

aN < aN + bM̃ < MN−
N < MN a M − M̃ ≤ a ≤ M − 1

(M − M̃)N + bM̃ ≤ aN + bM̃

< MN −N bM̃ < M̃N −N < M̃N b

1 ≤ b ≤ N − 1 a b

hcd ∈ Lcs Hcd ⊆ Lcs

根据不等式(37)可得

，则 的取值范围为 ，

不等式(37)还可写为

，则 ，可得 的

取值范围为 。根据 和 的取值范围，

不难看出 一定成立，则 一定成立。

Dr = Lcd ∪Lsd ∪Lcs ∪Lss

Lcs ∪Lss

[MN−N+1, 2MN+M̃(2−N)−1]

Lcd ∪Lcs [MN−M̃(N−1),

MN −N ]

Lsd ⊆ Lcd Lcd [−(N − 1),MN−
M̃(N − 1)− 1] Dr [−(N−
1), 2MN + M̃(2−N)− 1]

Dl = L−
cd∪

L−
sd ∪L−

cs ∪L−
ss Dl

[−(2MN + M̃(2−N)− 1), N − 1]

D [−(2MN+M̃(2−N)−1), 2MN+

M̃(2−N)− 1]

(2)定义 为差和共阵的右

半段，根据命题2的性质(3)有集合 的连续

整数段为 ，由命题3

的性质(1)可知集合 在范围

内是连续的，最后再结合差集的性质[17]，

有 ,  的连续整数段为

。整合以上信息可得，集合 在

范围内是连续的。同理由

它们的镜像所组成的差和共阵的左半段

，也具有相似的镜像性质， 在

内是连续的，因

此 差 和 共 阵 在

范围内连续。 证毕
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