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摘   要：针对全变分(TV)算法梯度效应造成图像纹理细节丢失和单像素成像系统中的环境噪声问题，该文给出基

于高斯平滑压缩感知分数阶全变分(FOTVGS)算法的图像重构。分数阶微分损失图像低频分量的同时增加了图像

的高频分量，达到增强图像细节的目的，高斯平滑滤波算子更新拉格朗日梯度算子滤除了微分算子导致的加性高

斯白噪声高频分量的增加。仿真结果表明，对比其他4种同类算法，在相同的采样率和噪声水平下，该算法能取

得最大的峰值信噪比(PSNR)和结构相似度(SSIM)。采样率为0.2时，对比分数阶全变分(FOTV)算法，在无噪声

(测量值 )和有噪声(测量值 )情况下提高的最大峰值信噪比和结构相似度分别是1.39 dB

(0.035)和3.91 dB(0.098)。可见，此算法在无噪声和有噪声情况下均能提高图像的重构质量，尤其是在有噪声情

况下对图像重构质量有较大提高。该算法为单像素成像等计算成像系统中由于环境造成的噪声的图像重构提供了

可行的解决方案。
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Abstract: In view of the gradient effect caused by the gradient effect of the Total Variation (TV) algorithm and

the environmental noise in the single pixel imaging system, an image reconstruction based on the Gaussian

Smooth compressed sensing Fractional Order Total Variation algorithm (FOTVGS) is proposed. Fractional

differential loss of low-frequency components of the image increases the high-frequency components of the image

to achieve the purpose of enhancing image details. The Gaussian smoothing filter operator updates the

Lagrangian gradient operator to filter out the additive white Gaussian noise caused by the differential operator.

Simulation results show that, compared with other four similar algorithms, the algorithm can achieve the

maximum Peak Signal-to-Noise Ratio (PSNR) and Structural SIMilarity(SSIM) at the same sampling rate and

noise level. When the sampling rate is 0.2, compared with the Fractional Order Total Variation (FOTV)

algorithm, the maximum PSNR and SSIM increase by 1.39 dB (0.035) and 3.91 dB (0.098) respectively. It can

be proved that this algorithm can improve the reconstruction quality of the image in the absence of noise and

noise, especially in the case of noise, the quality of image reconstruction is greatly improved. The proposed

algorithm provides a feasible solution for image reconstruction of noise caused by environment in single-pixel

imaging and other computing imaging system.
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1    引言

压缩感知(Compressed Sensing, CS)是一种探

寻欠定线性系统稀疏解的技术，用于获取和重构稀

疏或可压缩的信号。该方法利用信号稀疏的特性，

在远小于Nyquist采样率的条件下，用随机采样获

取信号的离散样本，通过非线性重建算法完美地重

建信号[1]。压缩感知理论基于信号的可压缩性，通

过低维空间、低分辨率和欠Nyquist采样数据的非

相关观测来实现高维信号的感知，丰富了信号恢复

的优化策略，促进了数学理论和工程应用的结合。

常见的压缩感知算法包括：匹配追踪(Matching
Pursuit, MP)算法 [2]、迭代阈值(Iterative Hard
Thresholding, IHT)算法[3]和全变分(Total Variation,
TV)算法[4]等。以上算法中，TV算法具有较高的重

构精度和所需测量值较少的特点，并且能够很好地

保留图像的边缘信息，但由于基于变分过程，往往

会导致严重的阶梯效应，使图像纹理出现缺失而过

度平滑。Zhang等人[5]结合TV算法和非局部正则化

提出了基于非局部正则化的全变分(Total Variation
based on Nonlocal Regularization, TVNR)
算法，增强了图像的细节纹理，但该算法复杂度

高，计算时间长，不适用实时处理。刘亚男等人[6]

将分数阶微分作为正则化项，提出了分数阶全变分

(Fractional Order Total Variation, FOTV)算法，

在低频分量损失有限的情况下大幅度增加高频分

量，由低分辨率图像重构得到纹理细节较清晰的高

分辨率图像，但Ma等人[7]的研究指出，在图像信号

中噪声和结构信息均属于高频成分，因此FOTV在
提升图像细节的同时也放大了加性噪声，导致了该

算法在噪声环境下失效，缩小了该算法的实际应用

范围。目前针对抗噪声性能的研究工作主要集中在

具体实验装置改进[8,9]或测量矩阵的优化上[10,11]，大

多数图像重构算法仅考虑了无噪声条件下的图像重

构[12,13]，而兼顾图像重构和抗噪声性能的算法报道

较少[14]。在实际成像系统中，具有较好抗噪声性能

的图像重构算法能有效地提高图像重构的质量，并

且能够为单像素成像等计算成像实验系统的图像重

构提供较好的解决方案。

本文较详细地分析了分数阶微分模型和高斯平

滑滤波的原理，结合Li等人[15]提出的增广拉格朗日

交替方向算法，给出了一种基于高斯平滑压缩感知

分数阶全变分(Fractional Order Total Variation
based on Gaussian Smooth, FOTVGS)算法。在求

解优化目标函数的过程中，使用交替方向乘子法

(Alternating Direction Method of Multipliers,
ADMM)[16]将优化目标函数划分为两个子问题进行

求解，并使用高斯平滑滤波算子更新拉格朗日梯度

算子，改进了FOTV的抗噪声性能，使FOTV具有

良好的鲁棒性。 

2    数学模型
 

2.1  分数阶微分系统的幅频特性

对满足狄利克雷条件的函数，其傅里叶变换为

F (w) =

+∞∫
−∞

f(t)e−jwtdt (1)

利用傅里叶变换的微分性质

Dαf(t)
FT→ (jw)αF (w) = dα(w)F (w) (2)

dα(w) = (jw)α = λα(w)ejθ
α(w)

λα(w) = |w|α θα(w) =

απ/2sgn(w)
1 ≤ α ≤ 2

其中， ，幅频特性函

数 为 ， 相 频 特 性 函 数 为

，即分数阶微分算符为线性时不变系

统，在不同阶次( )下的分数阶微分算子的

幅频特性如图1所示。

α

α

α = 1.7

α = 1.7

为简要说明分数阶次 对信号幅频特性的影

响，图1中低频和高频均被归一化，0.5～1.0 Hz表
示低频区，1.0～1.5 Hz表示高频区，随着分数阶次

增大，分数阶微分算子对高频分量的幅度拉升作

用逐渐增强，呈现出非线性增长，同时对低频分量

的幅度有一定的抑制作用。为了提高信号的高频分

量，同时使得低频信息不至于损失过多，一般选取

1～2之间的阶数。本文以0.1为间隔，经过多次经

验验证，当 时，重构的图像能获得最佳的

峰值信噪比(Peak Signal to Noise Ratio, PSNR)和
结构相似度(Structural SIMilarity, SSIM)，为此本

文采用 。 

2.2  高斯平滑

高斯平滑是一种线性平滑滤波，利用2维高斯

分布函数生成高斯模板，扫描图像中的每一个像

素，将邻域内像素的加权平均值作为新图像中模板

中心位置的像素值。2维高斯滤波使用高斯核为x和

y两个1维高斯核的乘积，其形式如式(3)

 

 
α图 1 分数阶次 对信号幅频特性的影响
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G(x, y) =
1

2πσ2
exp

(
−x2 + y2

2σ2

)
(3)

本文利用其去噪特性，结合拉格朗日交替方向

算法，改进分数阶全变分算法，增强了算法的抗噪

声性能。其中，高斯平滑的过程如式(4)

G(i, j) =
∑
k,l

f(i+ k, j + l)× h(k, l) (4)

h其中， 为高斯核函数，也称为权值。 

3    算法改进与优化
 

3.1  算法的改进

利用自然图像具有梯度最小化的先验信息，通

过研究自然图像在梯度域的稀疏性，传统的全变分

算法为

min |Du| , y = Au (5)

为减小梯度效应，结合分数阶微分，式(5)转
化为

min |Dαu| , y = Au (6)

D = [Dv,Dh]

A ∈ RM×N u

y

w

其中， 分别代表垂直和水平分数阶微

分算子， 为投影矩阵， 为原始图像，

为测量值。由于原优化问题带有约束，并且不可

微分。引入中间变量 ，式(6)等价于式(7)

min
w,u

∥w∥1,w = Dαu,y = Au (7)

构建拉格朗日函数，将有约束的优化问题转换为无

约束的优化问题

L(w,u) =min
w,u

∥w∥1−νT(Dαu−w)+
β

2
∥Dαu−w∥22

− λT(Au− y) +
γ

2
∥Au− y∥22 (8)

β γ ν λ其中， 和 为惩罚因子， 和 为拉格朗日梯度算

子。利用增广拉格朗日方法迭代求解问题式(9)、
式(10)来进一步求解无约束问题式(8)

(wk+1,uk+1) = argminL(w,u) (9)

ν(k+1) = ν(k) − β(w(k+1) −Dαν(k+1))
ν(k+1) = Gν(k+1)

λ(k+1) = λ(k) − γ(y −Au(k+1))

 (10)

ν

G

从式(10)可知，在每次更新 时，使用高斯平

滑滤波算子 更新拉格朗日梯度算子，以起到滤除

分数阶微分造成的加性噪声高频分量增加部分。 

3.2  算法的求解过程

式(8)由于其不可微分，很难得到解析解，本

文采用ADMM方法将原始问题转化成若干个子问

题并逐一求解。

w u

w

(1)  子问题。对于给定 ，经过简化后，与

有关的优化问题表示为

wk+1 = min
w

∥w∥1 − νT(w−Dαu) +
β

2
∥w −Dαu∥22

(11)

根据2D shrinkage-like定理[17]，式(11)的封闭形式为

w(k+1)=max
{∣∣∣∣Dαu− ν

β

∣∣∣∣− 1

β
, 0

}
×sgn

(
Dαu− ν

β

)
(12)

u w

u w w

(2) 子问题。通过式(12)得到了 的情况下，

求解子 问题等价于式(13)，其中 已经由上述 子

问题求得，视为定值

uk+1 =min
u

{
−νT(Dαu−w) +

β

2
∥Dαu−w∥22

− λT(Au− y) +
γ

2
∥Au− y∥22

}
(13)

d

d = DαT
(βDαu− ν − βw) +AT(γ(Au− y)− λ)

d = 0

式(13)是一个2次方程，其离散梯度 可被简化为

，

令  得到式(13)的解析解为

uk+1 = H−1(DαT
ν+ATλ+ γATy+βDαT

w) (14)

H = (βDαT
Dα + γATA)其中， ，考虑到Moore-

Penrose广义逆求解在数值计算上计算成本过高，

因此，这里采用具有最优步长的最速梯度下降方

法，通过式(15)和式(16)进行迭代求解

uk+1 = uk − ηkdk (15)

dk =
∑
i

βi(D
α
i )

T(−Dα
i u−wk+1

i )− (Dα
i )

Tνi)

+ γAT(Au− y)−ATλ (16)

ηk = abs(dTd/dTHd)

dk

uk+1

其中， 表示Barz i l a i -Bor -

wein步长因子， 表示梯度，通过反复迭代，可以

求出 。

w u

w u ν

λ w

u

解决 和 两个子问题，得到每次迭代中的

和 ，然后通过式(10)，更新拉格朗日算子 和

。再继续回到上述两个子问题更新下一次的 和

，如此迭代，便可用较少的测量值重构出完整的

图像。具体算法如表1。 

4    实验结果和分析

仿真数据源选取斯坦福大学和南加州大学图像

库的4幅像素为256×256的图像(Lena, Boats,
Barbara, Peppers)作为原始图像，如图2所示。

α

β γ

26 27

通过仿真实验，在不同采样率和不同的加性噪

声下，将5种算法进行定性和定量对比。本实验

中，测量矩阵采用高斯随机矩阵，分数阶次 为

1.7，相关参数 和 的初始化根据Li等人的经验，

分别设定为 ,  。迭代截止条件等其他参数根据

个人经验值设定。实验使用的硬件配置为四核

Intel®Core(TM)i53317U CPU@1.70 GHz的
PC端，仿真软件采用MATLAB R2018b。 
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4.1  无噪声和噪声环境下图像重构的PSNR

ν

本文利用高斯平滑算子更新拉格朗日梯度算

子，抑制分数阶微分对噪声的放大。图3给出了在

采样率为0.1, SNR=10 dB时，加入高斯平滑算子

前后，Barbara图像的梯度算子 的变化对比图。在

ν迭代过程中，梯度算子 共更新了12次，本文选取

了5次作为实验对比图。

ν如图3所示，随着算法的迭代进行，算子 包含

的图像梯度信息逐渐增多，同时弥漫在梯度算子上

的噪声也随之增大，通过对比图3(a)和图3(b)，特

别是第2次和第4次迭代，可以发现在加入高斯平滑

后，能有效地抑制分数阶微分对噪声的放大，从而

提高重构精度。

本研究组在实际单像素成像系统中，将实验时

外界的环境噪声和器件的热噪声等效成图像测量值

的加性高斯白噪声模型，测量值的SNR变化范围为

10～35 dB，本文仿真了5种算法在不同采样率和测

量值无噪声与有噪声情况下的图像重构PSNR，通

过10次测量求平均PSNR，结果如表2。

∞
从表2可知，在相同的采样率下，本文所提

FOTVGS算法有最大的PSNR。在无噪声(SNR= )
情况下，通过对4幅图像在不同采样率下的PSNR
求平均，FOTVGS算法相比于文献[6]中的FOTV算
法平均PSNR提高0.66 dB，最大提高1.39 dB。在

表 1  改进算法流程

A y ν λ β γ α　输入：测量矩阵 ，测量值 ，相关参数 ,  ,  ,  , 

u = ATy ν = 0 λ = 0 β = 26 γ = 27 α = 27　初始化: ,  ,  ,  ,  , 

　While (目标函数式(8)未达到最优解) do∥∥u(k+1) − uk
∥∥
2
≥ ε　　　While   do

w　　　　　利用式(12)求解 子问题

u　　　　　利用式(13)求解 子问题

　　　End while

G　利用式(10)，使用高斯平滑滤波算子 更新拉格朗日梯度算子

　使用式(4)，将输入图像的像素值作为权重，乘以相关核

　将上面各步得到的结果相加后输出

　End while

u　输出：恢复的图像

 

 
图 2 实验原始图

 

 
图 3 高斯平滑算子加入前后，梯度算子更新变化对比图
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∞表 2  在无噪声(测量值SNR= )和有噪声情况下5种算法图像重构峰值信噪比(PSNR: dB)

采样率 0.1 0.2

SNR (dB) 10 20 25 30 35 ∞ 10 20 25 30 35 ∞

Barbara

TV 12.53 16.26 18.77 19.39 20.43 22.06 13.62 17.25 19.83 20.48 21.66 24.12

TVNR 13.50 16.73 18.92 19.83 21.53 23.06 14.54 17.82 20.23 21.56 22.23 25.05

FOTV 10.83 15.55 16.39 18.28 19.86 24.35 12.91 16.77 18.10 19.24 20.04 25.56

TVGS 13.10 16.57 18.43 18.76 20.04 21.53 14.12 17.73 19.94 19.52 20.62 23.21

FOTVGS 14.32 17.93 19.17 20.36 22.30 25.28 15.25 18.37 20.77 22.10 23.31 26.35

Lena

TV 16.65 20.48 22.53 23.96 24.03 25.29 18.33 22.10 23.43 25.24 26.94 28.42

TVNR 17.87 21.42 23.10 24.40 25.15 26.34 19.54 23.03 24.93 26.94 27.55 28.93

FOTV 15.93 19.40 21.58 22.78 23.44 27.81 17.21 21.22 22.30 24.19 25.12 29.38

TVGS 17.28 20.98 22.78 23.52 23.87 24.72 18.88 22.74 24.23 25.14 26.21 28.02

FOTVGS 18.69 22.59 24.41 25.42 26.46 27.93 20.39 24.47 25.38 27.58 28.20 30.77

Boats

TV 14.75 18.58 20.13 21.30 22.51 23.21 15.57 19.38 21.00 22.91 24.28 26.66

TVNR 15.93 19.74 20.99 21.94 23.01 23.75 16.55 20.34 22.88 23.65 24.87 27.12

FOTV 13.51 17.37 18.89 20.86 21.39 24.60 14.21 18.75 20.78 21.93 23.93 27.86

TVGS 15.33 19.00 20.23 21.02 22.06 23.01 16.02 19.93 21.21 22.82 24.01 26.03

FOTVGS 17.10 20.86 22.37 23.55 24.37 25.46 17.82 23.26 24.69 25.15 26.84 28.69

Peppers

TV 16.66 20.51 21.19 22.54 23.53 24.03 17.89 21.75 23.24 24.65 25.30 26.06

TVNR 17.52 21.79 22.36 23.11 24.00 24.78 18.77 23.23 24.88 25.94 26.23 27.83

FOTV 15.75 19.13 20.23 21.47 22.72 25.66 16.51 20.96 22.41 23.71 24.51 28.41

TVGS 17.21 21.55 21.24 22.31 23.17 23.84 18.25 22.55 23.94 24.71 25.02 25.87

FOTVGS 18.63 22.35 23.79 24.47 25.32 26.33 19.54 24.77 25.44 26.11 27.32 28.88

采样率 0.3 0.4

SNR (dB) 10 20 25 30 35 ∞ 10 20 25 30 35 ∞

Barbara

TV 14.69 18.55 21.05 22.50 23.40 26.33 16.55 20.45 23.64 24.98 25.90 28.11

TVNR 15.77 19.49 21.97 23.87 24.58 27.33 17.63 22.37 24.53 25.78 26.45 29.49

FOTV 13.93 18.56 19.04 21.51 22.54 27.95 15.34 19.24 22.21 23.48 24.24 29.98

TVGS 15.43 19.03 21.24 22.47 23.21 26.00 17.21 21.23 24.01 25.07 25.79 27.91

FOTVGS 16.83 20.36 22.45 24.34 25.14 28.57 18.56 23.66 25.49 26.03 27.86 30.47

Lena

TV 19.41 23.90 25.72 27.42 28.01 31.14 21.31 25.80 27.86 29.73 30.01 32.62

TVNR 21.32 25.45 26.11 28.01 29.21 31.95 22.41 26.97 28.99 30.01 31.52 33.43

FOTV 18.33 22.97 24.50 25.93 27.18 32.66 20.45 24.85 25.06 27.11 29.99 34.53

TVGS 20.78 24.35 25.96 27.51 27.94 30.99 22.17 26.65 27.99 29.70 29.88 32.39

FOTVGS 22.45 26.36 27.69 29.02 30.03 33.10 23.58 27.51 29.73 31.48 32.89 35.36

Boats

TV 17.88 23.01 24.19 25.27 26.55 28.35 19.23 25.36 26.00 27.41 28.28 29.87

TVNR 19.53 24.94 25.24 26.45 27.14 28.83 20.82 26.65 27.21 28.77 29.56 30.29

FOTV 17.02 22.94 23.12 24.56 25.51 29.25 18.88 24.16 25.78 26.03 27.64 30.68

TVGS 18.77 24.68 24.23 25.10 26.35 28.01 20.59 26.18 26.55 27.46 28.00 29.51

FOTVGS 20.45 25.49 26.22 27.18 28.03 29.67 21.96 27.42 28.69 29.15 30.24 31.43

Peppers

TV 18.61 23.40 24.22 25.04 26.74 27.96 19.97 24.06 25.61 26.97 28.16 29.71

TVNR 19.93 24.82 25.96 26.92 27.71 28.32 21.32 25.36 26.99 27.98 28.72 29.92

FOTV 17.44 20.67 22.58 24.23 25.35 29.11 18.54 23.66 24.97 26.05 27.14 30.51

TVGS 19.66 24.54 24.42 25.02 26.45 27.31 20.86 25.88 25.97 26.87 29.03 29.41

FOTVGS 21.23 25.35 26.79 27.47 28.89 29.42 22.39 26.77 27.44 28.35 29.11 30.89
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SNR噪声( 为10～35 dB)情况下，对比于只含高斯平

滑的全变分(Total Variation with Gaussian Smooth,
TVGS)算法，在大噪声情况(SNR<25 dB)，文献[4]
中的TV算法会受到噪声干扰导致性能差于TVGS
算法，而在小噪声情况下(SNR>25 dB)TV算法性

能要好于TVGS算法，根据经验判断，可能是大噪

声情况下，平滑算子去除的噪声较多，而小噪声情况下，

平滑算子使图像过于平滑导致细节丢失。与无噪声

情况下的结果相反，在噪声环境下，FOTV算法受

噪声影响较大，文献[5]提出的TVNR算法性能好于

FOTV算法，FOTV算法是最差的图像重构算法，

而改进的FOTVGS算法却弥补了该算法的缺陷。

通过对4幅图像在不同采样率下和不同测量噪声情

况下求平均，给出的FOTVGS算法相比于FOTV
算法平均PSNR提高3.11 dB，最大提高4.68 dB。 

4.2  图像重构纹理细节分析

∞图4展示了在采样率为0.2时无噪声(SNR= )，
测量值的SNR=25 dB以及采样率为0.1，测量值

SNR=10 dB时3种情况下的5种算法对标准Lena图
像的重构。

图4(a)—图4(d)显示了在无噪声情况下，5种算

法重构图像纹理细节对比，由每幅子图的右下角展

示的帽子环带的放大图可以看出，对比于FOTV算

法，给出的FOTVGS算法在图像纹理细节上与其

相近，甚至比其有更多的纹理细节。图4(f)—图4(j)
展示了在测量值SNR=25 dB时5种算法重构的图像

弥漫着形似椒盐噪声的噪声点，分数阶微分对噪声

高频成分的放大作用导致FOTV算法具有最大的噪声

值。本文给出的FOTVGS算法所重构的图像相比

其他4种算法具有较小的噪声和较多的纹理细节，可见，

FOTVGS算法有较强的抗噪声性能。图4(k)—图4(o)
展示了在测量值SNR=10 dB和采样率为0.1时，

5种算法的图像重构对比，在此种极端情况下，FOTV
算法重构的图像噪声点较多，TVGS算法虽然噪声

较小，但同时也导致了图像过于平滑，如图4中帽

子环带信息缺失，从中可以看到改进的FOTVGS
算法图像重构效果要好于其他4种，这与表2中给出

的图像评价指标一致。

图5给出了在采样率为0.2情况下，5种算法在

不同的噪声水平下的结构相似度(SSIM)变化值，

其中测量值的SNR变化范围为10～35 dB。图中可

知，在采样率为0.2的情况下，5种算法重构图像的

SSIM随着噪声的增加逐渐减小。在相同的SNR下，

FOTV算法有最小的SSIM，表明该算法不适合有

噪声情况，本文改进的FOTVGS算法有最大的SSIM，

说明该算法提高了原算法(FOTV)的抗噪声性能。 

 

 
图 4 无噪声和噪声环境下重构对比图
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4.3  图像重构时间分析

为定量对比5种算法的算法复杂度，图6给出了

5种算法在无噪声和噪声环境下(SNR变化范围

10～35 dB)的平均图像重构时间对比图。

由图6可知，与FOTV算法相比，改进的FOTVGS

算法在不增加过多的处理时间的情况下，具有

FOTV算法提高图像纹理细节的特性同时克服了其

较差的抗噪声性能。 

5    结论

本文详细分析了分数阶全变分和高斯平滑的数

学模型，给出的FOTVGS算法解决了FOTV算法

引起的梯度效应导致的图像纹理细节丢失和FOTV
算法抗噪声性能较差的问题。文中对该算法进行了

详细的分析，采用ADMM算法求解，给出了具体

的求解过程，在求解过程中采用高斯平滑算子更新

拉格朗日梯度算子，在较好地保留图像纹理细节的

同时提高了原有算法的抗噪声性能。在算法时间复

杂度方面，改进的算法在不增加过多图像重构时间

的基础上，增强了图像重构的纹理细节。因此，该

算法为单像素成像等计算成像的实际成像系统提供

了行之有效的图像重构方法。
 

 
图 5 采样率为0.2情况下5种算法的重构SSIM曲线

 

 
图 6 无噪声和噪声环境下5种算法在不同采样率下平均重构时间对比图
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