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摘   要：针对现有多输入多输出(MIMO)雷达发射波形设计方法存在运算量高的问题，该文提出一种基于原子范

数的MIMO雷达发射波形设计方法。根据原子范数的信号模型，该算法首先选择一个具有特殊结构的发射滤波器

组以及一组正交信号，将MIMO雷达发射波形设计问题转化为原子范数最小化问题，然后采用半正定规划

(SDP)对原子范数进行求解，得到(半)正定Toeplitz矩阵，并对其进行范德蒙分解实现发射滤波器组的估计，最后

综合发射滤波器组与正交信号获得MIMO雷达的发射波形。理论分析与仿真结果表明，该算法满足等能量发射准

则以及小的峰均功率比(PAPR)。同时，该算法相比于现有算法有较低的运算量以及良好的匹配性能。
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Abstract: For the fact that exsiting MIMO transmit beampattern design methods suffer from huge

computational burden, a novel MIMO transmit beampattern design method based on atomic norm is proposed.

According to the signal model of atomic norm, firstly a multi-rank transmit beamformer and a set of orthogonal

signals are selected. Then the transmit beampattern matching design problem is formulated into an atomic

norm minimization problem. The multi-rank transmit beamformer is achieved by Vandermonde decomposition

method of positive semidefinite Toeplitz matrix, which is attained by the solution of the atomic norm

minimization problem with Semi-Definite Programming (SDP). Finally, the transmit waveforms can be

acquired from the resulting multi-rank transmit beamformer and existing orthogonal waveforms. The

theoretical analysis and simulation results verify that the proposed method satisfies the uniform element power

constraint and low Peak to Average Power Ratio (PAPR). Simultaneously, compared with current methods,

the proposed method has lower computational burden and comparable matching performance.
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1    引言

与传统的相控阵雷达相比，多输入多输出

(MIMO)雷达因其独特的优势正受到越来越多的关

注[1–3]。MIMO雷达根据其阵列结构可分为分布式

MIMO雷达[2]和集中式MIMO雷达[3]，而发射波形

设计主要针对于集中式MIMO雷达。通过设计发射

波形，集中式MIMO雷达可以获得波形分集，使集

中式MIMO雷达虚拟孔径扩展，从而提高系统的目

标检测、参数估计以及干扰和杂波抑制性能[4–6]。

传统集中式MIMO雷达发射波形为正交波形，

但正交波形存在发射增益损失，会导致目标信噪比

降低的问题[7]。为解决这一问题，大量学者对部分

相关波形设计问题展开研究[8–11]。通过调节发射信

号波形的相关性，可以灵活设计MIMO雷达的发射
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波形，从而提高系统的性能 [ 9 ]。文献 [9 ]最早对

MIMO雷达部分相关波形设计进行研究，其指出发

射信号的相关性及发射能量分布图可以由发射波形

的相关矩阵刻画。文献[11]提出了一种基于半正定

二次规划(Semi-definite Quadratic Programming,
SQP)的MIMO雷达发射波形设计方法。该方法将

发射信号相关矩阵设计问题转化为凸优化问题，并

采用SQP方法对问题进行求解。一般来说，发射波

形的相关矩阵需要满足一定的特性，而且发射波形

也需要满足等能量发射准则以及小的峰均功率比

(Peak to Average Power Ratio, PAPR)约束，所

以MIMO雷达波形设计需要求解带约束的高维优

化，其计算复杂度极高，很难满足实际应用中的实

时性要求。针对以上MIMO雷达发射波形设计高运

算量的问题，许多学者对低运算量的波形设计方法

进行研究[12–14]。文献[9]提出了一种基于发射滤波器

组(Multi-Rank Transmit BeamFormer, MRTBF)
的MIMO雷达发射波形设计方法。根据发射波形相

关矩阵的Toeplitz 性质，Lipor等人[13]提出了基于

FFT的MIMO雷达发射波形设计方法，虽然该方法

运算量低，但是其发射能量图匹配性能差，而且该

方法仅适用于矩形期望发射能量分布图情况，应用

范围相当受限。

近年来，压缩感知和稀疏表示理论正被广泛研

究[15,16]，尤其是基于原子范数的稀疏表示方法是最

新的研究热点[17–20]。本文提出一种基于原子范数的

MIMO雷达发射波形设计方法。本方法通过求解原

子范数最小化问题实现对发射滤波器组的估计，并

综合发射滤波器组与预设的正交信号得到最终的

MIMO雷达发射波形。仿真结果和相关分析表明，

所设计的波形能较好地匹配期望能量分布图，相比

于已有方法，计算量和峰均功率比等指标没有明显

劣势，所提算法为MIMO雷达波形设计问题提供了

一种新的设计思路。

(¢)T (¢)H (¢)¤

M

M £M (¢)¡1 k¢k2
l2 diag(¢) C

文中常用符号的定义： ,  以及 分别表

示矩阵或矢量的转置、共轭转置以及共轭， 表示

维的单位矩阵， 表示对矩阵求逆，

表示 -范数， 表示对角化操作， 表示复数域。

2    信号模型

M d
d = ¸=2 ¸ m

假设MIMO雷达的发射阵列为均匀等距线阵，

其中发射阵元数为 ，相邻阵元间距为 ，且

,  表示信号波长，令第 个发射阵元的发

射信号为

m =
£
sm1; sm2; ¢¢¢; smQ

¤T
(1)

k mk2 = 1 Q

M

，其中 为发射信号单个脉冲的采样点

数，则 个发射阵列的发射信号为

= [ 1; 2; ¢¢¢; M]
T

(2)

µMIMO雷达在 方向上的发射信号可以表示为

= H (µ) (3)

(µ) =
£
1; ej2 d sin(µ)=¸; ¢¢¢; ej2 (M¡1)d sin(µ)=¸

¤T
µ µ

其中，

表示 方向上的导向矢量，而 方向上发射信号的平

均功率为

P (µ) = H (µ) H (µ) = H (µ) (µ) (4)

= H

m m
P (µ)

其中， 是发射信号的相关矩阵，矩阵

的第 个对角元素表示第 个阵元的平均功率。在

MIMO雷达发射波形设计中， 又称为发射能量

分布图。

Pd (µ)

MIMO雷达发射波形设计的核心思想是通过设

计发射波形使发射能量分布图与期望的发射能量分

布图 相匹配。本文采用最小均方准则衡量匹

配性能，则匹配误差可以表示为

J ( ) =
1
L

LX
l=1

[P (µl)¡ Pd (µl)]
2

=
1
L

LX
l=1

£ H (µl) (µl)¡ Pd (µl)
¤2

(5)

L Pd (µl)

µl

其中， 表示空域采样点个数， 表示期望方

向图在 上的值。

=
£
T
1 ;

T
2 ; ¢¢¢; T

N

¤T 2 CN£Q N · M

k nk2 = 1

由于匹配误差是发射信号相关矩阵的函数，而

发射信号相关矩阵由发射信号决定，因此设计发射

波形时，首先在某些约束条件下使匹配误差最小得

到发射信号相关矩阵，然后根据得到的相关矩阵对

发射信号进行优化。上述设计过程同时考虑了发射

信号的时域与空域特性，增加了发射波形设计的复

杂度。根据文献[9]，设计发射波形时，可分别考虑

发射波形的时域与空域特性，即首先设计具有良好

时域正交性的信号，然后根据空域发射滤波器对发

射信号进行设计。而本文所提算法采用文献[9]的思

想设计发射波形，在该框架下设计发射波形时，只

需要对MRTBF进行设计。假设存在一组正交信号

,   ， 且 ,

，同时又存在一组空域发射滤波器组 ，

则MIMO雷达发射的真实信号为

= (6)

= [ 1; 2; ¢¢¢; N]其中， 为空域发射滤波器组。

3    基于原子范数的MIMO雷达发射波形设
计方法

3.1  基于原子范数的发射能量图稀疏表示

A
由式(6)分析知，MIMO雷达实际发射的信号

是线性空间 的线性组合，而发射滤波器组 属于
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A
A
线性空间 ，因此，可以通过选取合适的线性空间

来求解发射滤波器组，进而获得具有良好性能的

发射波形。为了避免离散误差引起的失配问题，希

望所选取的线性空间是连续的，利用原子范数集合

的连续性，本文旨在将原子范数这一思想应用到

MIMO雷达发射波形设计中。为了能够更好地将原

子范数应用到MIMO雷达发射波形设计中，本文定

义发射滤波器组为

= (7)

= [ 1 (µ1) ; 2 (µ2) ; ¢¢¢; N (µN)]

n (µn) =
£
1; ej2 d sin(µn)=¸; ¢¢¢; ej2 (M¡1)d sin(µn)=¸

¤T
= diag (®1; ®2; ¢¢¢; ®N)

其 中 ， ,

,

。那么，MIMO雷达发射

的信号可以再次表示为

= =

NX
n=1

¹ n (µn)®n n =

NX
n=1

cn ¹ n (µn)Án (8)

cn = k®n nk2 > 0 Án = c¡1n ®n n kÁnk2 = 1
Y2L¡1 =

©
Á 2 C1£L : kÁk2 = 1

ª其中， ,  ,  ,

表示单位复数球体

空间，定义原子范数集合为

A :=
©

(µ; Á)= (µ)Á : µ 2 [0; 2 ] ; Á 2 Y2L¡1
ª
(9)

A N cn > 0
µn

N

由式(8)得出，MIMO雷达发射信号 是原子范

数集合 中 个原子的线性组合。如果 ，且

均不一样，则认为式(8)中的发射信号 的分解是

阶原子分解。

`0

A
本文定义MIMO雷达发射信号 的 -原子范数

为原子范数集合 中能够表示发射波形信号 的原

子的最小个数，即

k kA;0= inf

8<:Kj =

KX
k

ck ¹ (µk; Ák) ; ¹ (µ; Á) 2 A

9=;
(10)

将文献[19]中的基于原子范数的频率估计方法

应用到MIMO雷达发射波形设计问题中，本文提出

优化方法为

min k kA;0 (11)

k kA;0而在式(10)中定义的 等于以下秩最小化

问题的最优值

min
;
rank ( ( )) ; s:t:

"
H

( )

#
¸ 0 (12)

k kA;0下面证明 等于式(12)的最优值。

k kA;0 = K

r¤ ^

k kA;0 = K · M =
XK

k=1
ck (µk; Ák) =

证明　假设 ，式(12)秩最小化问题

的最优解为 ,  表示式(12)的最优解。一方面，

， 且

XK

k=1 k (µk)®k k =
XK

k=1
qk (µk)

( ) =
XK

k=1
qk (µk)

H (µk) qk = ®2k k
H
k

=
XK

k=1

¡
k
H
k

¢¡1 ¡ H
k

¢
， 令 ,

,   ,

，那么"
H

( )

#

=

KX
k=1

qk

"
q¡1k ®Hk

H
k

(µk)

# h
q¡1k ®k k

H (µk)
i

¸ 0 (13)

( ; ) r¤ · k kA;0 = K这说明 是式(12)的可行解，则 。

r¤ · M r¤ = M

=
XM

k
ck ¹ (µk; Ák) K · r¤ r¤ < M

(^)

另一方面， 。当 时，而 一定

满足 ，则 。当

时，根据范德蒙矩阵分解定理， 的范德蒙分

解为

(^) =

r¤X
k=1

qk (µk)
H (µk) (14)

(^) =
Xr¤

k

ck (µk; Ák) K · r¤
且 位于 的列空间，也就存在

，则 。

K = r¤ k kA;0综上所述， ，即 等于式(12)的最

优值。  证毕

( )

(^)

(^)

为半正定Toeplitz矩阵，且式(12)的最优

解 是MIMO雷达发射信号的相关矩阵。下面

证明 是MIMO雷达发射信号的相关矩阵。

k kA;0
K = r¤

证明　由于 等于式(12)的最优值，即

，那么

=

r¤X
i=1

(µi) ~i =

r¤X
i=1

i®i i (15)

¹ i = (µi) ~i = ®i¹其中， ,  ，则式(14)可以再次表

示为

(^) =

r¤X
k=1

qk (µk)
H (µk)

= diag
³
~1~

H
1 ; ~2~

H
2 ; ¢¢¢; ~N̂~

H
N̂

´
H

=
H H H

= (16)

(^)由式(16)可知， 是MIMO雷达发射信号

的相关矩阵。   证毕

( ) 2 CM£M

r

定理 1　(范德蒙矩阵分解定理)半正定Toeplitz
矩阵 如果不满秩时，可以唯一得到

-原子范德蒙分解为

( ) =

rX
k=1

pk ¹ (µk) ¹
H (µk) (17)
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但式(12)的秩最小化问题是非凸问题，对其进

行求解十分困难，一般通过松弛算法对其求解。本

文定义发射信号 的原子范数为

k kA := inf
½X

k

jckj
¯̄̄̄
¯ =

X
k

ck ¹ (µk; Ák) ;

(µ; Á) 2 A
¾

(18)

k kA

尽管式(18)所示的问题是凸的，但在实际中依

然很难实现，为了更好地求解式(18)，根据定理2
(具体证明过程可参考文献[19])，原子范数 的

半正定规划(Semi-Definite Programming, SDP)被
引入。

k kA定理 2　在式(18)中定义的原子范数 等于

式(19)半正定规划问题的最优值

min
;
ftr ( )+tr ( ( ))g ; s:t:

"
H

( )

#
º 0

(19)
然而在实际应用中，还需要使设计的MIMO雷

达发射波形的匹配误差尽可能的小，式(19)可再次

表示为

min
°° H (µ) ( ) (µ)¡ Pd (µ)

°°2
2+tr ( ( )) ;

s:t: ( ) º 0 (20)

3.2  发射滤波器组设计

(^) rank ( (^)) = M

(^)

通过工具箱SeDuMi [21 ]对优化问题式(20)求
解，得到最优解 ，当 时，

对 进行特征值分解，得到

(^) = H (21)

(^)
¹ ¹ ¹H = N

其中， 表示的特征向量矩阵， 表示特征值矩

阵。因为 是发射信号的相关矩阵，且预先设

计好的正交信号 满足 ，所以

H =
¡ ¢ ¡ ¢H

=
¡ H¢ H

(22)

= = H由式(22)可知， ,  ，那么，

根据式(7)可知，发射滤波器组 可以表示为

=

1
2 (23)

rank ( (^)) < M

(^)

当 时，根据定理1，可以对

进行范德蒙分解，得到

(^) = H =

r¤X
i=1

pi ('i)
H ('i) (24)

('i)=
£
1; ej2 d sin('i)=¸; ¢¢¢; ej2 (M¡1)d sin('i)=¸

¤T
其中， ,

= diag
¡
¾1; ¾2; ¢¢¢; ¾N̂

¢
=
£
¾1; ¾2; ¢¢¢; ¾N̂

¤
=
£
('1) ; ('2) ; ¢¢¢;

¡
'N̂

¢¤,   ,

为范德蒙矩阵，那么

H=
¡ ¢¡ ¢H

=
¡ H¢ H

(25)

= = H由式(25)可得， ,  ，也就意

味着，发射滤波器组 可以表示为

=

1
2 (26)

('i) 'i ('i)

'i

(^)

(^)

^ ^

由于在天线阵列结构确定的情况下，矩阵 的

列向量 由 确定，根据列向量 的形式，

可以通过求根-MUSIC方法[22]对 进行求解，从而

得到矩阵 。根据矩阵 的Toeplitz性质对向

量 求解。对于Toeplitz矩阵 ，可以由第1列

元素 完全确定，根据式(24)可知， 可以表示为

^ =

r¤X
i=1

pi ('i) = (27)

根据矩阵 和向量 的特性，可通过构造式(28)
对矢量 求解

~ = ~ (28)

~ =
h

T H
¡1

iT
~ =
h
^T ^H¡1

iT
¡1

^¡1 ^

其中， ,  , 

与 分别表示由矩阵 与向量 除去第1行元素构

成的矩阵与向量，根据式(28)，可获得向量 为

=
³
~ H ~

´¡1
~ H~ (29)

根据得到的发射滤波器组 ，则MIMO雷达

发射信号可以表示为

= (30)

3.3  MIMO雷达发射波形PAPR分析

m

本节对所提算法的发射波形的PAPR以及各阵

元发射信号的能量进行分析。根据式(30), MIMO
雷达第 个发射阵元的发射信号为

m = rm
¹ (31)

rm m m其中， 表示矩阵 的第 行，那么第 个发射

阵元的发射信号的平均功率为

Pa;m =
1
Q rm

¹ ¹H H
rm =

k k1
Q

(32)

由式(32)可知，本文所提算法设计的发射波

形，各发射阵元的发射信号的平均功率同阵元序号

无关，各阵元发射的平均功率相等，即所提算法设

计的波形满足等能量发射准则。根据PAPR的定

义，所提算法的发射信号的PAPR可以表示为

PAPRm =
max jsm;lj2

QPa;m
(33)

sm;l m
l

其中， 表示MIMO雷达第 阵元的发射信号的

第 个元素，且
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jsm;lj2 = rm cl
H
cl

H
rm

=

NX
k=1

NX
n=1

p
¾k
p
¾nscl (k) s¤cl (k)

¢ej2 (m¡1)d(sin('k)¡sin('l))=¸

·
NX

k=1

NX
n=1

p
¾k
p
¾n = N k k1 (34)

cl l scl (k)

¾k cl k
m

其中， 表示正交波形矩阵 的第 列， 与

分别表示 与 的第 个元素。将式(32)与式(34)
代入式(33)，得到MIMO雷达第 个阵元的发射信

号的PAPR满足

PAPRm =

1
Q
max jsm;lj2

Pa;m
· N · M ¡ 1 (35)

3.4  计算量分析

O
¡
M 3:5

¢
O (M lg (M)+QM)

O
¡
M 3:5+IQM 2+IQ

¢
I

本节将对所提算法的运算量进行分析。本文所

提算法的计算量主要集中于式(20)的求解，其计算

复杂度为 。基于FFT的算法的计算复杂度

为 ，因此，所提算法的运算量

要大于基于FFT算法的运算量。而基于SQP算法为

得到发射信号的相关矩阵 ，然后根据得到的相关

矩阵 ，利用循环算法对发射波形进行求解所需的

总运算量为 ，其中 为循环算

法的循环次数。一般情况，循环次数的值为几十次

以上，因而所提算法的运算量低于基于SQP算法的

运算量。

4    仿真实验

64£ 64

64
2 50

本节进行以下仿真实验来验证所提算法的有效

性。本文将所提算法与基于FFT算法以及基于

SQP算法进行比较。假设本文算法与基于FFT算法

设计发射波形所需的正交波形是从 阶的

Hadamard矩阵中提取的，而基于SQP算法的发射

信号长度设定为 且其允许的真实信号的PAPR设
定为 ，循环算法的循环次数设定为 。以下仿真

实验针对不同雷达工作模式，对各方法所设计的发

射波形的性能进行比较。

实验 1　MIMO雷达工作模式为搜索模式

¡30± 40±

16

当雷达工作在搜索模式下，待检测目标的方向

未知，此时希望雷达系统可以照射较大空域范围。

根据上述情况下，本仿真实验设定期望能量方向图

为波束指向为 以及波束宽度为 的非对称等

幅宽波束。假设发射阵列为由 个阵元构成的均匀

等距线阵，其中阵元间距为半波长，采用上述各方

法对发射波形进行设计，分别得到各方法设计波形

的发射能量分布图及期望发射能量分布图，如图1

所示。从图1可以看出，除基于FFT的算法外，其

它算法设计的发射波形所对应的发射能量分布图同

期望发射能量分布图均有良好的匹配性能。

16
¡30± 30± 60±

40±

同时对各方法设计波形的发射能量图的匹配误

差进行分析。首先固定发射阵元个数为 ，而期望

方向图是波束指向为 ，波束宽度为 ～ 变

化的非对称宽波束，得到如图2所示的各方法设计

波形的匹配误差随波束宽度的变化图。然后固定期

望方向图的波束宽度为 ，发射阵元个数从10～
30变化，得到如图3所示的各方法设计波形的匹配

误差随阵元个数的变化图。从图2与图3可以看出，

本文算法的发射波形匹配性能接近于基于SQP算法

的匹配性能，却明显优于基于FFT算法的匹配性能。

为验证本文算法设计波形性能的好坏，本实验

对各方法所设计波形的PAPR以及各方法的计算量

进行比较，图4表示各方法所设计波形的PAPR随
发射阵元的变化图，图5表示各方法运算时间随发

射阵元个数的变化图。从图4可以看出，本文算法

所设计的波形满足小的PAPR。从图5可以看出，

本文算法的计算量大于基于FFT算法，但小于基于

SQP算法的运算量。虽然本文算法的运算量大于基

于FFT算法的运算量，但本文算法的匹配性能更优。

本文算法的匹配性能虽略差于基于SQP算法，但有

更低的运算量，因而本文算法有更好的综合性能。

实验 2　MIMO雷达工作模式为多强目标跟踪

模式

¡40± 0± 40±

20±

当雷达工作在多强目标跟踪模式时，此时希望

雷达可以同时辐射多个窄波束用以对多个目标进行

跟踪，所以本实验设计的期望发射能量方向图包含

3个窄波束，其中波束指向分别为 ,  ,  ，

波束宽度均为 ，其它仿真条件同仿真实验1，得

到如图6所示的发射能量分布图，同时比较各算法

得到的发射波形的PAPR，如图7所示。从图6看

 

 
图 1 各方法发射能量图匹配结果
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出，本文算法设计的发射波形的匹配性能接近于基

于SQP算法的匹配性能，但优于基于FFT算法的匹

配性能。图7的仿真结果表明，本文算法设计的发

射波形满足小的PAPR。

实验 3　MIMO雷达工作模式为同时跟踪多个

不同回波能量的目标

24

在实际雷达系统中，不同目标的反射截面积之

间存在较大差异，为了使雷达能更好地检测到低回

波信号能量的雷达目标，需向弱目标所在方向辐射

更多的能量。本实验中，假设发射阵列为由 个阵

元构成的均匀等距线阵，其中阵元间距为半波长，

为了能够很好跟踪不同回波能量的目标，期望方向

图设定如式(36)

Pd (µ)

=

8>>><>>>:
0:1 (cos (n1µ)+1) ; µ 2 [µ1¡ B1=2; µ1+B1=2]
cos (n2µ)+1; µ 2 [µ2¡ B2=2; µ2+B2=2]

0:5 (cos (n3µ)+1) ; µ 2 [µ3¡ B3=2; µ3+B3=2]

0;

(36)

µi Bi

i i = 1; 2; 3

[µ1; µ2; µ3] = [¡50±;¡10±; 65±] [B1;B2;B3] =
[20±; 25±; 18±] ni = ¯x (360=Bi) i

其中， 与 分别表示期望发射能量方向图第

( )个主瓣的波束指向与波束宽度，其具

体参数为 , 

,  表示控制第 个主瓣

形状的参数。当理想期望方向图在不同方向的能量

分布差异较大时，基于FFT算法的性能急剧恶化，

所以本实验仅采用所提算法以及基于SQP的算法设

计发射波形，得到如图8所示的发射能量分布图，

同时比较各算法得到的发射波形的PAPR，如图9
所示。从图8可知，所提算法依然有良好的波形匹

 

 
图 2 匹配均方误差随期望发射能量图波束宽度的变化曲线图

 

 
图 3 匹配均方误差随发射阵元个数的变化曲线图

 

 
图 4 各方法所设计波形的PAPR

 

 
图 5 各方法运算时间随发射阵元个数的变化曲线

 

 
图 6 各方法发射能量图匹配结果

 

 
图 7 各方法所设计波形的PAPR
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配性能，进一步验证了所提算法的有效性。图9的
仿真结果进一步验证了所提算法满足小的PAPR。

5    结论

本文提出一种基于原子范数的MIMO雷达发射

波形设计方法。本文算法将原子范数的思想应用到

MIMO发射波形设计中，由于发射滤波器组是从连

续域中选取，避免了因离散误差引起的失真。而且

本文算法仅需要设计发射滤波器组，所以本文算法

的运算量低于现有基于发射波形相关矩阵设计和发

射波形综合的波形设计方法的运算量。理论分析与

仿真实验表明，本文算法满足等能量发射准则以及

小的PAPR。同时，本文算法相比于现有算法有较

低的运算量以及良好的匹配性能。
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