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摘   要：扩散式仿射投影算法(DAPA)是实现分布式网络参数自适应估计的一种重要方法，该算法在输入信号存

在相关性时仍快速收敛，但抑制具有脉冲特性的非高斯噪声能力弱，且固定步长对收敛性有所限制。为此，该文

提出了基于Wilcoxon范数的变步长符号扩散式仿射投影算法(VSS-DWAPA)。首先，引入稳健估计理论中抗异常

值能力强的Wilcoxon范数作为代价函数并根据其取值特点进行了符号量化，推导出了新的迭代方程；其次，针对

固定步长的局限性，采用迭代方式实现了误差信号对步长的控制，在初始阶段和接近收敛阶段选择不同的步长，

使算法具有更好的适应性。仿真结果表明，在非高斯噪声下本文的VSS-DWAPA算法在收敛性、跟踪性等方面均

优于现有一些扩散式自适应滤波算法，同时在高斯噪声环境下也具有较好的性能。
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Abstract: Diffusion Affine Projection Algorithm (DAPA) is an important method to realize the adaptive

estimation of distributed network parameters. The algorithm can converge rapidly even when the input signal

has correlation. The disadvantage of DAPA is that the ability to suppress non-Gaussian noise with impulsive

characteristics is weak, and the fixed step size limits the performance of the algorithm. In this paper, a Variable

Step size Sign Diffusion Wilcoxon Affine Projection Algorithm (VSS-DWAPA) is proposed. Firstly, the

Wilcoxon norm which has strong ability to resist outliers is introduced as the cost function, and sign

quantization is carried out according to its value characteristics, and then a new iterative equation is derived.

Secondly, considering the limitation of fixed step size, the control of error signal to step size is realized through

iterative method. That is, in the initial stage and the almost convergent stage, the step size is selected

differently, which effectively makes it have better adaptation. The simulation results show that the proposed

VSS-DWAPA is superior to some existing diffusion adaptive filtering algorithms in convergence, stability and

tracking. It can also work well in Gaussian noise environment.
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1    引言

分布式自适应估计是一种多节点协作的信息处

理方式，即传感器网络中的各个节点均通过自适应

迭代方式参与计算，并按照特定的协作策略与邻居

节点进行信息交互，从而实现对感兴趣参数的有效

估计。在各种节点协作策略中扩散策略[1]更具灵活

性和适应性，适于实现大规模网络参数的自适应估

计。因而，在救灾管理、精确农业、电力系统建设

等众多领域[2–4]得到了广泛应用。

根据输入信号的特性不同，扩散式自适应估计

算法可分为白输入信号算法和有色输入信号算法。

最早提出的扩散式自适应估计算法—DLMS

(Diffusion Least Mean Square)及其改进算法[5–7]就

是在白输入信号的假设之下得到的，对于有色输入
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信号该类算法的性能退化严重。为此，各种针对有

色输入信号的算法相继出现，扩散式仿射投影算法

(Di f fu s ion  Af f ine  Pro j ec t i on  Algor i thm,

DAPA)[8,9]是其中之一，它是在DLMS的基础上通

过对输入数据的重用来保证在输入信号存在相关性

时仍快速收敛。为了便于算法分析，DAPA算法简

单地假设系统加性噪声为符合大数定理的高斯分

布。但是，实际应用中往往会遇到由大气、同信道

干扰、节点失效等造成的具有脉冲特性的非高斯噪

声[10–16]，这类噪声在幅度上的强脉冲性会导致传统

基于高斯假设的2阶统计量算法发生性能退化甚至

完全失效，而DAPA算法恰恰是基于2阶统计量

的，故其不适用于非高斯噪声。抑制非高斯噪声的

方法大致可分为两类：信息论法和稳健统计量法。

信息论法依据熵是局部相似性的度量而采用最大相

关熵准则(Maximum Correntropy Criterion,

MCC)[12,13]和最小误差熵[14]抑制具有脉冲性的异常

值即非高斯噪声。稳健统计量法是目前主流的非高

斯噪声抑制方法，用于扩散式自适应估计的稳健统

计量主要是M估计量和L1范数，该类方法通过求取

某个非2阶统计函数的最小化来获得最优估计[15–19]。

实际上，在稳健估计理论中还有另一种对抗异常值

非常有效的估计量：R(Rank based estimator)估计

量，其代价函数是通过对误差值进行排序的评分函

数来定义的。R估计量的优点是计算量小且抗异常

值能力强[20]，其中的Wilcoxon范数近年来得到了信

号处理领域的广泛关注，目前的研究主要集中在单

节点的参数估计上：Majhi等人[21]将Wilcoxon范数

作为代价函数提出Wilcoxon最小均方误差算法

(Wilcoxon Least Mean Square, WLMS)，实现了

稳健的系统辨识算法；Ban等人[22]提出了基于Wilcoxon

范数的仿射投影算法(Wilcoxon Affine Projection

Algorithm, WAPA)，通过最小化加权Wilcoxon

范数来克服APA算法的不足；文献[23]提出符号回

归Wilcoxon LMS算法(Sign-regressor Wilcoxon

LMS)，获得了更快的收敛速度；文献[24]在块最小

二乘算法(Block Recursive Least Square, BRLS)中

加入Wilcoxon范数，通过QR分解减少其计算量。

Wilcoxon范数在分布式自适应网络的应用起步较

晚，最早出现的是由Kumar等人[25]于2016年提出的

扩散最小Wilcoxon范数(Diffusion Minimum Wilcoxon

Norm, DMWN)算法，该文分别在不同非高斯条件

下对算法进行了验证并给出了理论分析。

受上述文献启发，考虑到非高斯噪声对DAPA
类算法的影响，本文基于Wilcoxon范数对原代价函

数进行了改进，得到了新的迭代方程，同时为提升

算法的适应能力，基于最优步长的上界提出了变步

长策略，即通过建立步长与误差信号之间的非线性

关系打破固定步长的局限性，在收敛初始阶段，采

用大步长加快收敛速度；当接近收敛阶段，保持步

长不变。仿真实验表明，本文新算法在非高斯噪声

和高斯噪声环境下均表现出良好的性能。

col{x1 x2

··· xN} x1 x2 ··· xN

[·]T sign(·)
E[·] diag{·}

λmax(·) INM N ×M

X ⊗C

|| · ||22 | · |
med(·) ≜

文中用到的各种运算及其含义为：

表示将列向量 依次纵向组成一个

列向量， 表示求矩阵的转置， 表示符号运

算， 表示求期望， 表示产生对角矩阵，

为矩阵的最大特征值， 为 的单位

矩阵， 表示求两矩阵X和C的克罗内克积，

为向量的欧氏范数的平方， 表示求绝对值，

表示求中值， 表示定义。

2    问题描述

2.1  系统模型

N

k Nk

k l, k

clk

w0 M × 1 uk(i) M × 1

k i {dk(i),uk(i)}
k = 1, 2, ···, N

考虑一个由 个节点组成的分布式网络，所有

与节点 直接相连的邻居节点集合记为 (包括节点

自身在内)，其中的任意两个邻居节点 通过融

合系数 实现信息交互。网络中待估计的未知参数

向量 是 维向量， 是 的输入向

量，则节点 在 时刻的局部测量值为 ,

，它们之间的线性关系为

dk(i) = wT
0uk(i) + ηk(i) (1)

M uk(i) = [uk(i) uk(i− 1) ···

uk(i−M + 1)]T M × 1 uk(i)

ηk(i) ηk(i)

其中， 为滤波器长度，

是 维的输入向量。假设

和 相互独立， 为背景噪声，在实际场景中

它可能是符合高斯分布的高斯噪声，也可能是不符

合高斯分布的非高斯脉冲噪声。本文采用混合高斯

模型[13,16,19]来描述非高斯噪声：

ηk(i) = χk(i) +mk(i) = χk(i) + b(i)vk(i) (2)

χk(i) vk(i)

σ2
χ,k σ2

v,k σ2
v,k ≫ σ2

χ,k mk(i) = bk(i)

vk(i) bk(i)

P [bk(i) = 1] = pk P [bk(i) = 0] = 1− pk

pk k

ηk(i)

其中， 与 是独立同分布的零均值高斯白噪

声，方差分别为 和 ( ), 

表示非高斯噪声， 为伯努利过程，其概率

密度函数为 , ,

表示在节点 脉冲性噪声发生的概率。相应地，

的概率密度函数为

fη,k(x) =
1− pk√
2πσχ,k

exp

(
−x2

2σ2
χ,k

)

+
pk√
2πσs,k

exp

(
−x2

2σ2
s,k

)
(3)

σ2
η,k = pkσ

2
s,k + (1− pk)σ

2
χ,k σ2

s,k = σ2
χ,k+

σ2
v,k σ2

m,k = pkσ
2
v,k ζim =

σ2
m,k

σ2
χ,k

其 中 ， ,  

, , 表示非高斯噪声与
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ηk(i)

{dk(i),uk(i)} w0

高斯噪声在 中所占比例。本文算法的目标就是

在这种非高斯噪声模型下，利用 估计 。

2.2  传统的DAPA算法

扩散式策略有两种实现形式，一是先融合再进

行自适应的CTA(Combine-Then-Adapt)模式，二

是先进行自适应再融合的ATC(Adapt -Then-
Combine)模式。二者的基本结构相同，但融合和

自适应的顺序不同导致ATC模式比CTA模式能够

更快速地遍历所有的节点，因此本文采用ATC
模式[1]。

k = 1, 2, ···, N
A T C 模式下扩散式自适应估计的节点

的迭代过程为

Φk(i+ 1) = wk(i)−∇Jk[wk(i)]

wk(i+ 1) = f [Φl(i+ 1); l ∈ Nk]

}
(4)

f [Φl(i+ 1); l ∈ Nk] k

l Nk k

∇Jk(wk(i)

式中， 表示节点 与其邻居节点

间的融合函数， 表示节点 的所有邻居节点的集

合； 是代价函数的梯度，根据代价函数

的不同可以得到不同算法的迭代过程。

M × P Uk(i) =

[uk(i) uk(i− 1) ··· uk(i− P + 1)]

dk(i) = wT
0Uk(i) + ηk(i) = [dk(i) dk(i− 1) ··· dk

(i− P + 1)] ηk(i) = [ηk(i) ηk(i− 1)

··· ηk(i− P + 1)]

w0

DAPA算法在DLMS算法的基础上对输入数据

进行重组，将P(称为仿射投影阶数)个输入向量组

合形成输入信号的 维矩阵形式：

；期望信号表示

为

；噪声向量表示为

。传统的DAPA 算法在噪声符合高

斯分布的假设下，通过求解式(5)的最优化问题来

估计权向量 。

min ||Φl(i+ 1)−wk(i)||22 (5)

由此可以看到，DAPA算法是一种2阶统计量

方法，在非高斯噪声下必将失效。

3    本文提出的算法

3.1  迭代方程的推导

φ(u)

φ(u)

∫ 1

0

φ2(u)du < ∞

u ∈ [0, 1] L v =

[v1 v2 ··· vL]T ∈ RL

Wilcoxon范数 [24]的定义通过评分函数 描

述， 是一个递增函数，并满足 ，

其自变量 是实数。对于维数为 的向量

，其Wilcoxon范数定义为

∥v∥Wilcoxon =

L∑
i=1

φ

[
R(vi)

L+ 1

]
vi = vTa(v) (6)

vi v i R(vi) vi

a(vi) = φ

[
R(vi)

L+ 1

]
其中， 表示向量 的第 个分量， 表示 在新

构成的升序排列的向量中对应的位置序号。为描述

简便，定义 。

考虑到Wilcoxon的诸多优点，本文基于Wilcoxon
范数推导新的迭代方程。后验误差向量：

ek(i) = dk(i)−UT
k (i)wk(i) (7)

由于冲击噪声样本对算法性能的影响发生在迭代过

程中，因此为提高算法对非高斯噪声的鲁棒性，增

加一个约束条件，从而最小化条件约束公式为

min ||ek(i)||Wilcoxon

s.t. ||Φk(i+ 1)−wk(i)||22 ≤ µ2
k(i)

}
(8)

采用拉格朗日算子法求解上述优化问题，有

J(k) = ||ek(i)||Wilcoxon+λk[||Φk(i+1)−wk(i)||22−µ2
k(i)]
(9)

wk(i)对式(9)求关于 的偏导数并令其为零，同时考

虑式(6)的Wilcoxon范数定义，得到

Φk(i+ 1) = wk(i) +
1

2λk
Uk(i)a[ek(i)] (10)

对式(8)的约束条件取等号，并将式(10)代入，得到

λk =
1

2µk

√
{Uk(i)a[ek(i)]}T{Uk(i)a[ek(i)]} (11)

继而可得

Φk(i+ 1) = wk(i) + µk(i)

· Uk(i)a[ek(i)]√
{Uk(i)a[ek(i)]}T{Uk(i)a[ek(i)]}+ δ

(12)

δ为很小的数。

φ(u) =
√
12(u− 0.5)

φ(u) = sign(u− 0.5)

同时，考虑到Wilcoxon范数中评分函数的范

围，本文将原来的评分函数：

替换为 ，从而得到本文的迭代

方程为

Φk(i+ 1) = wk(i) + µk(i)

·
Uk(i)sign

{
R[ek(i)]

P + 1
− 0.5

}
√
{Uk(i)a[ek(i)]}T{Uk(i)a[ek(i)]}+δ

wk(i+ 1) =
∑
l∈Nk

clkΦl(i+ 1)


(13)

clk∑
l∈Nk

clk = 1

其中， 称为融合参数，其取值满足条件

。

为进一步提高算法的适应性，本文采用步长可

变策略，具体的推导过程见3.2节。

3.2  变步长的推导

Φ̃k(i) = w0 −Φk(i)

w0

由式(13)定义中间估计误差 ，

这里假设待估计向量 是时不变的，则有

Φ̃k(i+ 1) = Φ̃k(i)− µk(i)

· Uk(i)a[ek(i)]√
{Uk(i)a[ek(i)]}T{Uk(i)a[ek(i)]}+ δ

(14)

所以

E(||Φ̃k(i+ 1)||2) ≜ E(||Φ̃k(i)||2) + ∆(µk(i)) (15)
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∆(µk(i)) ≜ −2µk(i)

E

 a[eTk (i)]U
T
k (i)Φ̃k(i)√

{Uk(i)a[ek(i)]}T{Uk(i)a[ek(i)]}+ δ

+ µk
2(i)

µk(i) i

i+ 1 ∆(µk(i))

∆(µk(i))

这里，

是关于 的函数。为使式(15)所示的从 时刻到

时刻的均方差达到最小， 必须进行最

小化计算。将 重写为

∆(µk(i)) = −2µk(i)

E

 a[eTk (i)]ek(i)− a[eTk (i)]ηk(i)√
{Uk(i)a[ek(i)]}T{Uk(i)a[ek(i)]}+ δ

+ µ2
k(i)

(16)

a[eTk (i)]ηk(i)式(16)中第1项分子部分的 直接包含噪

声成分，因此对其进一步讨论：

a[eTk (i)]ηk(i) = sign

{
R[Φ̃T

k (i)Uk(i) + ηT
k (i)]

P + 1
− 0.5

}
· ηk(i) ≤ ||ηk(i)||1 (17)

||ηk(i)||1 E[||ηk(i)||1] |ηk(i)|将 近似为其期望： ，并考虑

可看作为半正态分布[26]，得到

||ηk(i)||1 ≈ E[||ηk(i)||1]=P

√
2

πσηk
(18)

因此，

∆(µk(i)) ≈ −2µk(i)

E


a[eTk (i)]ek(i)− P

√
2

πσηk√
{Uk(i)a[ek(i)]}T{Uk(i)a[ek(i)]}+ δ

+ µ2
k(i)

(19)

µk(i)

µk(i)

将式(19)的右边定义为关于 的函数，并对其求

关于 的导数，再令其为零，同时考虑到期望难

以得到，首先设

βk(i) =
a[eTk (i)]ek(i)− P

√
2

πσηk√
{Uk(i)a[ek(i)]}T{Uk(i)a[ek(i)]}+ δ

(20)

σηk式(20)中的 可由文献[26]的方法得到，然后采用

滑动平均方法获得可变步长：

µk(i) = γµk(i−1)+(1−γ)min[|βk(i)| , µk(i−1)] (21)

γ 0<γ<1 µk(0)=

√
σ2
dk

σ2
uk
N

σ2
dk

σ2
uk

µk(i)

βk(i)

( )是滑动系数，变步长的初值 ,

和 分别是输入信号和输出信号的功率。非高

斯的冲激噪声样本是以小概率随机出现的，且具有

很大的幅度，也就是说，强脉冲性的非高斯噪声样

本不是经常出现的，同时考虑到在初始阶段 比

较大，所以步长选择为 ，从而步长会根据

∣∣a[eTk (i− 1)]ek(i− 1)
∣∣的变化而更新，而在接近稳定

阶段就保持步长不变。当非高斯噪声出现时，步长

保持不变，以避免脉冲噪声样本对步长参数的负面

影响。

4    实验仿真

w0= rand(M, 1)/norm

[rand(M, 1)] rand( · )
M=20

σ2
g

G(z) =
1

(1 + 0.9z−1)

χk(i) σ2
χ,k vk(i) χk(i)

σ2
v,k

ηk(i)

ζim = 10000 pk=0.01

为验证算法的有效性，这里将本文算法、

DLMS [ 5 ] ,  DAPA [ 8 ] ,  DSELMS [ 7 ] ,  DMCC [ 1 3 ] ,
DLMP[6]算法在系统辨识问题中所获的结果进行了

对比分析。待估计的系统为

,  表示标准的均匀分布函数，

，系统所在的分布式网络由20个节点组成，

融合参数由Metropolis准则[1]获取。本文分别对白

信号和有色信号两种输入进行了仿真：白信号是均

值为零，方差为 的高斯白噪声；有色信号由上述

白信号经过1阶AR系统 得到。

仿真中加性噪声分别为：高斯噪声和非高斯噪声，

高斯噪声为 ，其方差为 ; 是与 独

立同分布的零均值高斯白噪声，其方差为 ，二

者相加组成非高斯噪声 ，如式(2)所示。仿真

中取 , 。同时，定义信噪比为

SNR = 10 lg(σ2
d0,k

/σ2
ηk
) (22)

σ2
d0,k

uT
k (i)w0

γ = 0.99 P = 4

其中， 为 的方差。设所有节点的信噪

比均为20dB，其它参数设置为： ; ;
DMCC的核宽取2, DLMP中的p=1.8。文中采用

NMSD(Network Mean Square Deviation) 作为算

法收敛性能的衡量标准：

NMSD =
1

N

N∑
k=1

10 lg
∥wk −w0∥2

∥w0∥2
(23)

NMSD的值越小意味着所估计的向量越逼近未知系

统，所有结果均为50次独立平均的结果。

4.1  输入为白信号

(1) 背景噪声为高斯噪声

图1所示为输入为白高斯信号，背景噪声为高

斯噪声时各算法的性能，DLMS, DSELMS, DMCC,
DLMP, DAPA算法的步长分别为0.0038, 0.0066,
0.2, 0.0072, 0.021。由图1可以看到，在这种条件下

本文算法仍可以收敛，但是性能不如其他算法，原

因是本文算法是针对有色输入和非高斯噪声而提出的。

(2)背景噪声为非高斯噪声

图2所示为在非高斯噪声下这7种算法的NMSD
曲线。实验中设置DLMS, DSELMS, DMCC,
DLMP, DAPA算法的步长分别为0.0038, 0.0066,
0.2, 0.0068, 0.008。可以看到，DLMS和DAPA算
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法已经失效，其它几种算法可以在非高斯噪声下较

好工作，本文算法由于是针对相关输入信号而提出

的，因此性能不如DSELMS和DMCC，  但与

DSELMS相差不多，且远远优于DLMP。
4.2  输入为有色信号

(1) 背景噪声为高斯噪声

图3所示为输入信号为有色信号，背景噪声为

高斯噪声下各算法的性能曲线。DLMS, DSELMS,
DMCC, DLMP, DAPA算法的步长分别为0.0023,
0.0076, 0.56, 0.0072, 0.008。可以看到，尽管背景

噪声是高斯噪声，但DLMS算法由于并未考虑输入

信号的相关性而导致性能较差，而DSELMS,
DLMP, DMCC算法均是针对非高斯噪声而提出

的，且没有输入信号的相关性，因此性能也不理

想。DAPA算法采用了信号重用策略减少了信号相

关性的影响，因此在高斯噪声下获得的性能最好。

但是，同时也看到，本文算法优于DSELMS,
DLMP及DMCC算法，与DAPA算法几乎相同，这

说明本文算法在高斯噪声条件下也可很好地工作。

(2) 背景噪声为非高斯噪声

输入信号为有色信号，背景噪声为非高斯噪声，

并为进一步说明本文算法优越性，考虑了系统突变

i = 10000 w0

−w0

的情况，即在 时，待估计系统由 突变

为 ，各算法的跟踪性能如图4所示。实验中设

置DLMS, DSELMS, DMCC, DLMP, DAPA算法

的步长参数分别为0.0023, 0.0056, 0.75, 0.0071,
0.008。可以看到，DLMS算法和DAPA算法在非高

斯噪声下失调，不能跟踪系统的变化，其他算法能

够正常收敛，而本文算法在信道改变之后仍保持收敛，

且稳态误差最小即抑制非高斯噪声的能力最强。

 

 
图 3 输入为有色信号，各算法在高斯噪声下的NMSD曲线

 

 
图 4 输入为有色信号，各算法在非高斯噪声下的跟踪性能

 

5    结论

本文基于Wilcoxon范数改进了DAPA算法的代

价函数，并考虑固定步长的局限，提出了具有较强

鲁棒性的扩散式自适应参数估计新算法。仿真结果

表明，本文的新算法不仅能有效抑制非高斯噪声的

干扰，而且在高斯噪声下也能获得良好性能。在非

高斯噪声下，与现有一些针对非高斯噪声而提出的

方法相比，本文算法具有更好的性能。需要指出的是，

本文算法的复杂度与文中所对比的算法要略高一些。
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