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基于时域混合场积分方程求解目标瞬态散射特性  

任  猛    周东明    刘  锋    何建国 
(国防科技大学电子科学与工程学院  长沙  410073) 

摘  要：当入射平面波的频谱包含目标的谐振频点时，时域电场积分方程和时域磁场积分方程求解的表面电流不稳

定，会出现后期震荡现象。通过线性组合时域电场积分方程和时域磁场积分方程，可以获得一种混合场积分方程。

数值结果显示，这种混合场积分方程消除了因内部谐振引起的后期震荡，得到了稳定的表面电流分布和远区散射场。 
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The Solution of Time-Domain Combined Field Integral Equation for  
Transient Scattering by Conducting Surfaces of Arbitrary Shape 
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Abstract: The time-domain EFIE and MFIE approaches produce late-time oscillation for transient scattering 
responses from conducting objects when the incident spectrum of the field contains frequency components, which 
may correspond to the internal resonance of the structure. A time-domain Combined Field Integral Equation 
(CFIE) is presented. This formulation is based on a linear combination of the time-domain EFIE with MFIE. 
Numerical results for the EFIE, MFIE, and CFIE are presented and compared with those obtained from the 
Inverse Discrete Fourier Transform (IDFT) of the frequency-domain CFIE solution. And the time-domain CFIE 
solutions devoid of any resonant components. 
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1  引言  

随着脉冲雷达、高分辨率雷达在目标识别和超宽带技术

方面的飞速发展，目标的时域特性越来越引起人们的兴趣[1]。

基于矩量法(MOM)求解时域积分方程(TDIE)是获得目标时

域特性的一种有效手段，近年来得到了广泛的关注和深入的

研究。与时域差分方程方法相比，采用积分方程求解目标电

磁瞬态特性有其特有的优势：(1)只对目标表面进行剖分，减

少了求解的未知数；(2)自动满足远场边界条件。在时域积分

方程的求解中，一般采用时间步进(MOT)迭代算法， MOT

算法分为显示[2]和隐式[3]两种方案。但是不管是显式方案，

还是隐式方案，单独求解时域电场积分方程[2](TD-EFIE)或

者时域磁场积分方程[4]，只要入射脉冲的频谱包含目标的谐

振频点时，都会存在后期震荡现象，使计算结果不稳定。 

TD-EFIE 和 TD-MFIE 的后期震荡，阻碍了时域积分方

程方法在实际中的应用。针对后期震荡现象，一些学者提出

了空间滤波和时间滤波方案[5−8]，部分缓解了后期震荡效应；

利用精确的空间积分规则并且恰当地选择时间步长[9]，同样

起到了平稳 MOT 算法的作用。但是这些方案都不能从根本
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上消除因目标内部谐振带来的后期震荡，Shanker 等人[10]对

此现象进行了深入分析，指出将电场和磁场积分方程进行某

种组合，构成混合场积分方程，可以消除因谐振引起的后期

震荡；文献[11]表达了同样的思想，只是混合场的组合方式

不同；文献[12]也采用了混合场积分方程求解目标瞬态特性，

将电场积分方程和磁场积分方程都对时间求偏导，并且采用

了高阶矢量基函数和带限外插技术。本文只对电场积分方程

进行一阶求导，采用低阶 RWG 空间基函数[13]，三阶时间基

函数，线性组合推导时域混合场积分方程，数值结果显示其

计算结果的稳定性。 

2  电磁场积分方程 

设自由空间V 中一闭合理想导体(PEC)，其表面为S ，

n 为外表面法向方向。入射场 iE ， iH 激励导体表面产生感

应电流J ，进而在空间产生散射场 sE ， sH 。根据边界条

件可得 

( ) 0i s× × + =n n E E              (1) 

( )i s× + =n H H J                (2) 

其中 

 



第 2 期                       任  猛等：基于时域混合场积分方程求解目标瞬态散射特性                         495 

( )s

t
φ∂= − −∇

∂
AE J              (3) 

( ) 1s
μ

= ∇×H J A                 (4) 

      ( ) ( ),
, d

4 S
t S

R

τμ
π

′
′= ∫

J r
A r           (5) 

( ) ( )
0

, '1, d d
4

T

s

t
t t S

R
φ

πε

′∇ ⋅
′ ′= − ∫ ∫

J r
r        (6) 

R ′= −r r 为场点到源点距离， t R Cτ = − 为延迟时间。

为消除电标位的时间积分，对式(1)两边求导，得到时域电场

积分方程(TD-EFIE)： 
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对式(2)的源积分抽取 Cauchy 主值并进行相应的矢量变换，

得到时域磁场积分方程(TD-MFIE)： 
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对式(7)，式(8)进行如下线性组合，可以得到时域混合场积

分方程(TD-CFIE)： 
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0 1k≤ ≤ 为线性组合系数， 0k = ，式(9)为 TD-EFIE，

1k = ，式(9)转化为 TD-MFIE， η 为自由空间波阻抗。 

3  积分方程的离散 

矩量法求解积分方程，首先要把目标的表面电流用基函

数展开。采用三角形网格剖分，选择定义在三角形对上的

RWG 基函数作为空间基函数(如图 1)，其表达式如式(10)所

示；选择三阶多项式作为时间基函数(如图 2)，其表达式如

式(11)所示，其中 nA 为三角形的面积， tΔ 为时间步长： 
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  图 1  三角形对和相关几何参数         图 2  时间基函数波形 
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因此表面电流能用上述空间基函数和时间基函数展开成如

下形式： 
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sN ， tN 分别表示空间采样和时间采样数， ( )iT t T=  

( )t i t⋅ − ⋅Δ 。将式(12)代入式(7)，式(8)，式(9)，求解电流

系数 ,n iI 即可获得任意时刻表面电流分布。 

4  MOT(Marching-On-in-Time)迭代方案 

应用 Galerkin 法检验，选择空间展开函数 nf 作为检验

函数，定义内积如下： 
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将式 (12)代入式 (7)，式 (8)，并对式 (7)，式 (8)在时刻

jt t j t= = Δ 应用上述检验过程得 
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it R Cτ = − 表示时间延迟，作代换 i j i↔ − ，同时考虑到

时间基函数 (0) 1T = 的特性可得 
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则式(21)与先前时刻的电流系数无关，只包含当前时刻的电

流系数 ,n jI ，也是待求解的未知量。将这种代换代入式(14)

右边求和中，可得 
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式(22)右边第 1 项包含当前电流系数(未知量)，第 2 项包含

先前各时刻的电流系数，都为已知量。将式(22)代入式(14)，

可得电场积分方程的 MOT 隐式形式： 
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同理，可得磁场积分方程的 MOT 隐式形式： 
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将式(23)，式(24)按照式(9)进行线性组合，即得混合场积分

方程的 MOT 隐式形式： 
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式(25)左边的系数矩阵是一个 s sN N× 稀疏矩阵，右边是一

个 1sN × 向量，采用基于 Krylove 子空间法迭代求解电流系

数 jI 。 

式(25)中，对于奇异积分，采用围线积分求解；对于非

奇异积分，内层积分采用 7 点 Guass 采样，外层积分在三角

形质心采样，数值求解。 

5  数值结果 

设置入射场为 Gauss 平面波，其电磁场分量定义为 
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其中  
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波矢量 = −k z ， 0 =E x ， T 是脉冲宽度，延迟时间

0Ct 6lm= (light meter：光传播 1m 所用的时间)。 

图 3 为三角形剖分后的立方体和圆柱模型，它们都为理

想导体，中心在原点，其中立方体的边长为 1m，三角形总

数为 192 个，未知数 288 个 ；圆柱的底面半径是 0.5m，高是

1m，三角形 136 个，未知数 204 个 。图 4 是 4lmT = 时立

方体顶面中心处电流的瞬态分布情况。由图可知，EFIE 在大

约 70 lm 后出现震荡现象，MFIE 要比 EFIE 震荡晚一些，而

CFIE 一直保持稳定，没有出现后期不稳定现象。图 5 是

6lmT = 时立方体顶面中心处的电流分布，从图上可以看出，

虽然 MFIE 仍然比 EFIE 晚震荡，但是总体上看，MFIE 和

EFIE 都比 4lmT = 时提前震荡，这主要是由于积分采样引起

的误差积累和内部谐振共同作用的结果。从图 5 中还可以看

到，CFIE 依然稳定。图 6，图 7 分别是 4lmT = 和 6lmT =
时圆柱顶面中心点处的电流分布，可以看到类似于图 4，图 5

的结果。图 8，图 9 分别是立方体和圆柱在 4lmT = 和

6lmT = 时的后向远区散射场分布，同时利用频域采样结果

经过反转离散傅里叶变换(IDFT)进行对比，可以看到 CFIE

计算的后向远区散射场与 IDFT 的结果具有较好的一致性。 

 

图 3  三角形剖分的立方体和圆柱模型 

 

   图 4  4lmT = 时立方体      图 5  6lmT = 时立方体 
顶面中心处电流分布            顶面中心处电流分布  

 

      图 6  4lmT = 时圆柱体       图 7  6lmT = 时圆柱体 
顶面中心处电流分布      顶面中心处电流分布 
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 图 8  4lmT = 和 6lmT =       图 9  4lmT = 和 6lmT =  

时立方体远场分布              时圆柱体远场分布 

6  结束语 

由于目标内部谐振频点的影响，时域 EFIE 和 MFIE 在

求解目标瞬态散射特性时，会出现后期震荡现象。但是通常

MFIE 要比 EFIE 的稳定性好，震荡会比 EFIE 向后延迟。

按照本文提出的混合场的组合方式和 MOT 隐式迭代方案，

改善了阻抗矩阵的条件数，使极点向单位圆靠拢，较好地克

服了由于目标内部谐振带来的影响，得到稳定的表面电流分

布。通过与频域采样 IDFT 的结果对比，后向散射场吻合较

好，证明了这种时域混合场积分方程计算目标散射的精确

性，为时域积分方程加速算法求解电大尺寸目标奠定了基

础。对于复杂目标，只要精确剖分，并采用适当的时间步长，

该混合场积分方程能够克服目标内部谐振，得到稳定的解。 
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