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摘   要：采用非线性对比源反演(CSI)算法求解电磁逆散射问题时，在每次迭代过程中都涉及到求解散射场数据

关于对比源和总场的微分，即Jacobi矩阵，该矩阵求解导致算法存在计算代价大和收敛速度慢等问题。该文在

CSI框架下，采用一种基于随机平均梯度下降的对比源反演算法(SAG-CSI)代替原来的全梯度交替共轭梯度算法

来重构介质目标介电常数的空间分布信息。该方法在每次迭代中只需计算随机抽取的部分测量数据在目标函数中

的梯度信息，同时目标函数对未抽中的测量数据的梯度信息保持不变，用以上两部分梯度信息共同求解出目标函

数的最优值。由模拟数据结果表明，该方法与传统CSI方法在成像精度相比拟的情况下，降低了计算代价并提高

算法收敛速度。
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Stochastic Average Gradient Descent Contrast Source Inversion
Based Nonlinear Inverse Scattering Method for

Complex Objects Reconstruction
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Abstract: When using the nonlinear Contrast Source Inversion (CSI) algorithm to solve the electromagnetic
inverse scattering problem, each iteration involves finding the differential of the dissolution radiation field data

about the contrast source and the total field, i.e., the Jacobi matrix. the solution of the matrix leads to the

problem of large computational cost and slow convergence speed of the algorithm. in this paper, a Contrast

Source Inversion algorithm based on Stochastic Average Gradient descent (SAG-CSI) is used instead of the

original full gradient alternating Conjugate Gradient algorithm to reconstruct the spatial distribution

information of the dielectric constant of the dielectric target under the CSI framework. the method only needs

to calculate the gradient information of the randomly selected part of the measurement data in the objective

function in each iteration, while the objective function keeps the gradient information of the unscented

measurement data, and the optimal value of the objective function is solved together with the above two parts

of the gradient information. The simulation results show that the proposed method reduces the computational

cost and improves the convergence speed of the algorithm when compared with the traditional CSI method.
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1    引言

电磁场逆散射方法是利用测量散射场数据，基

于电磁场前向模型和反演算法，重构目标的几何形

状和电性能参数，近年来已广泛应用于目标识别、

生物医学成像、遥感、地球物理成像、无损测试和

评价等领域[1–3]。电磁场逆散射算法在一定程度上都

依赖散射体内外场的Lippmann-Schwinger方程或

者是积分方程[4]。因为这两种方程具有非线性以及

病态性，所以导致了求解与计算都存在着巨大的挑战。

对于电磁逆散射方法，通常可以分为线性方法

与非线性方法。线性电磁场逆散射方法主要通过

1阶Born近似[5]将非线性电磁场逆散射成像模型转

换为线性成像模型，然后运用截断奇异分解正则化

(Truncated Singular Value Decomposition,
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TSVD)[6]、TV正则化[7]或稀疏约束正则化[8]等方法

进行电磁逆散射求解。非线性电磁场逆散射方法有

子空间优化方法(Subspace Optimization Method,
SOM)[9,10]，对比源反演(Contrast Source Inversion,
CSI) [4,11]，玻恩迭代法(Born Iterative Method,
BIM)[12]及其变形(Distorted Born Iterative Meth-
od, DBIM)[13]等。

对于线性近似方法而言，主要是把目标区域内

总场近似等于入射场。虽然其计算代价低，但只适

用于弱散射体。由于实际应用中的大多数散射体属

于强散射体，使得线性近似方法不能适用。针对强

散射体的反演重构问题，随着计算机性能与存储性

能的提升，近年来非线性优化方法得到广泛关注。

对于强散射体而言，由于入射波与介质目标相互作

用产生的多次散射效应，所以在成像区域的总场为

入射场与散射场的叠加。通过构造目标函数并选择

恰当的迭代优化方法来实现目标区域内的散射体重

构。这些迭代类非线性算法能精确地定量重构目标

几何形状、位置和电性能参数信息，但这些迭代类

方法具有对初值较敏感、易于陷入局部极小值和收

敛速度相对较慢等缺点。

CSI方法通过引入对比源这一辅助变量，然后

通过构建包含状态方程和数据方程的代价函数，采

用CG[14]迭代优化算法，交替更新总场与对比源。

该方法是一种全梯度方法，在每次迭代过程中都需

要计算所有测量数据关于未知变量的梯度信息，虽

然能够很好的重构散射体的介电常数及其空间分

布，但是计算代价较大，收敛速度慢。

针对此问题，本文提出一种CSI和随机平均梯

度(Stochastic Average Gradient, SAG)[15,16]优化算

法相结合的成像方法。该方法通过随机抽取部分测

量数据来计算并更新关于未知变量的梯度信息，不

仅减小了计算的复杂度，还提升迭代收敛速度。

2    电磁逆散射的一般问题

χ (r)

rj (j = 1, 2, ···, Nj)

rq(q = 1, 2, ···, Ns) Nj Ns

考虑2维电磁逆散射成像模型如图1所示。假设

在均匀无界的背景介质中，有一目标散射体存在于

非均匀且有界的目标区域D，目标区域D也称为感

兴趣区域(Region Of Interesting, ROI)。散射体的

位置以及对比度函数 均未知。在TM极化条件下，

基于同一频率的发射天线和接收天线分别按照图1中
的圆形轨迹分布，位置矢量分别为

和 ，其中 和 分别表示发射天

线与接收天线的阵元数。

∆S rm

为了便于数值的计算和编程的实现，通常将感

兴趣区域D划分成M个面积相等方形网格，每个网

格面积为 ，其中每个网格的中心位置为 ，

m = (1, 2, ···,M) a =
√
∆S/π，每个网格的半径为 ，

同时假定每个网格内的对比度函数一致。场状态方

程的矩阵形式为

Etot (rm) = Einc (rm) +GDχEtot (rm) (1)

Etot (rm) = [Er1
tot (rm) ,Er2

tot (rm) , ···,E
rNj

tot (rm)]

E
rj

tot (rm)

j ∈ (1, 2, ···, Nj) Einc (rm)=[Er1

inc (rm) ,Er2

inc (rm) ,

···,E
rNj

inc (rm)] E
rj

inc (rm)

j ∈ (1, 2, ···, Nj)

M×Nj GD χ M×M χ

χ (m,m) = χ(rm)

式中 ,

表示第j根发射天线所激发的目标区域总

场， , 

,  表示第j根发射天线所激发

的目标区域入射场， ，且大小都是

,  和 是 ,  是对角矩阵，其对角线上

的元素为 ，且2维标量格林函数为

GD(m,n)=


jkbπa
2

J1 (kba)H
(1)
0 (kb |rm − rn|),m ̸= n

jkbπa
2

H
(1)
0 (kba) , m = n

(2)

H
(1)
0 (·) J1 (·)

kb = ω(ε0µ0)
1/2

ω ε0

µ0

GR(q,m) GD(m,n)

是1阶0类汉克函数， 是第1类1阶贝塞尔

函数， 表示背景介质波数， ,  及

分别为电磁波角频率、背景介质的介电常数和磁

导率。而在格林函数中， 和

分别表示目标区域D到接收天线的格林函数与目标

区域D内的格林函数。

其中，对比度函数的定义表达式为

χ (rm) =
ε (rm)− ε0

ε0
+ i

σ (rm)

ωε0
= χr (rm) + iχi (rm)

(3)

χr (rm) χi (rm) rm

j =
√
−1

式中 和 分别表示目标区域 处的对

比度函数的实部与虚部， 。

数据方程的矩阵形式表示为

Esca (rq) = GRχEtot (rm) (4)

 

 
图 1 2维电磁逆散射模型
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Esca (rq) = [Er1
sca (rq) ,E

r2
sca (rq) , ···,E

rNj
sca (rq)]

Esca (rq) GR Ns ×Nj

Ns ×M

式中 ，测

量散射场数据 和 的大小分别为

和 ，且

GR(q,m) =


jkbπa
2

J1 (kba)H
(1)
0 (kb |rq − rm|), q ̸= m

jkbπa
2

H
(1)
0 (kba) , q = m

(5)

q = 1, 2, ···, Ns m = 1, 2, ···,M

χ Etot (rm)

wj = χEj
tot

其中 ,  。在电磁逆散射

问题中，式(1)与式(4)中的 和 均未知。在

传统的CSI方法中，通过引入对比源 作

为辅助变量来构造相应的目标函数

F =

∑
j

∥ χEj
inc −wj + χGDwj∥2∑
j

∥ χEj
inc∥

2

+

∑
j

∥ Ej
sca −GRwj∥2∑

j

∥ Ej
sca∥2

(6)

∇wF

∇EtotF

其中右端第1项表示归一化场状态方程的误差，第

2项表示归一化数据方程的误差。采用CG全梯度的

方式计算目标函数关于对比源与总场的微分：

和 ，用上述微分值来最小化目标函数求得最

优对比度函数。由于全梯度方式会导致计算代价

高，且收敛速度慢。为此，本文拟采用SAG与CSI
相结合的方法求解电磁逆散射问题。

3    基于SAG-CSI的电磁逆散射方法

w0 α

ν

w0

SAG是一种很好的大规模数据寻优算法，并且

广泛应用于机器学习[16]和数值优化[15]等领域。该算

法的本质是通过随机选取少量的样本(测量数据)来
更新全体样本的梯度值，达到最小化目标函数，与

此同时需要保存全部样本的上次迭代的数据。如果

把SAG用于解决电磁逆散射优化问题，它需要满足

3个条件：(1)合适的初值 ; (2)最优的搜索步长 ;
(3)最优的搜索方向 。由于该方法是基于CSI的框

架下，所以可以借鉴CSI中的反向传播算法确定对

比源初值

w0 =
∥ GH

REsca∥2

∥ GRGH
REsca∥2

GH
REsca (7)

其中H为共轭转置。然后对目标函数进行求导得到

梯度值，并且沿着梯度方向交替迭代更新对比源和

总场的值，达到最小化目标函数。由式(6)可知，

随着迭代次数的变化，目标函数、对比源以及总场

都在不断地更新与调整，最终获得最优的对比度函数。

SAG在CSI中的优化流程如下：假设所有的测

Esca N = (Ns ×Nj)× 1量散射场数据 为： ，首先在

每次迭代时从全部测量数据中随机抽取K个测量数

据(K<<N)，然后计算抽取出来的测量数据关于网

格中的对比源和总场的微分，并进行相关的梯度更

新，其余测量数据关于对比源和总场的微分值保持

上次迭代不变，具体公式为

gi
n =

{
∇F i

n, i = ik

gi
n−1, 其他

(8)

i ik

i, ik ∈ (1, 2, ···, N) F ik
n

gi
n−1

i

gik
n

和 分别表示所有测量数据与随机抽取部分测量数

据的索引，且 ,  为随机抽取的

某个测量数据在第n次迭代时的目标函数， 是

索引 为的测量数据在上次迭代时保存的梯度值。

将式(6)代入式(8)中，可得

gik
n = −

(
Gik

R

)H
ρikn−1∑

k

∥ Eik
sca∥2

−
γik
n−1 −GH

D χ∗
n−1γ

ik
n−1)∑

k

∥ χn−1E
ik
inc∥

2

· ∥ Eik
sca∥2 (9)

ρn*为复共轭，其中数据方程误差 可以表示为

ρn = Esca −GRwn (10)

γn场状态方程误差 可以表示为

γn = χnE
n
tot −wn (11)

gn

最后将所有更新的梯度值与保持不变的梯度值

求和取平均，求得当前迭代的梯度值

gn =
1

N

N∑
i=1

gi
n (12)

其中所求的梯度值与测量散射场数据的个数无关。

在SAG算法中，搜索步长的确定同样至关重要，假

设对比源更新公式为

wn = wn−1 − αngn (13)

αn式中的 表示第n次迭代时的搜索步长，将式(13)
代入式(6)，并对其求导，具体公式为

∂F

∂χ

∣∣∣∣
χ=χn

= 0 (14)

由式(14)可解得搜索步长为

αn =

ρn−1,GRgn∑
k

∥ Eik
sca∥2

+
γn−1, gn − χn−1GDgn∑

k

∥ χn−1E
ik
inc∥

2



×

 ∥ GRgn∥2∑
k

∥ Eik
sca∥2

+
∥ gn − χn−1GDgn∥2∑

k

∥ χn−1E
ik
inc∥

2


−1

(15)

最后将求得搜索步长代回式(13)，通过不断地
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wn

χn

交替更新迭代可以求得最优的对比源 进而求出

最优对比度函数 。具体的伪码如表1所示。

4    实验结果分析

0.2λ

(−0.3λ, 0.6λ) (0.3λ, 0.6λ)

0.3λ 0.6λ (0λ, 0.2λ)

100× 100

Austria散射体[13]是一种比较复杂的散射体结

构，如图2所示。它由两个介质圆与1个介质圆环构

成。其中介质圆的半径为 ，圆心分别位于

和 。介质圆环的内径为

，外径为 ，其圆心位于 ，介质的

相对介电常数为2,背景介电常数为1。在本次模拟

实验中，16根发射天线与32根接收天线分布于圆心

在实验设置的圆上，半径为3 m，工作频率为

400 MHz。在前向模型求解散射场数据的过程中，

运用MOM(Method Of Moments)的方法将目标区

域重新离散为 个网格，通过采用不同网格

计算正问题数据，可以对逆问题反演时可能存在的

错误进行纠正，使其更符合实际测量的情况。

Ns ×Nj

Z + n

ε

在前向模型中产生的散射数据以多稳态响应矩

阵Z的形式记录下来，大小为 。为了使散

射场更符合实际测量效果，将不同的高斯白噪声

n加入原有的矩阵Z中，形成噪声矩阵 ，用于

反演。噪声水平 可以量化为

ε = (∥ n∥F/ ∥ Z∥F × 100%) (20)

∥·∥F其中 表示Frobenius范数矩阵。信噪比SNR可以

表示为

SNR = 20 lg
(
1

ε

)
(21)

假设散射体在2×2 m的目标区域内，其中散射

体的具体位置和介电常数未知，通过运用CSI与
SAG-CSI的方法对目标区域进行反演重构。图3和
图5为成像结果，图4和图6 分别是运用CSI与SAG-
CSI的两种方法在5 dB, 10 dB与20 dB的不同信噪

比下的目标函数的收敛情况；在信噪比为10 dB
表 1  SAG-CSI算法

w0　输入：对比源初值： ，

Esca　　　　散射场数据： ，

i ∈ (1, 2, ···, N)　　　　测量数据的索引： ，

ik ∈ (1, 2, ···, N)　　　　随机抽取数据的索引： 。

Fn δ Niter χn　输出：当目标函数 达到设定误差值 或最大迭代次数 时，输出对比度函数：

GD GR　(1) 计算格林函数 , 

χ0 = 0　(2) 对比度函数初值 ，

w0 =
∥ GH

R Esca∥2

∥ GRGHREsca∥2
GH

REsca

　(3) 由前向模型计算得到对比源初值

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　  (*为共轭转置)  (16)

n← 0　(4)  (n为迭代次数)

Fn (wn) < δ n < Niter　(5) while  或  do

ik = randperm (i)　　　步骤 1  每次迭代随机抽取测量数据的索引：

ρ
ik
n−1 γ

ik
n−1 χn−1

g
ik
n = −

(
G

ik
R

)H
ρ
ik
n−1∑

k

∥ Eik
sca∥2

−
γ
ik
n−1−GH

D χ∗
n−1γ

ik
n−1)∑

k

∥ χn−1E
ik
inc∥

2

　　　步骤 2  将步骤1抽取的测量数据按照进行梯度更新计算(其中 ,  和 分别表示随机抽取散射场数据的数据方程误差和场误

差以及上次迭代保存的对比度函数)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (*为复共轭)  (17)

∇wnF
i
n

g
ik
n−1 gn−1

　　　步骤 3  对抽取的散射场数据在目标函数中的梯度值进行更新，其余散射场数据对应的梯度不变(其中 表示随机抽取散射场数

据在目标函数中关于对比源的更新梯度值， 表示上次迭代该散射场数据对应的梯度值， 表示所有散射场数据在目标函数中的梯度

矩阵)

gn = gn−1 − g
ik
n−1 + ∇wnF

i
n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　   (18)

gn gn　将所有测量数据构成的梯度矩阵 求和取平均得出当前迭代的梯度 ,即搜索方向的反方向。

wn−1 wn=wn−1−αngn　　　步骤 4  由步骤3所得的搜索方向和式(15)所求得的搜索步长可计算更新的对比源(上次迭代保存的对比源 )：

En
tot = En−1

tot −αnGDgn　　　步骤 5  更新总场的值：

χn =

∑
K

wn(E
n
tot)

∗

∑
K

En
tot(E

n
tot)

∗

　　　步骤 6  由对比源作为辅助变量公式可知

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　  (*为复共轭,K为抽取样本的总个数)  (19)

n = n+ 1　　　步骤 7  

　(6) end
χ = χn　(7) 
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时，CSI与SAG-CSI在30×30的网格中的具体成像

结果；对于不同测量散射场数据量的目标函数的收

敛情况的对比情况。

由图4可知，在相同迭代次数，反演成像网格

数量一致以及成像精度相比拟的情况下，同一反演

算法的目标函数都会随着信噪比的增大而减小。说

明信噪比越大，目标收敛速度越快。而对于同一信

噪比下，SAG-CSI的目标函数明显小于CSI。因为

SAG-CSI相比于CSI在梯度的迭代更新时运用随机

抽取部分散射场数据进行更新梯度，所以计算代价

降低，目标函数的收敛速度更快。可以看出，在信

噪比小(即噪声大)的情况下，这一优势更加明显。

可以看到在同一信噪比(10 dB)的情况下具体的成

像情况，通过将两图进行对比，在成像效果相比拟

的情况下，SAG-CSI的计算代价更小，收敛速度更

快。所以SAG-CSI方法比传统的CSI方法在同等噪

声情况下更有优势。

在SAG-CSI方法中，由于随机抽取不同的散射

场数据量进行更新对于目标函数收敛可能存在一定

的影响，为此，进行了4次不同数据量的反演实

验，并且通过观察和对比目标函数在不同数据量之

间的差异，进行数值分析。通过图6可以发现不同

的散射场数据量对收敛有明显的的影响，随着数据

量的增加，收敛速度增大。尤其在迭代次数为100
次时，抽取数据量为总量的1/16的目标函数值明显

大于其他3种数据量。但是随着迭代次数的增多，

不同样本量之间目标函数的差距来越小，说明不是

数据量越多越好，因为随着数据量的增多，计算代

价逐渐增大。当数据量到达一定时，目标函数几乎

不发生变化。同时迭代次数也并非越多越好，因为

随着迭代次数增多，可能会导致过拟合，使得模型

泛化能力减弱。而且从图6中可以看出，在迭代到

达一定次数时，目标函数并不会随着继续迭代而发

生很大变化。但是在反演问题中计算代价是衡量一

个算法优越性的重要指标。倘若能用较少的迭代次

数就能达到的目标函数终止值，就能在一定程度上

减少了计算代价。由图6可知，随机抽取的测量数

据量为总量的1/4时，所得的结果与付出成本之间

的性价比最高。不仅如此，该数据量能够使用较少

的迭代次数达到一个较稳定的水平。所以，在SAG

 

 
图 2 Austria散射体

 

 
图 3 SNR为10 dB 时SAG-CSI的成像结果

 

 
图 4 不同信噪比下两种方法的目标函数

 

 
图 5 SNR为10 dB 时CSI的成像结果

 

 
图 6 SAG-CSI中不同散射场数据量的目标函数
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算法中存在以一个最优的抽取数据量，并且选择恰

当的数据量能够进一步体现算法的优越性。

5    结论

本文提出的SAG-CSI方法是在CSI的框架下，

运用SAG的方法对梯度进行随机抽样更新，代替原

有的共轭梯度下降法，达到反演成像的目的。最终

的数值结果表明，在成像精度相比拟的情况下，

SAG-CSI相比于传统的CSI能够更好地降低计算代

价，提高算法收敛速度。
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