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摘   要：针对复杂电磁环境下被动无线监测定位问题，该文提出广义相关熵的概念，推导了广义相关熵的性质，

用以抑制阵列输出信号中的脉冲噪声。为了实现脉冲噪声环境下相干分布源中心DOA和扩散角的联合估计，提出

基于广义相关熵的DOA估计新方法，并证明了该方法的有界性。为进一步提升算法的鲁棒性，推导了一种仅依赖

阵列输出信号的自适应核函数。仿真结果表明，该算法能够实现脉冲噪声环境下相干分布源参数的联合估计，相

比已有算法，具有更高的估计精度和鲁棒性。
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Abstract: To solve the problem of passive wireless monitoring and positioning in complex electromagnetic
environments, a generalized auto-correntropy for suppressing the impulsive noise in the array output signals is

proposed and its properties are derived. To obtain the estimates of both central Direction Of Arrival (DOA)

and angular spread for coherently distributed sources in the impulsive noise, a novel DOA estimation method

based on the generalized auto-correntropy is proposed, and its boundedness is proved. To improve the

robustness of the proposed algorithm, a new adaptive kernel function, which only depends on the array output

signals, is also derived. The simulation results show that the proposed algorithm can obtain the joint estimation

for coherently distributed sources under impulsive noise environments, and has higher estimation accuracy and

robustness than existing algorithms.
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1    引言

作为阵列信号处理领域研究的热点问题，波达

方向(Direction Of Arrival, DOA)估计受到了广泛

关注，并出现了一系列算法。这些算法在雷达、声

呐、无线通信以及麦克风阵列系统中得到了广泛应

用[1–4]。作为常规DOA估计到超分辨率DOA估计的

里程碑，Schmidt首次基于特征子空间的概念提出

了多重信号分类(MUltiple SIgnal Classification,

MUSIC)算法[5]。MUSIC算法建立在高斯噪声假设

基础之上，且对快拍数有较高的要求。近年来的研

究表明，低频大气噪声、海浪和山脉的不连续性，

使阵列输出信号表现出明显的脉冲特性[6]，这些类

型的信号和噪声通常会对高斯假设下子空间类DOA
估计算法的性能造成极大的影响[7,8]。与高斯噪声

相比，脉冲噪声的幅度相对于平均值会产生较大的

偏移，因此，具有重“拖尾”特性的Alpha稳定分

布(Alpha-stable distribution)可以有效地对脉冲噪

声进行描述。由于脉冲噪声不存在有限2阶矩，因

此常规子空间类算法无法有效地实现DOA估计。

Taskalides等人[9]对Alpha稳定分布脉冲噪声进行了

深入分析，提出分数低阶统计量(Fractional Lower
Order Statistics, FLOS)理论。以该理论为基础，
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先后提出了基于分数低阶矩(Fractional Lower Order
Moment, FLOM)的FLOM-MUSIC算法[10]和基于

相位分数低阶矩(Phased FLOM, PFLOM)的PFLOM-
MUSIC算法 [11]，用于脉冲噪声环境下的DOA估
计。由于相关熵能够度量随机变量的局部相似性，

因此常用来检测和抑制随机变量中包含的异常值[12]。

文献[13]提出了基于相关熵的相关(Corentropy
based Correlation, CRCO)，并将其与MUSIC算法

相结合，提出了CRCO-MUSIC算法。上述算法虽

然能够有效抑制信号中的脉冲噪声，但基于分数低

阶统计量的算法需要阵列的先验知识来设定分数阶

参数，基于相关熵的算法需要较多的数据采样来保

证信号子空间和噪声子空间的正交性与独立性。

经典的DOA估计算法通常假设观测信号由点

信源辐射获得，这种假设可以有效降低DOA估计

的复杂度。但随着人类社会的不断进步，高层建筑

迅速增多，空间电磁环境越来越复杂，在无线监测

定位中，除了少量的直达信号外，大多数电磁波是

通过反射、折射甚至衍射的方式到达接收阵列，因

此能量在空间特定范围呈现一定的分散性。为使信

源模型更好地逼近真实情况，作为分布源DOA估
计的里程碑，1995年，Valaee等人[14]提出了分布源

的概念，并依据时变信道的变化速率将其分为相干

分布(Coherently Distributed, CD)源和非相干分布

(Incoherently Distributed, ID)源，理论上证明了

分布源的能量集中在以中心DOA为中心，以扩散

角为半径的离散区域内，实现了对分布源空间能量

分布的精确建模，并将点源模型下的DOA估计问

题转化为分布源模型下中心DOA和扩散角的联合

估计问题。在此基础上，文献[14,15]将子空间技术

扩展到分布源，提出了DSPE(Distributed Source
Parameter Estimator)算法和DISPARE (DIs-
persed Signal PARametric Estimation)算法。但上

述算法也建立在高斯噪声假设基础之上，与MUSIC
算法类似，如果阵列输出信号中包含脉冲噪声，该

类算法的DOA估计性能将会显著下降[13]。

为提高脉冲噪声环境下分布源DOA估计的精度

和鲁棒性，本文提出了广义相关熵的概念，推导了

不依赖任何先验知识的自适应核函数，与DSPE方
法相结合，提出了一种适合于脉冲噪声的相干分布

源DOA估计算法，并证明了该算法的有界性。仿真

实验结果表明，脉冲噪声环境下，本文算法针对相

干分布源DOA估计的精度和鲁棒性均优于现有算法。

2    信号与噪声模型

2.1  Alpha稳定分布

Alpha稳定分布的概率密度函数存在重拖尾，

为脉冲噪声建模提供了一种更有效的理论工具。由

于Alpha稳定分布的概率密度函数不存在统一的闭

式表达式，因此通常表示为特征函数的形式

φ(t) = exp{jµt− γ|t|α[1 + jβsign(t)ω(t, α)]} (1)

其中，

ω(t, α) =


tan

(πα
2

)
, α ̸= 1

2

π lg |t|, α = 1
(2)

sign(t) =

 1, t > 0
0, t = 0
−1, t < 0

(3)

0 < α ≤ 2

−1 ≤ β ≤ 1

β = 0 µ

SaS γ > 0

−∞ < µ < +∞
α (0, 1) (1, 2] µ

α = 2

SaS

式(1)中， 为特征指数，用来测量分布拖

尾的厚度； 为对称参数，用来表征分布

的斜度。当 时，分布关于 对称，亦称对称Alpha
稳定(Symmetric Alpha-Stable,  )分布； 为

分散系数，类似于高斯分布中的方差；

为位置参数，当 在区间 或 时， 分别表

征随机变量的中值或均值。特别地，当 时，

分布与高斯分布等价。

2.2  信号模型与DSPE算法

L

{θ1, θ2, ···, θL} M

d λ

x(t)

假设 个不相关的窄带独立相干分布源以角度

入射到包含 个阵元的均匀线性阵列

(Uniform Linear Array, ULA)，相邻阵元间的距

离为 ，载波波长为 。阵列接收到的信号矢量

可以表示为

x(t) =

L∑
i=1

+π/2∫
−π/2

a(θ)si(θ, ϕi, t)dθ + n(t) (4)

a(θ) = [1, exp(−j2πd sin θ/λ), ···, exp(−j2πd
(M − 1) sin θ/λ)]T θ si(θ, ϕi, t)

i

n(t) ϕi = [ϑi, ϖi] ϑi

ϖi i

其 中 ，

为 方向来波的导向向量，

为第 个分布源的角信号密度(Angular Signal
Density),  为加性测量噪声， ,  和

分别表示第 个分布源的中心DOA和扩散角。

对于相干分布源，角信号密度函数还可以写成

如式(5)形式

si(θ, ϕi, t) = ηi(t)ℏ(θ, ϕi) (5)

ηi(t) ℏ(θ, ϕi)其中， 是一个随机变量， 为角密度函数。

因此，式(4)可重写为

x(t) =

L∑
i=1

ηi(t)b(ϕi) + n(t) (6)

b(ϕi) i其中， 为第 个相干分布源的广义导向向量

b(ϕi) =

+π/2∫
−π/2

a(θ)ℏ(θ, ϕi)dθ (7)
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b(ϕi)

a(θ)

不难看出，广义导向向量 是为了适应分布

源信号模型对点源模型导向向量 的积分修正。

确定角信号密度函数通常被建模为高斯分布，即

ℏ(θ, ϕ) =
1√
2πϖ

exp

[
− (θ − ϑ)

2

2ϖ2

]
(8)

因此，当分布源扩散角较小时，广义导向向量

可以用如式(9)解析式近似表示[14]

b(ϕ)
.
=

{
1, exp

[
− j2πd

λ
sinϑ− [2πdϖ cosϑ]2

2λ2

]
,

···, exp
[
− j2πd(M − 1)

λ
sinϑ

− [2πdϖ(M − 1) cosϑ]2

2λ2

]}T

(9)

x(t) R =

E[x(t)xH(t)]

L

Vs M − L

Vn

构建阵列输出信号 的协方差矩阵

，并执行奇异值分解(Singular Value

Decomposition, SVD)，可以获得对应 个较大特

征值的信号子空间 和对应 个较小特征值的

噪声子空间 。通过构建2维空间谱，可以获得相

干分布源中心DOA和扩散角联合估计的表达式

ϕ̂ = argmax
ϕ

∥∥bH(ϕ)Vn

∥∥−2
(10)

上述即为DSPE算法的基本原理。

3    广义自相关熵

3.1  相关熵

Principe教授团队基于信息论学习(information
theoretic learning)与核方法(kernel methods)对
相关函数进行了推广，进而提出了相关熵(corren-
tropy)的概念 [12,16]。理论分析表明，相关熵不仅

能够反映信号的统计特性，还能够反映信号的时间

结构。

X Y对于任意两个随机变量 和 ，相关熵定义为

Vσ(X,Y ) = E[κσ(X − Y )] (11)

κσ(·)其中， 为满足Mercer条件的旋转不变核函数。

{(xi, yi)}Ni=1

实际应用中，由于随机变量的联合概率密度函

数通常是未知的，且难以估计，因此仅能通过有限

的观测样本 获得相关熵的估计[12]

V̂σ(X,Y ) =
1

N

N∑
i=1

κσ(xi − yj) (12)

核函数则通常选取为高斯函数

κσ(X − Y ) =
1√
2πσ

e−
(X−Y )2

2σ2 (13)

σ N其中， 为核长， 为观测样本的快拍数。

3.2  广义自相关熵

X

Y X Y SaS

Vσ(X,Y )

X − Y X Y SaS

X − Y Vσ(X,Y )

1/(
√
2πσ) X − Y

从3.1节的讨论可知，相关熵能够将随机变量

限制在一定的范围内，即提供了一个有效的异常值

抑制机制，但对子空间类DOA估计算法的脉冲噪

声抑制存在一定的局限性。假设两个随机变量 和

，如果 或 中仅有一个随机变量服从 分布，

则相关熵 是一个趋近于零的常数，因此从

统计信号分析的观点来看，相关熵可以有效地抑制

中的异常值。当 和 均服从 分布时，

的残差较小，此时相关熵 趋近于

，并未实现对 中包含的异常值的鉴

别和抑制。基于上述分析，本文提出了广义自相关

熵(Generalized Auto-Correntropy, GAC)的概念。

SaS X

0 < α ≤ 2

定义1　 假设任意服从 分布的随机变量 ，

满足特征指数 ，则广义自相关熵定义为

V gs
σ (X) = E{κσ[X −m(X)]} (14)

m(·)

m(·)

其中， 是观测数据中心趋势(central tendency)

的描述函数，一般取众数、均值或者中位数。综合

考虑式(1)中Alpha稳定分布的特性，此处选取

为中位数运算。

如果选取高斯函数为核函数，则可以推导出广

义自相关熵具有以下性质：

0 <

Vσ(X,Y ) ≤ 1/(
√
2πσ) X = m(X)

1/(
√
2πσ)

(1) 广义自相关熵是正的，且是有界的：

，当且仅当 时，广

义自相关熵取最大值 。

(2) 采用泰勒级数对广义自相关熵展开，可以

获得表达式

V gs
σ (X) =

1√
2πσ

N∑
n=0

(−1)
n

n!2n
E

{
[X −m(X)]

2n

σ2n

}
(15)

X −m(X)可见，广义自相关熵包含了随机变量

所有偶阶矩。

{xi}Ni=1(3) 对于有限的观测样本 ，可以通过

式(16)估计广义自相关熵[12]

V gs
σ (X) =

1

N

N∑
n=0

κσ[x−m(x)] (16)

V̂ gs
σ (X) V gs

σ (X)其中， 是 的一致估计。

4    基于广义自相关熵的DOA估计算法

4.1  算法原理

X Y

0 < α ≤ 2 SaS C

定义2　假设两个随机变量 和 服从特征指数

为 的 分布，定义伪协方差矩阵 为

C=E{κσ[X −m(X)]κσ[Y −m(Y )]XY } (17)

C ′=E{XY }
X −m(X) Y −m(Y )

与常规协方差矩阵 相比，式(17)中

增加了针对变量 和 的核函数，
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κσ[X −m(X)] κσ[Y −m(Y )]

X Y

其意义在于通过 和 抑制

随机变量 和 中的异常值。

X Y

0 < α ≤ 2 SaS
定理1　假设两个随机变量 和 服从特征指数

为 的 分布，式(17)定义的伪协方差矩

阵是有界的。

SaS X

Y

证明　对于服从 分布的任意随机变量 和

，不失一般性，采用高斯函数作为核函数进行证

明。式(17)可展开为

C =E{κσ[X −m(X)]κσ[Y −m(Y )]XY }

=
1

2πσ2
E
{
e−

[X−m(X)]2

2σ2 e−
[Y −m(Y )]2

2σ2 XY

}
(18)

X ≥ Y假设 ，式(18)可进一步写为

C ≤ 1

2πσ2
E
{
e−

[X−m(X)]2

σ2 X2

}
=

1

2πσ2
E
{
e−

X2−2m(X)X+m2(X)

σ2 X2

}
≤ 1

2πσ2
E
{
e−

X2−2m(X)X

σ2 X2

}
(19)

X SaS SaS

µ = 0 SaS
由于 服从 分布，不妨设 分布的位置参

数 ，则 分布的特征函数可以表示为

φ(t) = exp{−γ|t|α} (20)

其概率密度函数可以表示为

f(X) =
1

2π

+∞∫
−∞

e−γ|t|αe−jtXdt (21)

将式(21)代入式(19)得

C ≤ 1

2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−
X2−2Xm(X)

σ2 X2e−γ|t|α−jtX
dtdX

≤ 1

π

+∞∫
0

+∞∫
−∞

e−
X2−2Xm(X)

σ2 X2e−γ|t|αdtdX

=
1

π

+∞∫
0

e−
X2−2Xm(X)

σ2 X2

 +∞∫
−∞

e−γ|t|αdt

 dX

=
2

πγ
−1/αΓ (1+1/α)

+∞∫
0

e−
X2−2Xm(X)

σ2 X2dX (22)

Γ (s) =

∫ +∞

0

ts−1e−tdt其中， ，为Gamma函数。

h =

∫ +∞

0

e−
X2−2Xm(X)

σ2 X2dX令 ，可以推导出

结论

h =

+∞∫
0

e−
X2−2Xm(X)

σ2 X2dX

≤ 2σ2m(X) + 4σe[m(X)/σ]2 [σ2 +m2(X)] < +∞
(23)

C因此，式(17)定义的伪协方差矩阵 是有界的。

证毕

4.2  自适应核函数

σ

(−∞,+∞)

实际应用中，通常将高斯函数作为核函数构造

相关熵，但式(13)中的高斯核函数核长 的设定需

要依赖于阵列结构和所估计信号的先验知识，这在

实际场景当中都是难以获取的。因此，本节依据以

下3个准则探讨广义自相关熵的核函数问题：(1)核
函数不依赖于任何先验知识，仅通过阵列输出信号

即可构造；(2)核函数的定义域为 ，但函

数值为非负有界正数；(3)核函数是旋转不变的。

X Y

0 < α ≤ 2 SaS ε = X − Y

假设两个随机变量 和 服从特征指数为

的 分布，残差为 ，则误差函

数(error function, erf)定义为[17]

erf(ε) =
1√
π

+ε∫
−ε

e−t2dt =
2√
π

+ε∫
0

e−t2dt (24)

ε

X Y

从式(24)可以看出，误差函数仅是残差 的函数，

而与 和 的分布情况以及信号接收阵列结构无关，

为满足以上3个准则，定义绝对误差函数(absolute
error function, aerf)为

aerf(ε) = 1− 1√
π

|ε|∫
−|ε|

e−t2dt = 1− 2√
π

|ε|∫
0

e−t2dt (25)

绝对误差函数aerf具有以下性质：

ε > 0

ε < 0

(1) 绝对误差函数当自变量 时单调递减，

当自变量 时单调递增；

0 < aerf(ε) ≤ 1

ε=0

(2) 绝对误差函数是有界函数： ，

当且仅当 时达到最大值；

y(3) 绝对误差函数关于 轴对称；

(4) 采用麦克劳林(Maclaurin)级数对绝对误差

函数展开可得

aerf(ε) = 1−
+∞∑
n=0

2|ε|2n+1

√
π(2n+ 1)n!

= 1− 2√
π

[
|ε|+ |ε|

3

3

+
|ε|
10

5

+ · · ·

]
(26)

ε可见，绝对误差函数中包含残差 绝对值的所

有奇数阶统计矩信息；

(5) 可用式(27)对绝对误差函数进行近似计算[18]：

aerf(ε)≈(1 + c1 |ε|+c2|ε|2+c3|ε|3+c4|ε|4)−4 (27)

c1 = 0.278393 c2 = 0.230389 c3 = 0.000972

c4 = 0.078108

其中， ,  ,  ,
；

(6) 绝对误差函数下界可以定义为
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aerf(ε) ≥

√
2e(ρ− 1)

πρ e−ρε2 , ρ > 1 (28)

ρ其中， 选取的准则是使期望的近似区间上的误差

最小[19]。

4.3  算法步骤

基于广义自相关熵和绝对误差函数，本文通过

将式(17)定义的伪协方差矩阵替换为DSPE算法中

的协方差矩阵，提出一种新的脉冲噪声环境下相干

分布源中心DOA和扩散角联合估计算法——GACE-
DSPE算法。

x(t) = [x1(t),x2(t), ···,xM

(t)]T
设定阵列输出信号为

, GACE-DSPE算法的具体步骤描述如下：

M ×M Ĉ Ĉ

(i, j)

步骤 1　构建 维伪协方差矩阵 ,  的

第 项可以通过式(29)计算

Ĉij =
1

N

N∑
i=1

xi(t)xj(t)

1− 2√
π

|xi(t)|∫
0

e−r2dr


·

1− 2√
π

|xj(t)|∫
0

e−s2ds


 (29)

Ĉ L

Vs M − L

Vn

步骤 2　对 执行奇异值分解，获得对应 个

较大特征值的信号子空间 和对应 个较小特

征值的噪声子空间 ；

步骤 3　通过式(10)构建GACE-DSPE算法的

2维空间谱；

L步骤 4　搜索步骤3中2维空间谱的 个局部谱

峰，获得相干分布源中心DOA和扩散角的估计。

5    仿真实验

M = 12

0 < α ≤ 2 SaS

SaS

假设两个独立的二进制相移键控 (B inary
Phase Shift Keying, BPSK)相干分布源信号入射到

包含 个阵元的均匀线性阵列，阵列接收数

据中包含有服从特征指数为 的加性 分

布脉冲噪声。由于 分布随机变量不存在有限的

2阶统计量，因此采用广义信噪比(Generalized Sig-
nal to Noise Ratio, GSNR)[20]来度量信号与噪声功

率的强弱

GSNR = 10lg
E[|x(t)|2]

γ
(30)

x(t)其中， 为观测信号。

通常采用可分辨率和均方根误差(Root Mean
Square Error, RMSE)两个准则来评估DOA估计算

法的性能。如果两个入射信源满足表达式[21]为

ℓ(θ1, θ2) = p(θm)− 1

2
[p(θ1) + p(θ2)] > 0 (31)

p(·)
θ1 θ2

θm = (θ1 + θ2)/2

则认为这两个信源是可分辨的。其中， 是空间

谱的倒数， 和 分别是两个信源的入射角，且

。可分辨率定义为成功进行DOA

估计的次数与蒙特卡罗实验总数的比值。均方根误

差定义为[13]

RMSE =
1

2


√√√√ 1

N

N∑
n=1

(θ̂1(n)− θ1)
2

+

√√√√ 1

N

N∑
n=1

(θ̂2(n)− θ2)
2

 (32)

θ̂1 θ̂2 θ1 θ2 N其中， 和 分别为 和 的成功估计， 为成功估

计的总次数。

20◦ 35◦ 1.5◦ 2◦
仿真实验中，设定两个相干分布源的中心DOA

分别为 和 ，扩散角分别为 和 。为了说

明算法的有效性，本文将FLOM算法、CRCO算法

与DSPE算法结合，并且对比了常规DSPE算法和

GCO-DPSE算法[22]，通过500次蒙特卡罗实验统计

获得对比结果。

GSNR=5 dB

α = 1.0 α = 2.0

α < 1.4

α ≥ 1.5

α=1.5

α=2.0

实验1　噪声特征指数对中心DOA的影响。假

设广义信噪比为 ，快拍数为 5 0 0，

图1仿真了特征指数从 变化到 情况下

各算法的可分辨率和均方根误差的变化情况。就可

分辨率而言，从图1(a)可以看出，当特征指数取不

同值时，GACE-DSPE算法、GCO-DSPE算法和

CRCO算法始终可以有效分离两个入射信源。就均

方根误差而言，如图1(b)所示，随着特征指数的增

大，FLOM算法和常规DSPE算法的均方根误差都

快速降低，而GCO-DSPE算法、GACE-DSPE

算法和CRCO算法在 时有少量的下降，当

时，均方根误差几乎没有变化。原因是当阵

列输出信号中含有较强的脉冲噪声时，GCO-DSPE

算法、GACE-DSPE算法和CRCO算法对脉冲噪声

强度的变化存在一定的敏感性，即噪声强度的降低

会导致均方根误差的降低；但当阵列输出信号中包

含的脉冲噪声从中等强度( )变化到高斯噪声

( )时，上述3种算法对脉冲噪声强度变化不敏

感，具有较高的鲁棒性。综合分析可见，在特征指

数的整个变化区间内，GACE-DSPE算法的性能均

优于其它算法。

SaS α = 1.5

GSNR=− 10 dB

GSNR= 10 dB

−10 dB 0 dB

实验2　噪声广义信噪比对中心DOA的影响。

设定 分布脉冲噪声的特征指数为 ，快拍

数为500，图2给出了广义信噪比从

增加到 时的估计结果。从图2(a)可以

看出，随着广义信噪比从 增加到 , 5种算

法的可分辨率都有显著提升，当广义信噪比从
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0 dB 10 dB增加到 时，CRCO, FLOM, GCO-DSPE
以及GACE-DSPE算法的可分辨率都达到1，即可

以完全分离两个入射相干分布源。常规DSPE算法的

可分辨率虽然呈现出继续提升的趋势，但低于其它

4种算法。从图2(b)可以看出，广义信噪比的增加带

来算法均方根误差的降低，常规DSPE算法的性能

最差，GACE-DSPE算法的性能始终高于其它算法。

实验3　参数变化对扩散角的影响。图3给出了

相干分布源扩散角的均方根误差随特征指数和广义

信噪比变化的估计结果。可以看出，扩散角估计和中

心DOA估计具有相似的性能，原因是中心DOA估计

和扩散角估计都是通过2维谱峰搜索获得的。不难

发现，对于相干分布源扩散角估计，GACE-DSPE算
法在低广义信噪比、强脉冲噪声下具有明显的优势。

 

 
图 1 不同特征指数下的算法中心DOA估计性能曲线

 

 
图 2 不同广义信噪比下的算法中心DOA估计性能曲线

 

 
图 3 不同参数下的算法扩散角估计性能曲线

 

6    结束语

针对脉冲噪声环境下传统子空间类DOA估计

算法的性能退化问题，本文以Alpha稳定分布对脉

冲噪声进行建模，通过对相关熵定义的扩展，提出

广义自相关熵的概念。为降低广义自相关熵核函数

对系统先验知识的依赖，本文推导了一种自适应核
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函数，并提出了一种脉冲噪声环境下相干分布源中

心DOA和扩散角联合估计新方法。仿真实验结果

表明，该方法在低广义信噪比、强脉冲噪声环境下

比现有算法具有更高的估计精度和鲁棒性。
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