
基于分圆类构造卷积压缩感知测量矩阵

李玉博*      张景景      韩承桓      彭秀平

(燕山大学信息科学与工程学院   秦皇岛   066004)

摘   要：卷积压缩感知是近年来兴起的新型压缩感知技术。卷积压缩感知选用循环矩阵作为测量矩阵，其采样可

以简化为卷积的过程，因此大大降低算法复杂度。该文基于分圆类构造适用于卷积压缩感知的测量矩阵，测量值

通过利用确定性序列循环卷积信号，然后进行随机2次采样获得。该文构造的测量矩阵的相关性小于已有文献构

造的测量矩阵的相关性。模拟仿真结果表明，该文构造的测量矩阵与同等条件下的随机高斯矩阵相比，可以更好

地恢复稀疏信号；所构造的矩阵还可以应用于信道估计以及2维图像的重构。
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Construction of Convolution Compressed Sensing Measurement
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Abstract: Convolutional compressed sensing emerging in recent years is a new type of compressed sensing

technology. By using cyclic matrix as measurement matrices, the sampling in convolutional compressed sensing

can be simplified into convolution process, thus the complexity of the algorithm is greatly reduced. In this

paper, a construction of measurement matrices for convolutional compressed sensing based on cyclotomic classes

is proposed. The measurements are obtained by using the circulate convolution signal of the deterministic

sequence and then by random subsampling. The correlation of the measurement matrix constructed in this

paper is smaller than that of the existing constructions in the literature. The simulation results show that the

measurement matrix constructed in this paper can recover the sparse signal better than the random Gaussian

matrix under the same conditions. The proposed matrix can also be applied to channel estimation and

reconstruction of two-dimensional images.
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1    引言

压缩感知[1,2]是近些年来兴起的一种新的信号

处理技术，可以应用在压缩成像和远场诊断等众多

领域[3,4]。该理论采用非自适应线性投影来保持原

始信号的结构，然后以远低于奈奎斯特频率的采样

频率对信号进行采样，最后通过数值优化问题准确

重构出原始信号。测量矩阵设计是压缩感知理论的

核心问题之一，测量矩阵分为随机测量矩阵和确定

性测量矩阵。已有研究表明，随机测量矩阵是一类

性能优良的测量矩阵，可以很大概率地恢复信号。

然而随机测量矩阵在实际应用时所需存储量巨大，

硬件难以实现，并且随机测量矩阵不能保证每次生

成的矩阵都具备较好的性能。为解决这些实际问

题，学者提出了确定性测量矩阵。目前国内外学者

提出了许多构造确定性测量矩阵的方法，如文

献[5]基于有限域得到一个基矩阵，通过嵌入矩阵得

到一类稀疏测量矩阵；文献[6]基于Kasami码提出

一种构造测量矩阵的方法；文献[7]利用有限域多项

式的相关性构造确定性测量矩阵；文献[8]使用平衡

不完全块设计测量矩阵。然而这些确定性测量矩阵
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维度较为固定，构造具有更加灵活维度的测量矩阵

成为研究的难题。

卷积压缩感知是近年来提出的一类新型压缩感

知技术。卷积压缩感知测量矩阵由于是从一个确定

性测量矩阵中随机抽取若干行构成的，因此具有矩

阵维度灵活的优点，这类矩阵也称为半确定性测量

矩阵。目前卷积压缩感知测量矩阵的相关成果并不

多，文献[9]通过抽取Legendre序列提出一种卷积压

缩感知测量矩阵的构造方法；文献[10]提出一种基

于抽样Sidelnikov序列的卷积压缩感知测量矩阵构

造方法；Li等人 [ 11 ]通过扩展Frank-Zadoff-Chu
(FZC)序列以及扩展Golay序列构造卷积压缩感知

测量矩阵，但其相关性参数较大。为解决这一问

题，进一步优化卷积压缩感知测量矩阵，本文将分

圆类理论引入压缩感知测量矩阵设计中，构造的测

量矩阵相关性比文献[11]低。仿真实验表明本文得

到的矩阵不仅可以用于重构1维信号，而且可以用

于重构2维图像以及信道估计。

2    基本概念

2.1  卷积压缩感知

x

自然界存在的信号一般不是绝对稀疏的，信号

通过变换域成为具有稀疏性的信号，压缩感知中

信号的压缩采样过程可以表述为

y = Φx = ΦΨx (1)

x ∈ RN N Φ M ×N

Ψ N ×N y ∈ RM

是长度为 的原始信号， 是大小为

的测量矩阵， 是大小为 的稀疏基，

为压缩采样后得到的信号。

卷积压缩感知的核心思想是对信号进行卷积和

滤波，然后对输出的信号进行2次采样，最终完成

信息的获取。Tropp[12]最早提出了卷积压缩感知的

思想。卷积压缩感知理论经过众多研究者的研究与

实验证明，提出了一种使用N-tap随机滤波的循环

卷积理论[13]，可以用式(2)表示部分循环矩阵

Φ = 1/
√
M ×RΩA (2)

RΩ N ×N A a = [a0 a1

···· aN−1]
T A

是一个采样算子， 的方阵 通过

循环移位构成。矩阵 可以利用快速傅

里叶变换(Fast Fourier Transform, FFT)进行对角

化，如式(3)所示

A = 1/
√
N × F TV F (3)

F N ×N F i

j Fi,j = ωij
N ωN = exp(2π

√
−1/N)

0 ≤ i ≤ N − 1 0 ≤ j ≤ N − 1 (·)T

V = diag(σ) N ×N

σ = [σ0 σ1 ···· σN−1]
T

是一个 的快速傅里叶变换矩阵， 的第 行

和 第 列 元 素 ,   ,

,  , “ ”表示矩阵的

转置， 表示一个 的对角矩阵，

。式(3)表明循环运算是可以

a σ快速计算的， 可以通过取对角线序列 的快速傅

里叶逆变换(Inverse Fast Fourier Transform, IFFT)
得到，如式(4)所示

a = 1/
√
N × F Tσ (4)

A σ

σk = σH
N−k 1 ≤ k ≤ N − 1 (·)H

a µ(a)= max
0≤t≤N−1

|at| ≤ δ

一般来说，对于傅里叶光学以及编码孔径成像

等领域要求其测量矩阵是全实数矩阵[11]。为了使矩

阵 是一个全实数矩阵，对角线序列 需要满足共

轭对称性条件[14]： ,  , “ ”

表示序列的共轭对称性；同时为保证测量矩阵的良

好性质，序列 需要满足条件： 。

2.2  限制等距性

Φ

在压缩感知理论中，限制等距性(Restricted
Isometry Property, RIP)[15]是判断测量矩阵性能优

劣的重要指标。为了重构稀疏信号，Candes等人[15]

证明了测量矩阵 必须满足限制等距性条件。

Φ k

x δk

定义1　对于给定的测量矩阵 和所有 稀疏信

号 ，找到最小的常数 使之满足

(1− δk) ∥x∥22 ≤ ∥Φx∥22 ≤ (1 + δk) ∥x∥22 (5)

k x δk

Φ k δk k

如果所有 阶稀疏信号 均满足式(5)的最小常数 ，

那么称测量矩阵 具备 阶RIP性质，称 为 阶限

制等距常量。

M ×N A Ai,j 0 ≤
i ≤ M − 1 0 ≤ j ≤ N − 1 A i

j N ×N A A

µ(A)

定义 2 [ 1 1 ]　对于 的矩阵 ,   (

,  )代表矩阵 的第 行和第

列元素。对于 的矩阵 ,  的最大相关性参

数 定义为

µ(A) = max
0≤p,q≤N−1

|Ai,j | (6)

δk ≤ (k − 1)µ(A)

文献[16]推导出RIP性质与相关性之间的关系为：

，因此可知当矩阵相关性足够小时，

矩阵满足限制等距常数的RIP性质。一般来说，测

定一个测量矩阵的RIP特性是非常困难的，测量矩

阵通常采用容易计算的相关性作为理论支撑。可以

通过构造具有较低相关性的测量矩阵进而保证其良

好的RIP，因此相关性成为确定性测量矩阵优劣的

主要评判标准。

2.3  分圆类

p = ef + 1 p e

Fp p F ∗
p = Fp\{0} α Fp

F ∗
p = {α0, α1, ····, αp−2}

定义3[17]　设 ,  为奇素数， 为正整

数， 为 阶有限域， 。设 为 的本

原元，则 。定义子集

D
(e,p)
λ = {αek+λ : 0 ≤ k ≤ f −1}, 0 ≤ λ ≤ e−1 (7)

D
(e,p)
λ Fp e F ∗

p =

D
(e,p)
0 ∪D

(e,p)
1 ∪ ···· ∪D

(e,p)
e−1

称 为有限域 的 阶分圆类，则有

。

e (λ, j) = |(Dλ + 1) ∩Dj |
0 ≤ λ, j ≤ e− 1

相应的 阶分圆数定义为 ,

。
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3    卷积压缩感知测量矩阵的构造

本节利用分圆类构造卷积压缩感知测量矩阵，

所得到的测量矩阵元素均为实数，适用于2维图像

的重构。与文献[10]和文献[11]的方法相比，本节得

到的矩阵具有更优的RIP特性。仿真实验表明，新

矩阵可以应用于重构1维信号、2维图像以及信道估计。

3.1  构造方法

3.1.1  基于2阶分圆类的测量矩阵

p = 2f + 1 f

s = [s0 s1 ··· sp−1] st(0 ≤ t ≤ p− 1)

设 ,  为偶数。基于2阶分圆类构造序

列 ,  为

st =


1, t = 0

−1, t ∈ D
(2,p)
0

1, t ∈ D
(2,p)
1

(8)

s

st = sp−t 1 ≤ t ≤ p− 1 |ŝt| ≤ 1+

1/
√
p ŝ s p

定理1　构造的序列 满足共轭对称性和低相关

性，即(1)   ,   ;   (2)  

,  表示序列  的 点傅里叶逆变换。

p = 2f + 1

f f = 2r α Fp

α
p−1
2 = −1 −1 = α2r ∈ D

(2,p)
0 t ∈ D

(2,p)
λ

t t = α2m+λ −t = α2rα2m+λ = α2(r+m)+λ

∈ D
(2,p)
λ t −t D

(2,p)
λ p

p− t ∈ D
(2,p)
λ st = sp−t 1 ≤ t ≤ p− 1

证明　证明满足共轭对称性： ，因

为 为偶数，设 ,   为 的本原元，则

即 。假设 ，那

么表示为 ，则

,  和 都属于集合 ，由于都是模 运

算，所以 ，即 ,  。

p = 2f+1 = 4r+1 ≡ 1mod4证明相关性： , 2阶
分圆数为

(0, 0)2 = (p− 5)/4, (1, 0)2 = (0, 1)2
= (1, 1)2 = (p− 1)/4 (9)

s = [s0 s1 ··· sN−1] N = p = 2f + 1 ŝ s

N

,  ,  表示序列 的

点IFFT，即

ŝk =
1√
N

N−1∑
t=0

stω
kt
N (10)

k = 0(1) 当 时，有

ŝ0 =
1√
N

N−1∑
t=0

st =
1√
N

(11)

k ̸=0 st=1−2bt st=(−1)
bt

(2) 当 时，令 ，即 ，则有

ŝk =
1√
N

N−1∑
t=0

stω
kt
N = − 2√

N
b̂k (12)

|ŝk| =
2√
N

∣∣∣b̂k∣∣∣ k ̸= 0即 ,  。

(b̂k)
2 =

(
N−1∑
t=0

btω
kt
N

)(
N−1∑
r=0

brω
−kr
N

)

=

 ∑
t∈D

(2,p)
0

ωkt
N


 ∑

r∈D
(2,p)
0

ω−kr
N


=

N − 1

4
− b̂k (13)

b̂k =
−1±

√
N

2
max

0≤k≤N−1
|ŝk| =

2√
N

√
N + 1

2
= 1 +

1√
N

推导出 ，进而可得

。 证毕

根据定理1和定义2可以得到定理2。
s σ

a a A A

µ(A) ≤ 1 + 1/
√
N

定理2　将序列 作为对角向量 ，按照式(4)得
到向量 ，对 进行循环移位得到矩阵 ，则 的相

关性参数为 。

e(e > 2)3.1.2  基于 阶分圆类的测量矩阵

p = ef + 1 e f p

e s = [s0 s1 ··· sp−1] st(0 ≤ t ≤
p− 1)

设 ,  和 均为偶数， 为奇素数。基于

阶分圆类构造序列 ,  

为

st =


1, t = 0

−1, t ∈ D
(e,p)
0 ∪D

(e,p)
1 ∪ ··· ∪D

(e,p)
e/2−1

1, t /∈ D
(e,p)
0 ∪D

(e,p)
1 ∪ ··· ∪D

(e,p)
e/2−1

(14)

s

st = sp−t 1 ≤ t ≤ p− 1 |ŝt| ≤ 2 ŝ

s p

定理3　构造的序列 满足共轭对称性和低相关

性，即：(1) ,  ; (2) ,  表

示序列 的 点IFFT。
p = ef + 1

f f = 2r α Fp

α
p−1
2 = −1 −1 = αer ∈ D

(e,p)
0 t ∈ D

(e,p)
λ

t t = αem+λ −t = αerαem+λ = αe(r+m)+λ

∈ D
(e,p)
λ t −t D

(e,p)
λ p

p− t ∈ D
(e,p)
λ st = sp−t 1 ≤ t ≤ p− 1

证明　证明满足共轭对称性： ，因

为 为偶数，设 ,   为 的本原元，则

即 。假设 ，那

么表示为 ，则

,  和 都属于集合 ，由于都是模 运

算，所以 ，即 ,  。

e > 2

e µ(A)

当 时，求解所得的卷积压缩感知测量矩

阵的相关性较为困难，然而通过计算机分析发现，

测量矩阵的相关性满足低相关性条件。图1给出基

于 阶分圆类构造矩阵的相关性 的分布图。

µ(A) N

1 ≤ N ≤ 1600

µ(A) ≤ 2

图1分别给出了基于2阶、4阶、6阶、8阶分圆

类构造矩阵的相关性 的分布图，截取长度 为

，从图中可以看出基于分圆类构造矩

阵的相关性参数 。 证毕

根据定理3和定义2可以得到定理4。
s σ

a a A A

µ(A) ≤ 2

定理4　将序列 作为对角向量 ，按照式(4)得
到向量 ，对 进行循环移位得到矩阵 ，则 的相

关性参数为 。
 

 
图 1 相关性分布图
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e

表1列举了已有序列构造测量矩阵的不同方

法，并对其进行了对比。本文基于 阶分圆类构造

的测量矩阵比已有序列构造的矩阵相关性参数更加

接近理论值，因此具有更好的RIP性质。

3.2  仿真实验分析

3.2.1  1维信号仿真

k

x

x̂

∥x̂− x∥2 < 10−6

在模拟中使用的 稀疏信号的非零坐标位服从

高斯分布，本文模拟在无噪声条件和有噪声条件下

信号 的恢复性能，使用正交匹配跟踪(Orthogonal
Matching Pursuit, OMP)算法[18]作为恢复算法，若

重构信号估计值 的平方误差相当小，即满足

，则认为原始信号恢复成功。1维

信号的仿真结果如图2、图3、图4、图5所示。

e = 2, f = 128, RΩ = 32图2和图4中 ，生成大小

e= 4, f= 130,

RΩ= 64

dB

为32×257的测量矩阵，图3和图5中
，生成大小为64×521的测量矩阵。图2和图3

在无噪声条件下基于本文提出的测量矩阵恢复信号

的性能优于随机高斯矩阵以及文献[11]构造的测量

矩阵；图4和图5在被采样信号的信噪比(Signal-to-
Noise, SNR)为30  的条件下给出了不同稀疏度下

的输出信噪比。仿真结果表明，信号在有噪声的情况

下，本文提出的测量矩阵恢复信号的性能优于同等

条件下随机高斯矩阵以及文献[11]构造的测量矩阵。

3.2.2  2维图像仿真

本文以大小为256×256的Lena图像作为原始的

2维图像信号，以小波变换基对信号进行稀疏变

换，使用Tvl1-l2[19]算法作为恢复算法。恢复图像质

量的标准采用峰值信噪比(Peak Signal to Noise

 

 
图 2 不同稀疏度下的重构百分比

 

 
图 3 不同稀疏度下的重构百分比

 

 
图 4 不同稀疏度下的输出信噪比

 

 
图 5 不同稀疏度下的输出信噪比

表 1  与已有序列构造的矩阵相关性比较

σ对角向量 N序列长度 µ(A)相关性参数

文献[10] 抽样Sidelnikov序列 N =
pm − 1

c
c,  为偶数

√
c+ 1/N + 1/

√
N N,  为偶数√

c+ 1/N N,  为奇数

文献[11]

Extended Frank-Zadoff-Chu(扩展FZC)序列
N为偶数 4 + 4/

√
N

N为奇数 2.69 + 8.15/
√
N

Extended Golay(扩展Golay)序列
N = 2k110k226k3 N k1, k2, k3,  为偶数， 为整数 2 + 2/

√
N

N = 2k110k226k3 ± 1 N k1, k2, k3,  为奇数， 为整数 2 + 1/
√
N

本文
由2阶分圆类得到的序列 N = p p ≡ 1(mod4)为奇素数， 1 + 1/

√
N

e > 2由 阶分圆类得到的序列 N = p为奇素数 µ(A) ≤ 2
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Ratio, PSNR)来进行评价。2维图像的仿真结果如

图6所示。

e = 2, f= 260, RΩ= 256图6中 ，随机抽取256列
生成大小为256×256的测量矩阵，图中显示不同测

量矩阵对应的PSNR分别为：(a)原始图像；(b)随
机高斯测量矩阵：13.0 dB；(c)扩展Golay序列构

造的测量矩阵：13.0 dB；(d)基于分圆类构造的测

量矩阵：13.1 dB。由实验结果可知，使用同一种

重构算法与稀疏基的情况下，针对同一个2维图像

信号，基于分圆类构造的测量矩阵恢复图像的效果

优于文献[11]提出的扩展Golay序列构造的测量矩

阵恢复图像的效果。

3.2.3  信道估计

t r

ϕi = [ϕi(1) ϕi(2) ··· ϕi(M)]T

1 ≤ i ≤ t i

hi = [hi(1) hi(2) ··· hi(L)]
T L

M ≥ L

i

y0i = ϕi ∗ hi ≜ Φ0
ihi

t

考虑一般MIMO系统中的信道估计，其中导频序

列从 个发射机传输并由 个接收机观察。由于每个接

收机的信道估计方案都是相同的，因此可以假设系

统中有一个接收机，而不会丧失通用性。假设每个

发射机发射一个导频序列

其中 。从第 个发射机到接收机的信道脉

冲响应(Channel Impulse Response, CIR)定义

为 ，其中 是所有信道

脉冲响应上的最大信道长度。假设 ，如果只

激活第 个发射机，接收机观察导频序列和相应信

道脉冲之间的线性卷积为 ，当

考虑所有 个发射机时，接收机的总体观测值可以

表示为

y =

t∑
i=1

yi + w = [Φ1 Φ2 ··· Φt]h+ w

≜Φh+ w (15)

y ∈ CM w Φ ∈ CM×N

h ∈ CN

,   代表采样的AWGN噪声， ,

是组合信道脉冲响应。

M = 257, N = 257

t = 2

dB dB

模拟一个长度为 的多输入多

输出系统，同时估计发射机 和一个接收机之间

的信道，并进行测量SNR从10  到20  。在每

个SNR处，将组合多路径的数目从60改变到140，
对应于每个信道的平均多路径数目从6增加到14。
使用FPC-AS算法[20]作为恢复算法，在每次模拟中

进行500次实验，实验结果如图7、图8所示。

dB图7显示了在SNR为30  的情况下，单个信道

脉冲响应的实值及其估计，仿真结果表明，基于分

圆类构造的测量矩阵应用在信道估计中估计值与实

值完美重合。图8描述在不同SNR情况下均方误差

(Mean Squared Error, MSE)性能与组合多路径数

的关系，从图中可以看出，SNR将对均方误差性能

产生影响，SNR越大，MSE越小，对信道估计的

估计值更加精确；对应同一个SNR，基于分圆类构

造的测量矩阵的MSE接近文献 [11]中基于扩展

FZC序列以及扩展Golay序列构造的测量矩阵的均

方误差。

4    结束语

本文基于分圆类构造了一类卷积压缩感知测量

 

 
图 6 不同测量矩阵重构2维图像
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矩阵，序列的相关性从理论上确保了测量矩阵的恢

复性能。实验仿真结果表明，本文构造的全实数系

数矩阵不仅在1维信号的恢复中效果优于随机高斯

矩阵以及已有序列构造的测量矩阵，还可以用于

2维图像的重构以及信道估计。因此本文构造的测

量矩阵在压缩感知以及无线通信方向具有广泛的应

用前景。
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