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摘   要：惩罚优化问题常常用于在有噪声的条件下用较少的观测个数来求解线性逆问题。目前，对惩罚优化问题

恢复误差的研究主要存在以下两点不足：一是对权重参数往往有要求；二是噪声的方向对误差的影响未知。针对

这两个问题，该文研究了当存在有界噪声时，惩罚优化问题恢复的误差界。首先，该文从问题的几何出发，给定

了一个几何条件。当这一条件满足时，就能够推导出惩罚优化问题恢复的一个明确的误差界。这个误差界保证了

恢复的解是稳定的，也就是说，恢复误差不会超过观测误差的常数倍。同时，这一误差界对于任意的正权重参数

都成立，并且揭示了恢复误差以及最优的权重选择与观测噪声的方向之间的联系。进一步地，当观测矩阵是一个

高斯矩阵时，依据这一几何条件可以得到高概率稳定恢复所需的观测次数。仿真实验证明了理论结果的正确性。
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Abstract: Penalized programs are widely used to solve linear inverse problems in the presence of noise. For now,

the study of the performance of panelized programs has two disadvantages. First, the results have some

limitations on the tradeoff parameters. Second, the effect of the direction of the noise is not clear. This paper

studies the performance of penalized programs when bounded noise is presented. A geometry condition which is

used to study the noise-free problems and constrained problems is provided. Under this condition, an explicit

error bound which guarantees stable recovery (i.e., the recovery error is bounded by the observation noise up to

some constant factor) is proposed. The results are different from many previous studies in two folds. First, the

results provide an explicit bound for all positive tradeoff parameters, while many previous studies require that

the tradeoff parameter is sufficiently large. Second, the results clear the role of the direction of the observation

noise playing in the recovery error, and reveal the relationship between the optimal tradeoff parameters and the

noise direction. Furthermore, if the sensing matrix has independent standard normal entries, the above

geometry condition can be studied using Gaussian process theory, and the measurement number needed to

guarantee stable recovery with high probability is obtained. Simulations are provided to verify the theoretical

results.
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1    引言

线性逆问题指的是从线性观测中恢复真实信

号。在很多实际应用中，人们常常遇到压缩采样的

情况，例如信号处理[1–3]，图像处理[4]，机器学习[5]

等。在这种情况下，由于观测个数少于信号维度，

因此，这一问题是病态的。为了解决这一病态性，

常常假设信号具有某些低维结构，然后通过求解优

化问题来恢复真实信号。当信号先验或噪声幅度先

验已知时，可以采用约束优化问题来恢复信号；而

当信号先验和噪声幅度先验均未知时，一般采用惩

罚优化问题来恢复信号。
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由于优化方法在实际问题中应用广泛，因此研

究其恢复性能十分重要。许多学者在这方面做了大

量工作 [6–18]。例如，文献[6–8]研究了压缩感知中

L1最小化问题的性能；Bayati等人[9]研究了压缩感

知问题的相变；Chandrasekaran等人[10]研究了线性

逆问题中约束优化问题的恢复误差界；Amelunxen

等人[11]研究了无噪声条件下线性逆问题的紧相变现

象；Oymak等人[12]研究了紧相变现象的普适性。而

对惩罚优化问题，Negahban等人[13]研究了当结构

函数满足可分解性质时，惩罚优化问题的恢复性

能，所得结果要求权重参数足够大。Thrampoulidis

等人[14]对恢复误差做了渐进的分析。文献[15–17]研

究了结构噪声下惩罚优化问题的恢复性能。然而，

这些结果往往存在以下不足：一是对权重参数的选

择有要求(往往要求大于某个正阈值)；二是噪声方

向对恢复误差的影响未知。

针对上述问题，本文研究了当存在有界噪声时

惩罚优化问题的恢复误差界。首先，根据问题的几

何，给出了一个几何条件，这一条件曾用于分析无

噪声和约束优化问题的性能[10]。然后，利用这一条

件推导并获得了一个明确的恢复误差界，这个误差

界依赖于权重参数的选择和观测噪声的方向，并且

保证了恢复的解是稳定的。这一结果与前人的结果

有如下不同：该误差界仅要求权重参数是正的，且

与噪声方向有关，这就揭示了噪声方向对于恢复效

果的影响，以及最优的权重选择和噪声方向之间的

关系。除此之外，如果观测矩阵是随机的高斯矩

阵，这个几何条件可以利用高斯过程理论来研究，

然后得到了保证高概率稳定恢复所需的观测次数。

最后，仿真实验证明了所得理论结果的正确性。

2    线性逆问题及惩罚优化方法

本节介绍线性逆问题的观测模型和惩罚优化方法。

2.1  线性逆问题

线性逆问题的观测模型为

= ¤ + (1)

2 m 2 m£n

¤ 2 n 2 m

¤

其中， 是观测信号， 是观测矩阵，

是真实信号， 是观测噪声。这一

问题的目标是已知 和 来恢复 。

2.2  惩罚优化问题

f : n !
¤

f ( ¤)
¤

假设 是一个正常凸函数并且代表了

真实信号 的先验结果。当噪声幅度先验和信号

先验 都未知时，可以通过求解式(2)的惩罚优

化问题来恢复

min
1
2
k ¡ k2

2 + ¸ ¢ f ( ) (2)

0 < ¸ <1其中， 是一个权重参数。

3    准备知识

本节介绍一些后续分析将会用到的基础知识。

3.1  次梯度

h : n ! 2 n对于一个正常凸函数 ，在

点的次梯度是

@h( ) = f 2 n : h( + ) ¸ h( )
+ < ; >; 8 2 ng (3)

3.2  下降锥和法锥

h : n ! 2 n对于一个正常凸函数 ，在

点的下降锥是

D(h; )=ft 2 n : 9a>0; h( + a ¢ t) · h( )g (4)

h 2 n函数 在 点的法锥是

N(h; ) =D(h; )± = f 2 n :< ; >· 0
8 2 D(h; )g (5)

@h( )此外，假设次梯度 是非空、紧的且不包

括原点，那么法锥和次梯度具有式(6)的关系[18]

N(h; ) = f 2 Rn : 9t ¸ 0; 2 t ¢ @h( )g (6)

3.3  高斯宽度

Tµ n对于任意集合 ，其高斯宽度定义为

w(T ) = sup
t2T

< ; >; » N( ; n) (7)

3.4  符号说明

本节将文中用到的符号列表说明，见表1。

4    主要结论

这一节陈述本文的主要结论。首先，对于无噪

声线性逆问题，文献[6,7]首先研究了该问题的几

表 1  本文符号说明

符号 说明

观测信号

观测矩阵

¤ 真实信号

观测噪声

" 观测噪声 的幅度

m 观测个数(观测信号 的维度)

n ¤真实信号 的维度

f ¤真实信号 的结构函数

¸ 惩罚优化问题中的权重调节参数

@f ( ¤) f ¤函数 在点 的次梯度

D(f ; ¤) f ¤函数 在点 的下降锥

N(f ; ¤) f ¤函数 在点 的法锥

w(D(f ; ¤) \ n¡1) D(f ; ¤)下降锥 的球面高斯宽度
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何，即保证无噪声线性逆问题成功或失败的几何条

件；然后利用高斯过程理论或积分集合理论通过研

究这一几何条件来获得观测个数与恢复性能的关

系。在本文中，借鉴这一研究思路，同样地，本文

首先研究了保证惩罚优化问题稳定恢复的一个几何

条件，然后利用高斯过程理论研究这一几何条件得

到保证高概率稳定恢复所需的观测个数。

首先给出保证惩罚优化问题能够实现稳定恢复

的几何条件，并且给出了具体的误差界。
¤

_

定理  考虑惩罚优化问题来恢复真实信号 ，

记它的解为 。假设以下几何条件满足

D(f ; ¤) \ null( ) = f g (8)

D(f ; ¤) D(f ; ¤)

@f ( ¤)

= ¢ " " = jj jj2
® = ¸="

其中， 代表下降锥 的闭包，并且

假设次梯度集合 是非空、紧的且不包括原

点。记 ，其中  代表噪声的方向，而

代表噪声的幅度。此外，记 。那么有如式

(9)的恢复误差界

jj _ ¡ ¤jj2 ·
2dist( T ; ® ¢ @f ( ¤))

¾2
min( ;C( ; ®))

¢ " (9)

C( ; ®)其中， 是一个锥，定义为

C( ; ®) = f 2 n : 8 2 @f ( ¤);

< ; ® ¢ ¡ T >· 0g (10)

¾min( ;C( ; ®))的定义是

¾min( ;C( ; ®)) = inf
d2C(s;®);d 6=0

jj jj2=jj jj2 (11)

dist( T ; ® ¢ @f (x ¤)) T ® ¢ @f ( ¤)代表点 到集合

的距离

dist( T ; ® ¢ @f ( ¤)) = inf
d2®¢@f ( ¤)

jj T ¡ jj2 (12)

" > 0 2 m

jj jj2 = " =_ ¡ ¤ _

证明  对任意的 ，考虑噪声 并且

满足 。记 。由于 是惩罚优化

问题的解

1
2
jj ¡ jj22+ ®" ¢ f ( ¤ + ) ·

1
2
jj jj22 + ®" ¢ f ( ¤) (13)

移项、化简得

1
2
jj jj22¡< ; T >· ®" ¢ [f ( ¤)¡f ( ¤+ )] (14)

2 @f ( ¤)任取向量 ，根据次梯度的定义

f ( ¤)¡ f ( ¤ + ) · ¡ < ; > (15)

结合式(14)和式(15)，有

1
2
jj jj22¡ < ; T >· ¡®"¢ < ; > (16)

即

jj jj22 · 2"¢ < ; T ¡ ® > (17)

= ="其中， 代表噪声的方向。接下来定义锥

C1( ; ®) = f 2 n : 9t > 0; 8 2 @f ( ¤);

¢jj ¢ t jj22 · 2"¢ < t ; T ¡ ® >g
= f 2 n : 9t > 0; 8 2 @f ( ¤); t

¢jj jj22 · 2"¢ < ; T ¡ ® >g (18)

2 C1( ; ®)根据以上分析，可以得到 。

D(f ; ¤)\
null( ) = f g

目前为止，以上证明还未用到条件

。考虑到这一条件，可以得到

C1( ; ®) \ null( ) = f g (19)

0 2 C1( ; ®) \ null

( ) C1( ; ®) 2 @f ( ¤)

用反证法证明这一结论。假设式(19)不成立，那么

必定可以找到一个非零的向量

。根据 的定义，对于任意的 ，

< 0;
T ¡ ® >=< 0;¡® >¸ t

¢jj 0jj22 = 0 (20)

< 0; >· 0 @f ( ¤)

0 2 D(f ; ¤)

D(f ; ¤) \ null(A) = f g

这就意味着 。由于次梯度集合

非空、紧的，且不包含原点，根据次梯度、下降锥

和法锥之间的关系，有 。这与条件

矛盾。因此，式(19)得证。

2 C1( ; ®) 6= 0 62 null( )

接下来，一方面，利用式(19)，可以得到，对

于任意的 且 ，必有 。

即式(21)成立

2 C1( ; ®); 6= ) h ; ® ¡ T i < 0;
8 2 @f ( ¤) (21)

2 n h ; ® ¡ T i <
0; 8 2 @f ( ¤)

t > 0

另一方面，对于任意的 满足

，那么一定可以找到一个足够小的

使得

t ¢ jj jj22 · 2" ¢ h ; T ¡ ® i (22)

2 C1( ; ®)这就说明 。言外之意，有

h ; ® ¡ T i<0; 8 2 @f ( ¤)) 2 C1( ; ®) (23)

结合式(21)和式(23)，可以知道

C1(s; ®) = f0g [ f 2 n : 8 2 @f ( ¤);

h ; ® ¡ T i < 0g µ f 2 n :

8 2 @f ( ¤); h ; ® ¡ T i · 0g
= C( ; ®) (24)

2 C( ; ®) ¾min( ;C(s; ®))于是，有 。根据 的定义

和柯西-施瓦兹不等式

¾2
min( ;C( ; ®)) ¢jj jj22 · 2" ¢ jj jj

¢jj T ¡ ® jj2 (25)
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¾min( ;C( ; ®)) > 0如果

jj jj2 ·
2jj T ¡ ® jj2
¾2

min( ;C( ; ®))
¢ " (26)

2 @f ( ¤) jj T ¡ ® jj2选择 使得 最小，就得到了

定理1中的结论

jj _ ¡ ¤jj2 ·
2dist( T ; ® ¢ @f ( ¤))

¾2
min( ;C( ; ®))

¢ " (27)

¾min( ;C( ; ®)) > 0

C( ; ®)

因此，为证定理1，只需要证明 。

注意到锥 是一个闭集，所以只需要证明

C( ; ®) \ null( ) = f g (28)

0 2 null( ) a0 6=
T

0 = 0

为这一目的，考虑任意 且 。由

可知

h 0; ® ¡ T i = ®h 0; i (29)

D(f ; ¤) \ null( ) = f g 0 62 D

(f ; ¤)

0 2 @f ( ¤) h 0; 0i > 0

0 62 C( ; ®) C( ; ®) \ null( ) = f g

并且，由于 ，必定有

。由次梯度、下降锥和法锥之间的联系可

知，必然存在某个 使得 。

因此， ，故 。

证毕

® > 0

¸ = ® ¢ "
说明1  根据本文中的定理，如果固定 ，

选择权重参数 。那么定理中的系数

¯ =
2dist( T ; ® ¢ @f ( ¤))

¾2
min( ;C( ; ®))

(30)

"就不依赖于噪声幅度 。因此，当几何条件式(8)成

立时，恢复误差

jj _x ¡x ¤jj2 · ¯ ¢ " (31)

¯ "且 与 无关。这就说明如果权重参数正比于噪声幅

度，那么惩罚优化问题的解就是稳定的。并且，注

意到，如果噪声是标准的高斯白噪声，那么许多前

人的工作，如文献[6,16]，均得到了权重参数应当

正比于标准差的结论。由于标准差控制着噪声的幅

度大小，因此这两种权重参数选择方式是类似的。

f

f @f ( ¤)

说明2  文献[13]研究了当结构函数 是一个范

数且满足一定可分解性质时惩罚优化问题的恢复性

能，其结果要求权重参数足够大；而本文定理仅要

求 是一个合适的凸函数，以及次梯度 非

空、紧和不包含原点，且定理为任意的正权重参数

都提供了一个恢复误差界。

说明3  一般而言，不仅是噪声的幅度，噪声

的方向也会对恢复误差有一定的影响。定理就揭示

了恢复误差与噪声方向之间的联系。除此之外，如

果认为最优权重参数应当使得恢复误差最小，那么

定理同样揭示了最优权重参数与噪声方向之间的联

系。事实上，最优的权重参数为

¸opt = ®opt ¢ " (32)

®opt ¯ ¯其中， 最小化式(30)中的常数 ，而 与噪声方

向密切相关。

定理1中的结论依赖于几何条件式(8)。当观测

矩阵是一个随机的高斯矩阵时，这一几何条件可以

用高斯过程理论来研究，然后就可以得到保证高概

率稳定恢复所需的观测个数。

¸ = ® ¢ "
® > 0 t ¸ 0

m

推论1  假设观测矩阵 的元素相互独立且满足

标准高斯分布，并且选择权重参数 ，其中

是一个固定的常数。对于任意的 ，如果

观测个数 满足

¹m ¸ w(D(f ; ¤) \ n¡1) + t (33)

1¡ exp(¡t2=2) ¹m = Ejj jj2; » N( ; )

那么惩罚优化问题能够实现稳定恢复的概率至少为

。其中， 。

证明  推论1的证明是标准的，比如文献[10]。
¹m

p
m ¡ 1 · ¹m ·p

m

说明4  注意到 有如下范围

。因此，推论1意味着如果观测个数

m ¸ w2(D(f ; ¤) \ Sn¡1) (34)

那么惩罚优化问题就会以高概率实现稳定恢复。

5    仿真实验

n = 64 m
s "

[0:001; 0:01; 0:05 : 0:05 : 1:00]

本节利用一个仿真实验来验证上一节的理论结

果。在这个实验中，假设信号是稀疏的，并且惩罚

优化问题式(2)通过CVX[19]来求解。具体实验设置

如下：信号维度 ，观测个数 和信号稀疏度

从1～64改变(以步进1)，并且噪声幅度 取值
1)。对于每种选择，按

如下步骤进行实验：
¤ 2 n s

n ¡ s
(1)生成真实信号 ：其中 个坐标满足

标准高斯分布且相互独立，另外 个设为0；
2 m£n(2)生成观测矩阵 ：每个元素均服从

标准高斯分布，且相互独立；

2 m
1 2 m

= " ¢ 1=

jj 1jj2

(3)生成噪声向量 ：首先生成 ，

其元素服从标准高斯分布且相互独立，令

；

2 m = ¤ +(4)获得观测信号 : ；

® = 1
jj _ ¡ ¤jj2

(5)设 ，求解惩罚优化问题式(2)，并记录

恢复误差 ；

(6)以上过程重复20次，并计算平均误差。

w2(D(f ; ¤) \ Sn¡1)

w2(D(f ; ¤) \ Sn¡1)

实验结果如图1所示。图1中的曲面代表平均恢

复误差，而竖直的平面代表推论1得到的稳定恢复

的阈值，即 。可以看到，当观

测个数大于 时，恢复误差与观

 
1) 意思为ε依次取以下值进行仿真实验：0.001, 0.01, 0.05,
0.10, 0.15, 0.20, 0.25, 0.30, 0.35, 0.40, 0.45, 0.50, 0.55,
0.60, 0.65, 0.70, 0.75, 0.80, 0.85, 0.90, 0.95, 1.00。
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测噪声的幅度成正比，因此惩罚优化问题就能够实

现稳定恢复(实际上，仿真得到的保证稳定恢复的

阈值相较本文推论1给出的阈值要稍大一些。这是

因为，推论1得到的阈值是一个紧阈值，它相当于

同时实现50%概率稳定恢复和50%概率不稳定恢复

的分界点。因此，若要求稳定恢复的概率接近于

1，那么观测个数比较比推论1中的阈值大一些[7])。
这就证明了上一节的理论结果是正确的。

6    结束语

本文研究了在线性逆问题中，惩罚优化问题恢

复真实信号时的恢复误差。本文分析依赖于一个几

何条件，它涉及信号结构函数的下降锥和观测矩阵

的零空间。在这一条件下，推导出了惩罚优化问题

的一个明确的恢复误差界。这一误差界依赖于权重

参数的选择和观测噪声的方向，并且保证了解是稳

定的。同时，这一误差界适用于任意的正权重参数，

并且揭示了噪声方向对恢复误差的影响，以及最优

权重参数与噪声方向之间的联系。此外，当观测矩

阵是一个随机高斯矩阵时，利用上述几何条件得到

了保证高概率恢复所需的观测个数。仿真实验证明

了理论结果的正确性。未来的研究方向包括不同观

测矩阵、不同噪声模型下惩罚优化问题的恢复误差。
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