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摘   要：为了研究忆阻开关电路的动力学行为，该文提出一种具有多吸引子共存现象的忆阻开关混沌电路。在该

电路中存在多吸引子分岔，当系统中发生边界碰撞之后，系统中将产生不同的吸引子共存现象。其中包括单周期

极限环与混沌吸引子共存，不同的混沌吸引子共存，对称的2周期极限环共存现象，以及对称的2周期极限环与

5周期极限环共存现象等。该文通过相图、分岔图等数值仿真，分析了该电路的动力学行为，并利用PSIM电路仿

真验证了其电路的可行性，对开关电路中多吸引子共存现象和混沌应用的研究具有重要意义。
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Abstract: In order to study the dynamic behavior of memristor switch circuit, a memristor-based switched

chaotic circuit with multiple coexisting attractors is designed. There exists multiple attractor bifurcation in this

circuit system. When boundary collisions occurs in the system, there are different attractors coexisting in the

system. It includes the coexistence of the single periodic limit cycles with chaotic attractors, different chaotic

attractors, symmetric 2-periodic limit cycles, and symmetric 2-periodic limit cycles with 5-periodic limit cycles.

The dynamic behavior of the circuit system is analyzed by numerical simulation of phase diagram and

bifurcation diagram. And the feasibility of the circuit is verified by PSIM circuit simulation, this paper is of

great significance to the study of multiple attractor bifurcation in switching circuits and the application of

chaos.
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1    引言

1971年，美籍华裔科学家蔡少棠根据电路基本

变量组合完备性原理预测了描述电荷与磁通关系元

件的存在，并将其定义为忆阻器[1]。到2008年，惠

普公司实验室研究人员首次物理实现了忆阻器并在

《Nature》 杂志上进行了报道 [2]。忆阻器由于其

非线性和记忆特性，在图像加密[3,4]、神经网络[5–8]、

语音通信 [9,10]、逻辑运算 [11]、非线性混沌电路系

统[12–14]等领域中都具有重大的潜在应用价值。最近

几年，对于忆阻器模拟器电路设计的成果也很丰

富，典型的如谭志平等人[15]提出的浮地型忆阻器模

拟电路；Wang等人[16]提出的多分段线性忆阻模拟

电路；Bao等人[17]提出的1阶广义电压控制型忆阻

器模型。由于忆阻器具有非线性和记忆特性，基于

忆阻的混沌电路比传统的非线性电路具有更为复杂

的动力学行为。

混沌系统不仅仅可以产生混沌吸引子，当系统

参数在特定的情况下，根据初始条件的不同系统的

运行轨迹也可能发生变化，从而产生几个独立的吸

引子，形成多吸引子共存现象[18]。由于不同的状态

变量初始值可以将系统引向不同的吸引子，每个吸

引子所对应的所有初始条件的集合就构成其吸引

域。当系统的初始条件位于各个吸引域的边界时，

系统中只要有微小的噪声存在都可能导致系统的运

行轨迹发生变化，往往具有很复杂的动力学行为，

这就导致了系统的运行轨迹变得不可预测。在实际
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应用中如果出现这种多吸引子共存现象会对电路的

运行造成很大的影响，值得深入了解和研究。

目前对于分岔理论的研究大多是针对光滑动力

系统进行的，而对于开关电路的动力学行为研究较

少。近年来人们发现在开关电路中存在着丰富的非

线性现象，边界碰撞分岔是开关系统中很常见的问

题，在机械振荡器[19]、分段线性电路[20,21]和电力电

子设备[22,23]中都可以找到边界碰撞分岔的例子。这

些研究表明边界碰撞分岔可以直接导致系统运行轨

迹发生变化。边界碰撞中有一类特殊的分岔，其在

分岔点同时产生多个共存吸引子[24]。当系统参数平

稳变化时，在分岔点之后共存吸引子的吸引盆非常

接近，以至于系统中存在的噪声可以把系统运行轨

迹从一个吸引子转移到另一个吸引子。这就导致不

可能预测系统在分岔之后运行轨迹将跟随哪个吸引

子，这是系统中不确定性的根本原因，称这种分岔

为多吸引子分岔。文献[25]首次提出了一个具有多

吸引子分岔的开关电路，在该系统分岔点之后出现

了周期3极限环与混沌吸引子共存的现象，并验证

了多吸引子分岔在电路中的可实现性。

开关电路是典型的非线性系统，本文在文献[25]
的基础上提出了一种包含两个参考电压和一个忆阻

器的开关电路。由于忆阻器对流经的电荷具有记忆

作用，因此基于忆阻器的电路能出现更丰富的非线

性现象。本文提出的电路产生了非常复杂的非线性

动力学行为，文中论述了随系统初始值的改变而出

现的多吸引子共存行为，包括不同混沌吸引子的共

存、不同周期极限环的共存，以及周期极限环与混

沌吸引子共存等现象。电路中存在的多吸引子共存

现象对系统的运行可能带来不可预计的破坏性，为

了设计稳定可靠的开关电路，有必要对其运行机制

进行深入了解，避免其产生一些非理想的破坏性结

果。本文为进一步探索开关电路中混沌的应用以及

对多吸引子共存现象的研究具有重要意义。 

2    电路描述

本文所提忆阻开关混沌电路如图1所示，其中

包含一个方波电压源V(t)，两个电容C1和C2，一个

电感L，两个电阻R和RC，两个电压比较器U1和
U2、两个参考电压Vref和–Vref 、两个开关S1和S2 、
一个忆阻器RM。其中比较器U1和比较器U2分别控

制开关S1和S2的闭合以及断开。根据开关S1和开关

S2的状态不同，图1所示开关电路的工作拓扑也随

之改变。

图2所示为文献[17]所提出的电压控制型忆阻器

RM的等效模型，其中包括1个运算放大器U，3个
电阻Ra, Rb和Rd, 1个电容C0以及2个乘法器M1和

M2，值得一提的是，并联电阻Rb可以避免直流电

压积分漂移，因此选用图2所示忆阻器模型更适合

硬件实验。图2所示的忆阻电路是一个一端接地的

单端电路，其电路方程如式(1)所示

im = W (V0)Vm =
Vm

Rd
(1− pV0

2)

dV0

dt
= f(V0, Vm) = − Vm

RaC0
− V0

RbC0

 (1)

其中，Vm和im分别为输入端口处的电压和流经的

电流，V0表示忆阻器中积分电容C0两端的电压，

p为乘法器M2的比例因子。

iLR + VC2) > −Vref

(iLR+ VC2) < Vref

将图1中的电容C1两端的电压用VC1表示，电容

C2两端的电压用VC2表示，流过电感L和电阻R的电

流 用 i L 代 表 ， 则 当 且

时，开关S1和开关S2均处于断开

状态，此时电路只工作在图3(a)所示状态下，电路

为电容C1、电容C2、电阻R、电感L和方波电压源

V(t)串联；依据元件的伏安特性以及基尔霍夫电压

和电流定律，结合式(1)可以列写出图3(a)所示电路

的状态方程为

L
diL
dt

= V (t)−RiL − VC1 − VC2

C1
dVC1

dt
= iL

C2
dVC2

dt
= iL

dV0

dt
= 0


(2)

(iLR+ VC2) > −Vref (iLR+ VC2) > Vref当 且 时，

开关S1闭合，开关S2断开，此时电路的工作状态拓

扑图如图3(b)所示，电感L、电阻R、电容C2的串

 

 
图 1 忆阻开关混沌电路图

 

 
图 2 忆阻器RM等效电路
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联分支与电阻Rc并联，再与电容C1、方波电压源

V(t)串联。依据元件的伏安特性以及基尔霍夫电压

和电流定律，结合式(1)可以列写出图3(b)所示电路

的状态方程为

L
diL
dt

= V (t)−RiL − VC1 − VC2

C1
dVC1

dt
= iL +

V (t)− VC1

Rc

C2
dVC2

dt
= iL

dV0

dt
= 0


(3)

(iLR+ VC2) < −Vref (iLR+ VC2) < Vref当 且 时，

开关S1断开，开关S2闭合，此时电路的工作状态拓

扑图如图3(c)所示，电感L、电阻R、电容C2的串

联分支与忆阻器RM并联，再与电容C1、方波电压

源V(t)串联。依据元件的伏安特性以及基尔霍夫电

压和电流定律，结合式(1)可以列写出图3(c)所示电

路的状态方程为

L
diL
dt

= V (t)−RiL − VC1 − VC2

C1
dVC1

dt
= iL +

V (t)− VC1

Rd
(1− pV0

2)

C2
dVC2

dt
= iL

dV0

dt
= −V (t)− VC1

RaC0
− V0

RbC0


(4)

x, y, z, w

x = iL y = VC1 z = VC2 w = V0 V (t) = E a =
1

L

b =
R

L
c =

1
C1

d =
1
C2

f =
1
Rc

h =
1

C1Rd

m =
1

RaC0
n =

1
RbC0

引入 4个新的无量纲状态变量，令

,  ,  ,  ,  ,  ,

,   ,   ,   ,   ,

,  。

则系统方程式(2)转换后的无量纲状态方程组为

x = aE − bx− ay − az
y = cx

z = dx
w = 0

 (5)

则系统方程式(3)转换后的无量纲状态方程

组为

x = aE − bx− ay − az

y = cx+ f(cE − cy)

z = dx
w = 0

 (6)

则系统方程式(4)转换后的无量纲状态方程

组为

x = aE − bx− ay − az

y = cx+ h(E − y)(1− pw2)

z = dx
w = −m(E − y)− nw

 (7)

在此电路中，当开关S1和S2断开时，由于其输

入电压为方波，当输入电压的幅值达到一定值时，

此电路的工作状态在图3(a)、图3(b)、图3(c) 3种
电路状态下不停变换；同样当开关S1或S2闭合时，

由于其输入电压为方波，电路的工作状态也在图3(a)、
图3(b)、图3(c)3种电路状态下不停变换，且在同一

时间电路只工作在其中一种状态下。 

3    仿真实验

该电路数值仿真得到的时序波形如图4所示，

当开关S1和开关S2断开时，即当电阻R与电容C2两

端的电压之和大于–Vref且小于Vref时，比较器U1和
比较器U2的输出端输出为零，电路没有达到发生边

界碰撞的条件，此时系统仿真时序波形图如图4(a)
所示，系统的运行状态是周期的。可以注意到其中

VU1和VU2始终为0 值，即S1与S2始终保持为断开的

状态，此时电路工作模式拓扑图始终为图3(a)所
示。当开关S1或开关S2被导通时，即当电阻R与电

 

 
图 3 开关电路的工作状态电路图
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容C2两端的电压之和小于–Vref或者大于Vref时，比

较器的U1和U2的输出端输出不全为零，此时电路

工作模式在图3(a)，图3(b)，图3(c)3种电路模式下

转变。当输入电压V(t)的电压峰值小于3.29 V时，

其数值仿真得到的时序波形图如图4(b)所示，

VU1和VU2在0与1值之间无序跳变，此时系统的工作

状态处于混沌态。当输入电压V(t)的电压峰值大于

3.7 V时，依据电路初值状态的不同，电路的时序

波形图分别如图4(c)、图4(d)、图4(e)所示，开关

S1和开关S2被有序导通，此时系统中存在几种不同

的周期极限环共存。当V(t)的电压峰值等于3.7
V时，系统中发生了边界碰撞，在V(t)的电压峰值

大于3.7 V时，依据系统初始状态的不同，系统的

运行轨迹也改变，这表明在V(t)的电压峰值等于3.7
V时系统中出现了边界碰撞分岔。

当系统的参数固定，各参数的初始状态发生变

化时，系统的运作轨迹也改变并形成不同的混沌吸

a = 50 b = 5000 c = d = 1× 109 f =1/30

h = 1/3× 108 m = n = 50000

引子，从而形成了多吸引子共存现象。选择系统参

数为   ,   ,   ,   ,

,  。用Ep表示参数E的

正值，当Ep增大时，该忆阻分段光滑系统状态变

量Z的分岔图如图5所示。图5为共存分岔图，其中

红色部分对应系统初始状态为(0, 0, 0, –1)、蓝色部

分对应系统初始状态为(0, 0, 1, –1)、绿色部分对应

系统初始状态为(1, 1, 1, –1)；从 图5可以看出，系

统呈现了不同周期数的极限环共存、周期与混沌吸

引子共存等复杂的动力学行为。

如图5所示，当Ep<0.28时，系统中存在3个单

周期极限环的共存。从图中可以看出当选取系统初

始值为 ( 1 ,   1 ,   1 ,   – 1 )时，系统的运行轨迹在

Ep>0.28后开始变得不稳定，在两种单周期极限环

之间跳变。随着Ep的增大，在Ep=0.38，选取系统

初始值为(0, 0, 0, –1)时，系统的运行轨迹也开始在

两种单周期极限环之间跳变。这种状态持续到

 

 
图 4 电路时序波形图
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Ep=0.74时，系统发生边界碰撞，两种系统运行轨

迹都进入了混沌态，此时系统中存在混沌态和单周

期状态的共存。当Ep=1.4时，系统发生边界碰撞

由原来的周期1极限环进入混沌态。此时系统运行

状态为混沌态，系统具有良好的混沌鲁棒性，一直

持续到Ep=3.28时，系统由混沌态开始过渡到周期

态。在3.28<Ep<3.7时，系统中存在两种周期2极
限环共存，且系统的运行状态很不稳定，系统的运

行轨迹在两种周期2状态下不断跳变，最后在

Ep=3.7时，系统运行轨迹进入了稳定的周期态，

当Ep>3.7时，系统中存在着两种稳定的周期2极限

环和周期5极限环的共存。

图6给出了随系统参数E变化时，系统的X-
Z平面相轨图，从此图可以看出，在E相同而电

容、电感、忆阻器的初始条件不同的情况下、系统

产生了不同的共存吸引子。

当E=±0.34时，系统的X–Z平面相轨图如图

6(a)所示，存在3种单周期极限环共存。其中红色

部分、蓝色部分和绿色部分所对应的系统初始值分

别为(0,0,0,–1)，(0,0,1,–1)和(1,1,1,–1)。当

E＝±1时，系统的X–Z平面相轨图如图6(b)所示，

其中绿色部分与蓝色部分的混沌吸引子重叠，可以

看到系统中存在单周期与混沌吸引子的共存。当

E=±3.28时，系统的X–Z平面相轨图如图6(c)所
示，系统中存在两种不同的混沌吸引子共存现象。

当E=±3.4时，系统的X–Z平面相轨图如图6(d)所
示，系统中存在两种上下对称的双周期极限环共

存。当E=±4时，系统进入了稳定的周期态，系统

的X–Z平面相轨图如图6(e)所示，系统中存在上下

对称的双周期极限环和5周期极限环共存。 

4    电路仿真

采用PSIM电路仿真软件对图1所示电路进行电

路模拟仿真，进一步验证其动力学特性，其模拟电

路仿真原理图如图7所示。其中方波电压源的频率

为30 kHz，占空比为50%，p为乘法器M2的比例因

子，其他电路元件参数如表1所示。实验得到的电

路时序波形如图8所示，对应得到的关于电感iL与

电压VC2的相图如图9所示。

如图8(a)所示，当V(t)=±1.2 V电路参数的初

始值为(0,0,0,–1)时，电阻R和电容C2两端的电压值

之和没有达到参考电压Vref和–Vref，此时比较器的

输出持续为零，开关S1和开关S2始终没有被导通，

 

 
图 5 状态变量Z随参数E变化的系统共存分岔图

 

 
图 6 随参数E变化的X-Z相轨图
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电路工作在1个周期1的极限环状态下。当V(t)不
变，电路参数的初始值为(0,0,1,–1)时，如图8(b)
所示，电阻R和电容C2两端的电压值之和在运行过

程中达到了参考电压Vref和–Vref，比较器U1和U2输
出端输出无序的高低电平，电路工作状态为混沌

态。这两种状态在V(t)=±1.2 V时在系统中共存。

图8(c)为当V(t)=±2 V时的电路时序图，图8(d)为
当V(t)=±3.4 V时的电路时序图，可以看出此时开

关S1和开关S2也是无序的导通，电路工作在混沌

态。图8(e)和图8(f)分别为当V(t)=±4 V时的两种

周期2态，如图8(e)所示，每两个周期，开关S1被导

通两次，开关S2被导通一次。而图8(f)正好与之相

表 1  忆阻开关混沌电路的参数选取

参数 名称 取值

C1, C2 电容 10 nF

L 电感 20 mH

R 电阻 Ω100 

RC 电阻 Ω30 

Vref 参考电压 1 V

Ra, Rb 电阻 Ω1 k 

Rd 电阻 Ω30 

C0 电容 20 nF

p 比例因子 –0.5

 

 
图 7 PSIM仿真电路原理图

 

 
图 8 电路的PSIM仿真时序波形图
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反，每两个周期，开关S1被导通1次，开关S2被导

通2次。图8(g)为当V(t)=±4 V时的另一种情况，

每5个周期，开关S1被导通4次，开关S2被导通

3次。在V(t)=±4 V时，这3种状态在系统中共存。

当电路中存在噪声时，这几个吸引子之间很容易互

相切换。

相图如图9所示，其中IL表示流过配电感的电

流，V C 2表示电容C 2两端的电压。图 9 ( a )为
V(t)=±1.2 V时对应的单周期相图。图9(b)为
V(t)=±1.2 V时对应的混沌态的相图。可以看出在

V(t)=±1.2 V时，系统中存在单周期与混沌态的共

存。当V(t)=±2 V时，系统相图如图9(c)所示，系

统工作在混沌态且随着V(t)在1.4 V时发生边界碰

撞，此时电路工作的混沌态与V(t)=±1.4 V之前的

混沌态不同，此时系统具有良好的混沌鲁棒性。在

V(t)=±3.4 V时，系统中还存在图9(d)所示混沌态

与图9(c)所示混沌态共存。在V(t)=±4 V时得到

图9(e)、图9(f)、图9(g)的系统相图，可以看出此时

电路中存在上下对称的周期2与周期极限环的共存。 

5    结束语

本文构建了一个具有多吸引子共存现象的忆阻

开关电路，并将其建模为分段光滑的数学模型，进

行了Matlab数值仿真和PSIM电路仿真，其结果表

明，当电路中出现边界碰撞时有可能导致系统中出

现多吸引子分岔现象，在分岔点之后系统中可能出

现不同形式的混沌吸引子共存，不同形式的周期极

限环共存等现象。实验验证了在开关电路中出现的

多吸引子分岔现象，进一步推进了开关电路在混沌

系统中的应用。此外，所构造的忆阻开关混沌电路

其电路结构较为简单，相比于一般的混沌电路，该

电路的动力学行为更加复杂，在随机数的产生、混

沌保密通信、图像加密中具有潜在的应用价值。
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