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摘   要：针对传统平行阵列2维测向自由度低、分辨能力差和小快拍情况下估计误差大等问题，该文提出基于平

行互质虚拟阵列的低复杂度2维波达角(DOA)估计算法。该算法利用两个相互平行的互质线阵扩展生成虚拟阵

列，并通过协方差矩阵和互协方差矩阵构造具有增强2维角度自由度的扩展矩阵，最后通过奇异值分解(SVD)和

旋转不变技术(ESPRIT)获得自动匹配的2维角度估计。相比于传统的2维DOA估计方法，所提算法更好地利用了

阵列接收数据信息，能识别更多的入射信号，分辨能力高，不需要进行2维线性搜索或者角度参数匹配，在低信

噪比 (SNR)和小快拍情况下也有很好的估计效果。实验仿真结果验证了提出算法的有效性和可靠性。
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Abstract: There are more and more problems for the two-Dimensional (2D) direction finding with traditional

parallel arrays, such as low degree of freedom, low resolution and large estimation errors with small snapshots,

etc. In view of these problems and based on the parallel coprime virtual array, a low-complexity 2D Direction

Of Arrival (DOA) algorithm is proposed in this paper. In the proposed algorithm, a virtual array is generated

by the the expansion of two mutually parallel linear arrays. Then an extended matrix with high degrees of

freedom of the 2D angular is constructed by the autocovariance matrix and cross-covariance matrix. Finally,

the automatically matched 2D-DOA estimation is obtained by the Singular Value Decomposition (SVD) and

Estimating Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques (ESPRIT). Compared with the traditional

two-dimensional DOA estimation methods, the proposed algorithm utilizes more information from the received

data of the array, can distinguish more incident signals with high resolution. Meanwhile, the proposed

algorithm needs no 2D linear searching or angular parameter matching and is with good performance under low

Signal-to-Noise Ratio (SNR) and small snapshot. Experimental simulation results demonstrate the correctness

and validity of the algorithm.
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1    引言

波达角(Direction Of Arrival, DOA)估计是阵

M

M − 1

列信号处理中的一个重要研究课题，在无线通信、

雷达和医学成像等许多领域中有广泛的应用。在阵

列结构方面，平面阵的应用最为广泛。在过去的几

十年中，国内外学者已经提出了许多基于平面阵列

结构的DOA估计算法，包括面阵[1,2]、L型阵列[3]和

平行线阵[4]等。平面阵列通常由几个均匀间隔的线

性子阵列构成，具有有限的自由度，例如含 个阵

元的L型均匀线阵阵列，最多可以估计 个入

射信号角度。
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近年来，稀疏阵列由于能够有效提高阵列的自

由度而受到广泛关注，例如最小冗余阵列[5]、嵌套

阵列[6]和互质阵列[7]等。与传统阵列相比，稀疏阵

列可以在保证性能的前提下充分地减少阵元数，或

在阵元数相同的情况下，拥有更大的阵列孔径、更

低的旁瓣级，通过对阵元位置和加权的解算改善测

向算法的精度、分辨率和自由度。在稀疏嵌套阵列

方面，文献[8]和文献[9]将嵌套阵列从1维DOA估计

推广到2维DOA估计，提出了一种包含两个均匀间

隔线性子阵的2维嵌套阵列。在L型互质阵列方面，

有基于迭代最小化和离网格稀疏学习[10,11]。在平行

互质阵列方面，文献[12]首次提出了利用平行互质

阵列的互协方差矩阵构造1维向量，通过稀疏重构

和最小二乘法得到相互匹配的DOA估计，提升了

阵列的自由度，但是在小快拍情况下精度较差，且

算法复杂度较高。文献[13]和文献[14]针对复杂度较

高问题，将2维DOA估计问题转化为1维表示，利

用互协方差矩阵和压缩感知方法进行角度估计，一

定程度上提高了估计精度。上述算法主要利用了平

行互质阵列的互协方差矩阵，文献[15]和文献[16]使
用平行互质阵列的协方差矩阵，采用1维DOA估计

结合功率进行匹配实现俯仰角和方位角估计，但是

容易出现失配现象。

可以看出，现有平行互质阵列DOA估计算法

只利用了阵列的协方差矩阵或互协方差矩阵，需要

网格搜索和匹配，存在着计算复杂度较高、算法精

度不足、容易出现失配等问题。针对现有算法的不

足，本文提出了一种新的基于平行互质线阵2维DOA
估计算法，利用两个线阵的协方差矩阵和互协方差

矩阵构造新的DOA估计矩阵。在此基础上，利用

SVD和ESPRIT算法，根据特征值和特征向量得到

相匹配的方位角和俯仰角。与现有算法相比，本文

算法充分地利用了自相关和互相关矩阵信息，可以

估计更多的信源数，精度更高。同时由于阵元孔径

的扩展，算法的分辨能力较高，计算复杂度较低，

且在低信噪比和小快拍的情况下性能较好。

(·)T (·)∗ (·)H (·)−1 (·)+

diag(v) v

vec(·) ⊗ I

arg(·)

文中符号说明： , , , 和 分别

表示矩阵转置、共轭、共轭转置、求逆和求伪逆；

表示以 为主对角线元素的对角矩阵；

表示矩阵拉伸； 表示Khatri-Rao积； 表示

单位矩阵； 表示取相位角。 

2    信号模型

L

Nd 2M − 1 Md

N L= 2M − 1 +N

M N d d = λ/2

λ p = {p0, p1, ···, pL−1}

本文的阵列模型采用平行互质阵列结构，由两

个相互平行的扩展互质阵列[17]组成，如图1所示，

包含子阵1和子阵2。子阵1有 个真实物理阵元，

由两个不重合均匀线阵交叉构成：阵元间距为

的线阵，阵元个数为 ；阵元间距为 的

线阵，阵元个数为 。可见， 。其中，

和 是互质的整数， 为基本阵元间距， ,

为信号的入射波长。这里，用

代表其中每个阵元的排列位置。

α β X Y

cosα = sinφ sin θ cosβ = cosφ sin θ

φ θ K

l

在图1中， 和 分别为辐射源与 轴和 轴的

夹角，满足 ,  。

其中， 和 为辐射源的方位角和俯仰角。当有 个

远场窄带信号入射时，则子阵1第 个阵元接收信号

模型可表示为

z1,l(t) =

K∑
k=1

ej2dπ/λpl cosαksk(t) + nl(t), l = 0, 1, ···, L

(1)

sk(t) k nl(t)其中， 代表第 个入射信号的幅度， 为噪声。

则整个阵列的接收信号模型为

z1(t) = As(t) + n1(t) (2)

z2(t) = AΦs(t) + n2(t) (3)

z1(t) z2(t)

A= [a1,a2, ···,aK ]

L×K

ak = [1, e−j2π/λp1 cosαk , e−j2π/λp2 cosαk , ···,

e−j2π/λpL−1 cosαk ]T k s(t) K

n1(t) n2(t)

z2(t)

其中， 为子阵1的接收数据， 为子阵2的接

收数据。方向矩阵 的维度为

，包含入射信号的方位角和俯仰角信息，

响 应 矢 量

对应第 个入射信号。 为 个

非合作的窄带信号的幅度， 和 表示零均

值加性高斯白噪声，且噪声和信号不相关。 中

 

 
图 1 平行互质阵列几何模型
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Φ = diag(e−jπ cos β1 , e−jπ cos β2 , ···, e−jπ cos βK ) K ×K

α1 ̸= α2 ̸= ··· ̸= αK β1 ̸= β2 ̸= ··· ̸= βK

为

的对角矩阵。这里假设所有的入射信号不重合，即

和 。

L L= 2M − 1 +N

2MN + 2M − 1 MN +M−1

由于本文采用扩展互质子阵列组成平行阵列，

通过虚拟域信号构造，单个子阵物理阵元为

( )个时，连续虚拟阵元个数为

，其自由度可以达到 ，

突破了传统阵列物理阵元对天线孔径的限制，有效

的扩展了天线的孔径和增加了DOA估计的自由度。 

3    基于平行互质虚拟阵列的低复杂度2维
DOA估计算法

前文已指出，现有的2维DOA估计算法存在着

计算复杂度较高、算法精度不足、容易出现失配等

问题。针对这一问题，本文重点研究了2维虚拟阵

列，提出了一种适用于平行互质虚拟阵列的2维
DOA估计算法。 

3.1  扩展矩阵构造

z1 = z1(t) t

根据接收的入射信号数据，先构造应用于2维
虚拟阵列估计的DOA扩展矩阵。子阵1的接收信号

(对特定时刻 )的协方差矩阵为

Rb = E[z1zH
1 ] = ARAH + σ2

nI (4)

R = diag(ρ1,ρ2, ···, ρK) ρk(k = 1, 2, ···,K)

k σ2
n

I K ×K

其 中 ， ,  

为第 个入射信号的功率， 代表着噪声的功率，

为 的单位矩阵。

Rb将 向量化后可得

v1 = vec(Rb) = Br + σ2
nIe (5)

B = [a1 ⊗ a∗
1,a2 ⊗ a∗

2, ···,aK ⊗ a∗
K ]

r = [ρ1, ρ2, ···, ρK ]T

Ie = vec(I)

v1

其中， ，可以将

其看做为虚拟线阵的方向矢量。

为信号功率，相当于虚拟线阵中的信号， ，

则 可以作为1维非均匀线阵中单次快拍接收的

信号。

v1

通过对式(3)中的矩阵进行特征值分解，可以

从中估计出噪声功率。去除 中的噪声影响，可得

v̄1 = v1 − σ2
nIn (6)

v1

2MN+

2M − 1 {−(MN +M − 1),−(MN +M − 2),

···,−1, 0, 1, ···, (MN +M − 2), (MN +M − 1)}

接着，考虑到 中存在重复的元素，需要剔除

重复元素，并截取连续的虚拟阵元，可以得到

个位于

的 阵

元位置上的元素，即

v̄1 = [v̄−(MN+M−1), v̄−(MN+M−2), ···, v̄−1, v̄0, v̄1,

···, v̄(MN+M−2), v̄(MN+M−1)] = B̄r (7)

B̄=[B̄1,B̄2, ···, B̄K ] B̄k = [ejπ(MN+M−1) cosαk ,

ejπ(MN+M−2)cosαk, ···,0, e−jπcosαk, ···s,e−jπ(MN+M−1)cosαk ]

B̄ (2MN + 2M − 1)×K r K × 1

其中， , 

。

为 的矩阵， 为 的矩阵。

v̄1通过对向量 中的元素进行重新排列可得

V1

=


v̄0 v̄−1 ··· v̄−(MN+M−1)

v̄ v̄0 ··· v̄−(MN+M−2)

...
...

. . .
...

v̄(MN+M−1) v̄(MN+M−2) ··· v̄0


(8)

V1 (MN +M)× (MN +M)

V1

可见，矩阵 的尺寸为 。

可以将 表示为

V1 = DW (ρ)DH (9)

W D其中， 为对角矩阵，和信号的功率相关。 中包

含了入射信号与X轴的夹角信息。

同样，可以通过接收的信号，定义子阵1和子

阵2的互协方差矩阵为

Rc = E{z1(t)zH
2 (t)} = AΦRAH (10)

Φ = diag(e−jπ cos β1 , e−jπ cos β2 , ···, e−jπ cos βK )

Rc

其 中 ， ，

含有入射信号与Y 轴的夹角信息。由于两个子阵的

噪声不相关，因此互协方差矩阵没有噪声的干扰

项。对 进行向量化可得

v2 = vec(Rc) = BΦr (11)

v2同理，剔除 中的重复元素，并取其中连续的

虚拟阵元，可以得到

v̄2 = B̄Φr (12)

v̄2与式(7)类似，构造互协方差矩阵，即对 中的元

素重新排列，可得

V2 = DΦW (ρ)DH (13)

由式(8)和式(12)，构造DOA估计的扩展矩阵

Rm =

[
V1

V2

]
=

[
DW (ρ)DH

DΦW (ρ)DH

]
=

[
D
DΦ

]
W (ρ)DH = D̄W (ρ)DH (14)

Rm D̄

D̄

Rm

D̄

对 分析可知， 中包含了入射信号与X轴

和Y轴的夹角信息所有信息，即 为所求矩阵。通

过对 进行奇异值分解，得到的信号子空间，即

为 张成的空间。 

3.2  2维DOA估计

Rm

在3.1节中，通过子阵1的协方差矩阵及其与子

阵2的互协方差矩阵，构造出DOA估计矩阵 。

接下来，本文利用SVD和ESPRIT算法，由特征值

和特征向量得到相匹配的方位角和俯仰角。

Rm首先，对DOA估计矩阵 进行奇异值分解可得

Rm = [U1U2]

[
Σ
0

0
0

]
V H (15)
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U1 U2其中， 为信号子空间， 为噪声子空间，则

U1 = [u1,u2, ···,uK ] (16)

U2 = [uK+1,uK+2, ···,uMN+M ] (17)

U1 2 (MN +M)×K K

U1 K ×K

T

为 的矩阵， 为入射信号的个

数。由于 为信号子空间，这里存在一个 的

矩阵 使得式(17)成立

U1 =

[
U11

U12

]
=

[
D
DΦ

]
T = DT (18)

D

X α Φ

Y β

由上述分析可知，信号子空间中包含着入射信

号的方位角和俯仰角。其中， 为方向矩阵，包含

入射信号与 轴夹角信息 ; 为对角矩阵，包含入

射信号与 轴夹角信息 。则有

U11 = DT (19)

U12 = DΦT (20)

U11 U12 (MN +M)×K其中， 和 的维度均为 。

U11 U12 F通过 和 的关系，构造矩阵 ，使得

F = U+
11U12 = T−1ΦT (21)

Φ {ψk, k = 1, 2, ···,K}
K

可以得到 中对应的特征值 ，

对应入射的 个信号与Y 轴夹角信息

β̂k = cos−1

(
arg(ψk)

2π/λ

)
(22)

T

通过对式(20)进行特征值分解，其对应的特征

向量构成的矩阵为 ，通过(18)式有

D̂ = U11T
−1 (23)

D̂ (MN +M)×K其中， 为 的矩阵。

D̂ C1 D̂ MN +M − 1

C2 D̂ MN +M

在文献[2]中，通过构造一个谱峰搜索函数进行

角度搜索，进而得到入射信号与X轴的夹角，算法

复杂度高，效率较低。本文借鉴旋转不变思想，将

矩阵 进行分块， 取矩阵 第1行到

行， 取矩阵 的第2行到 行，则有

C2 = C1Ψ (24)

Ψ= diag(ejπ cosα1 , ejπ cosα2 , ···, ejπ cosαK )其中， ，为旋

转不变因子，则有

Ψ = C−1
1 C2 (25)

Ψ γk通过对 进行特征值分解，得到特征值 ，

则有

α̂k = cos−1

(
arg(γk)
2π/λ

)
, k = 1, 2,···,K (26)

通过联立式(21)和式(25)，可得到相互匹配的

方位角和俯仰角，即

θk = sin−1

(√
cos2(α̂k) + cos2(β̂k)

)
(27)

φk = tan−1

(
cos(α̂k)

cos(β̂k)

)
(28)

 

3.3  算法步骤

基于以上理论分析，这里给出本文算法的具体

步骤。

步骤 1　根据实际应用，通过有限的快拍数对

协方差矩阵和互协方差矩阵进行估计，即

R̂b =
1

P

P∑
p=1

z1(t)z
H
1 (t), n = 1, 2,···, P (29)

R̂c =
1

P

P∑
p=1

z1(t)z
H
2 (t), n = 1, 2,···, P (30)

P其中， 为接收信号的快拍数。

R̂b R̂c Rm步骤 2　由 和 构造新的DOA估计矩阵 。

Rm

U1

步骤 3　对矩阵 进行SVD，得到式(14)所示

的信号子空间 。

F

βk

步骤 4　构造角度估计矩阵 ，求出辐射源角

度信息 。

Ψ αk

步骤 5　借用ESPRIT思想，构造包含方位角

信息的旋转因子 ，估计出辐射源角度信息 。

步骤 6　由式(26)和式(27)，得到入射信号的

方位角和俯仰角。

O{2L2P + 2K3 + (2MN + 2M)3} L= 2M−
1 +N

上述算法步骤主要包括协方差和互协方差矩阵

构建、EVD和SVD操作。经推导，算法复杂度约

为 ，其中

, P为采样快拍数，M和N为互质数，K为入

射信号个数。

本文所提出的算法，利用互质虚拟阵列的思想，

对于2维平行阵列进行扩展，能利用有限的阵元估

计更多的入射角度，同时由于阵元孔径的扩展，对

入射角度的分辨能力更好，并且在低信噪比和小快

拍的情况下精确度相对较高，且算法复杂度更低。 

4    实验仿真

M N

2M − 1 +N

{0 3 5 6 9 10 12 15 20 25}
K= 11

MN +M − 1

在本节实验中，令 =3, =5，则子阵1的真

实阵元数为 ，即L=10，阵元位置为

。考虑多个入射信号的情

况，假设信号源个数 ，即入射信号大于实际

阵元数。此时，传统平行线阵算法均已失效，而本

文算法仍然可以有效地估计出入射角度，如图2所
示。本文提出算法能很好地扩展阵列孔径，提高阵

元利用率，最多可估计 个入射角度，

远高于传统算法。

(10◦, 11◦)

(11◦, 12◦)

为了进一步验证提出算法的高分辨性能，我们

假设入射信号个数为 2，入射角为 和

。此时，传统算法失效。本文算法的实验

结果如图3所示，可以看出，虽然存在一定误差，

但依然可以分辨出两个非常接近的入射角度。需要
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注意的是，由于角度较为接近，实验中需要较高的

信噪比和快拍数。

为了衡量算法的估计精度，本文采用均方根误

差(RMSE)准则，定义为

RMSE =
1

K

K∑
k=1

√√√√ 1

Q

Q∑
q=1

(̂φ̂k,q − φk)
2
+ (θ̂k,q − θk)

2

(31)

K Q

φ̂k,q θ̂k,q q

其中， 代表着入射信号的个数， 代表蒙克卡罗

实验次数， 和 代表第 次实验的DOA估计值。

(10◦, 10◦) (20◦, 20◦) (30◦, 30◦)

(40◦, 40◦)

图4为快拍数对本文算法性能的影响，并与已

有算法进行比较。其中，文献[4]基于平行线阵2维
PM算法，文献[12]基于基于平行互质阵列算法。

考虑现有算法的适用范围，这里对4个信源进行估

计，入射角分别为 ,  ,  

和 。可以看出，本文算法在少量快拍下也

有较好的估计性能。特别当快拍数P=10时候，本

文算法依然可以实现有效DOA估计，可适用于小

快拍场景下工作。

接下来，分析信噪比变化对图4中各种算法性

能的影响。为了减小快拍数对不同算法的影响，实

验中采用较大的快拍数，即P=1000。实验中入射

信号情况与图4相同，实验结果如图5所示。可以看

出，本文算法在低信噪比情况下依然具有较高的估

计精度。

最后，为了对不同DOA估计算法的复杂度进

行比较分析，在相同硬件和软件条件下，进行1000
次蒙特卡罗实验，统计各种算法的运行时间。实验

中计算机的CPU为I7-8550U，内存为8 G。实验中

入射信号情况与图3和图4相同，采样快拍数P =
500，信噪比SNR=20 dB。实验统计结果如表1所示，

可以看出，本文算法的计算复杂度优于文献[12]中
的平行互质阵列算法，但略高于平行线阵PM算法。 

5    结论

本文提出一种基于平行互质虚拟阵列的低复杂

度2维DOA估计算法，将传统平行线阵与互质虚拟

阵列相结合。本文采用扩展的DOA矩阵，在进行

DOA估计时，通过奇异值分解并提取旋转不变因

子，避免了传统算法的谱峰搜索，降低了算法复杂

度，获得了自动匹配的DOA估计。同时，采用虚

拟阵列扩展了阵元孔径，解决了传统DOA估计算

法入射信源数小于真实物理阵元数问题。仿真实验

结果表明，本文所提算法具有更高的分辨能力，可

以分辨更多的辐射源信号，而且在低信噪比和小快

拍情况下也优于传统DOA估计算法。

 

 
图 2 K=11时算法估计结果(SNR=10 dB, P=500)

 

 
图 3 高分辨率实验(K=2, SNR=20 dB, P=500)

 

 
图 4 不同快拍数算法性能对比(K=4, SNR=10 dB)

 

 
图 5 不同信噪比下的性能分析(K=4, P=1000)

表 1  不同2维DOA估计算法运行时间(s)

估计算法 本文算法 文献[12] 文献[4]

运行时间 2.283 26.413 1.268
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