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摘   要：针对核极限学习机高斯核函数参数选优难，影响学习机训练收敛速度和分类精度的问题，该文提出一种

K插值单纯形法的核极限学习机算法。把核极限学习机的训练看作一个无约束优化问题，在训练迭代过程中，用

Nelder-Mead单纯形法搜索高斯核函数的最优核参数，提高所提算法的分类精度。引入K插值为Nelder-Mead单纯

形法提供合适的初值，减少单纯形法的迭代次数，提高了新算法的训练收敛效率。通过在UCI数据集上的仿真实

验并与其它算法比较，新算法具有更快的收敛速度和更高的分类精度。
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Abstract: The kernel Extreme Learning Machine (ELM) has a problem that the kernel parameter of the Gauss

kernel function is hard to be optimized. As a result, training speed and classification accuracy of kernel ELM

are negatively affected. To deal with that problem, a novel kernel ELM based on K interpolation simplex

method is proposed. The training process of kernel ELM is considered as an unconstrained optimal problem.

Then, the Nelder-Mead Simplex Method (NMSM) is used as an optimal method to search the optimized kernel

parameter, which improves the classification accuracy of kernel ELM. Furthermore, the K interpolation method

is used to provide appropriate initial values for the Nelder-Mead simplex to reduce the number of iterations,

and as a result, the training speed of ELM is improved. Comparative results on UCI dataset demonstrate that

the novel ELM algorithm has better training speed and higher classification accuracy.

Key words: Kernel Extreme Learning Machine (KELM); Kernel parameter; Nelder-Mead Simplex Method

(NMSM); K Interpolation method

1    引言

极限学习机 [1](Extreme Learning Machine,
ELM)是近年出现的神经网络分类算法，已广泛应

用于天文学、生物学、机械工程等领域[2–5]，其训

练过程关键是解一线性方程组，获得分类参数。传

统ELM用神经网络构造线性方程组的系数矩阵，

所构造的系数矩阵存在病态问题，导致极限学习机

不稳定、分类精度下降。针对此问题，Huang等人[6]

提出了核极限学习机(Kernel Extreme Learning

Machine, KELM)，用支持向量机的核函数构造满

秩的系数矩阵[7–10]。KELM使用最广泛的核函数是

高斯核函数，它的核参数与数据集有关[11–13]，核参

数的取值不当，会直接影响KELM的训练收敛和分

类性能，如何为数据集确定一个合适的核参数，目

前还没有成熟的理论作指导，值得深入研究。

Nelder-Mead单纯形法(Nelder-Mead Simplex
Method, NMSM)是一种解无约束优化问题的方法[14]，

文献[15,16]应用NMSM搜索参数的最优值取得了较

好的效果。借鉴此思想，本文提出一种K插值单纯

形法的核极限学习机(K-interpolation Simplex
KELM, KS-KELM)，把KELM的训练看作一个无

约束优化问题，核参数是待优化变量，在KELM的

训练迭代过程中，通过Nelder-Mead单纯形法的反

射、扩展、压缩、收缩等操作搜索核参数的最优
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值，使KELM的训练快速收敛；引入K插值为

NMSM提供合适的核参数初值，解决NMSM对参

数初值敏感的问题；最后在测试数据集上验证本文

算法的可行性和有效性。

2    核极限学习机

对于含有L个隐藏节点的ELM，训练数据集

i i = [x i1; x i2; ¢¢¢; x in]
T 2 Rn

有N个训练样本，m个分类类别，一个训练样本

记 为 ,   ， 其 中

i=1,···,N。ELM在此数据集上的训练，可用一个线

性方程组表示为[1]

= (1)

其中，系数矩阵H为

=

26664
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¢ ¢ ¢ ;win]
T 2 Rn bi

其中， 是隐藏节点的激活函数，

为第i个隐藏节点的权值向量， 表

示第i个隐藏节点的偏置。

=
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式(1)中， , 

是第i个隐藏节点到m个输出节点

之间的权重向量。
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式(1)中，右端项 ，其

中 是训练样本 的类别

列向量，若训练样本 属于第q类，则 的类别向

量 的第 q个元素为1其余元素为0，可表示为

。

ELM的训练，关键是解式(1)线性方程组，得

ELM的分类参数 ：

= ¡1 (3)

p对于待分类的数据样本 ，其分类函数为

( p) = ( p) (4)

( p) = [g( 1 p+ b1) g( 2 p+ b2) ¢¢¢
g( L p+ L)]

其 中 ，

。

在式(3)中，由于用神经网络构造的系数矩阵

H存在病态问题，文献[6]根据BARTLET理论和

KKT条件，对ELM训练模型进行优化，优化后分

类参数改写为

= T
µ

C
+ T

¶¡1
(5)

分类函数改写为

( p) = ( p) = ( p)
T
µ

C
+ T

¶¡1
(6)

( p)
T T其中，C为惩罚参数， 和 均为矩阵

内积形式，用满足Mercer’s条件的核矩阵代替内

积，有

N =
T; Ni;j = ( i) ( j) = K( i; j) (7)

K(¢) K( i; j) N其中， 是核函数。 是核矩阵 中第

i行、第j列的元素。由此，核ELM分类参数写为

~ =

µ
C
+ N

¶¡1
(8)

分类函数写为

~( p) = ( p)
T~

=

26664
K( p; 1)

K( p; 2)
:::

K( p; N)

37775
T

~ (9)

N

核ELM的训练过程，最关键处是用核函数构

造核矩阵 ，核ELM最常用的核函数是高斯核函数：

K( i; j) = e

Ã
¡
k i¡ jk2
2±2

!
(10)

± ±

~ ~f (¢)

± ±

±

其中， 是高斯核的核参数。高斯核参数 取值不

当，会影响核ELM对训练样本特征的识别，降低

式(8)分类参数 和式(9)分类器 的准确性。因

此，要提高核ELM的分类性能，必须对高斯核参

数 进行寻优，为训练数据集确定一个合适的 值，

本文使用文献[14]的Nelder-Mead单纯形法寻优核

ELM的 值。

3    用单纯形法优化高斯核参数

本文所用的1维单纯形子算法流程如表1所示。

表1算法的一些关键点和细节说明如下。

3.1  步骤1构造初始化单纯形

±0 ±A = ±0

±0 ±0 < eps

±B = ±0+ 0:005 ±0

±B = ¿±0 ¿

通常直接使用 构造顶点A，即： 。构

造顶点B的方法是：如果 无限小，即 ，

则 ；如果 不是无限小，则按比例

扩展，即 ， 为比例系数，一般取0.75。

3.2  步骤3至步骤6中计算公式与参数说明

±R =

(1+ ¹)±best¡ ¹±worst ¹ ¹ > 0

( 1 )步 骤 3中 反 射 点 的 核 参 数 值 为

，其中 称为反射系数( )。
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±E =

±R+ (1¡ )±best > 1

( 2 )步 骤 4中 扩 展 点 的 核 参 数 值 为

，其中  称为扩张系数(  )。

F(±R) < F(±worst)

¾M = '¾R+ (1¡ ')¾best F(±R) ¸
F(±worst) ¾M = '¾worst+

(1¡ ')¾best ' 0 < ' < 1

(3)步骤5中，若 ，压缩点的核

参 数 值 为 ， 若

，则压缩点的核参数值为

。其中 是压缩系数( )。

¾worst =

°¾worst+ (1¡ °)¾best

¾best = °¾best+ (1¡ °)¾worst °

0 < ° < 1

(4)步骤6中，若从步骤5进入步骤6，则向

best点收缩，worst点核参数值更新为

，若从步骤 3进入步骤 6，

则向wo r s t点收缩， b e s t点核参数值更新为

  ，其中  为收缩系数

( )。

¹ '

°

上述的反射系数 、扩展系数 、压缩系数 、

收缩系数 的取值，采用文献 [14 ]标准Nelder-

¹ = 1 = 2

' = 0:5 ° = 0:5

Mead单纯形法的默认值，分别为 ,   ,

,  。

4    K插值单纯形法核极限学习机

K插值单纯形法核极限学习机的具体训练算法

流程如表2所示。

表2算法中的若干要点说明如下。

4.1  步骤1中的初始化参数说明

算法初始化参数设置如下：插值参数K一般设

为12，正则化参数C  一般取1，最大迭代次数

MT设为100，半径SR设为0.001。
4.2  步骤3的训练精度计算方法

±i P±i

P±i = ´±i=N ´±i ±i

核ELM在一个核参数 下的训练精度 定义

为：  。其中 为在核参数 下核ELM正

确分类的样本数，N为训练样本总数。

表 1  1维单纯形子算法

±0 F(±)输入：初始搜索点 ，数据集X，目标函数的计算公式 ，最大迭代次数MT，单纯形的最小半径SR。

±¤输出：最优核参数 。

±0步骤1 根据给定的初始化点 构造初始单纯形；

F(±A) F(±B)步骤2 对于1维单纯形的两个顶点A和B，计算出目标函数值 和 ，函数值较小的为best点，较大的为worst点；

F(±R)步骤3 计算反射点R和反射点处的目标函数值 ，如果反射点的目标函数值优于best点，则进入步骤4；如果差于best点，则转步骤5；如

  果反射点与best点处目标值相等，则转步骤6；

F(±E)步骤4 计算扩展点E和扩展点处的目标函数值 ，比较反射点R处和扩展点E的目标函数值，选择目标函数值较小的点替换单纯形中的

  worst点，然后转步骤7；

F(±M)步骤5 比较反射点R与worst点处的目标函数值，根据比较结果确定压缩点M的位置，若压缩点M的目标函数值 与worst点相比更小，则

  用M点替换worst点，然后转步骤7；否则，转步骤6；

步骤6 执行单纯形收缩操作；

± ±¤步骤7 若达到最大迭代次数MT，或单纯形半径小于SR，则迭代结束，best顶点对应的 值即为最优核参数值 ；否则，转步骤2进行下一次

  迭代。

表 2  K插值单纯形法核极限学习机训练算法

输入：训练数据集X，测试数据集Y。

±¤ ~f (¢)输出：最优核参数 、分类函数 ，测试数据集的分类结果。

步骤1 初始化参数，给定插值数目K，正则化参数C，最大迭代次数MT，单纯形最小半径SR；

步骤2 数据预处理；

±0步骤3 计算K个插值核参数在训练数据集X上的训练精度，并从中找到合适的初始搜索点 ：

± ±i ±i = 2i¡1 i = 1; 2; ¢¢¢;K  (1)构造核参数 的K个插值点 。 ，其中 ；

±i
~

i  (2)用式(8)分别计算K个插值点 下相应的分类参数 ，其中i=1,2,···,K；

±i P±i

=

2664
±1 P±1

±2 P±2
:::

:::
±k P±k

3775
  (3)用式(9)计算K个插值点 下的分类结果和训练精度 ，其中i=1,2,···,K；

  (4)构造训练精度矩阵 ；

P±i ¸ 0:999 0  (5)删除训练精度矩阵 中 的行，得到 ；

0 0 (1; 1) ±0  (6)取 矩阵中的 元素作为初始搜索点 ；

±0 F(±)

±¤

步骤4 调用单纯形法优化核参数子算法，进行迭代搜索，传入搜索初值 ，数据集X，目标函数计算公式 ，最大迭代次数MT和单纯形

  最小半径SR，得到最优核参数 ；

±¤ ~步骤5 根据最优核参数 ，用式(8)计算核ELM的分类参数 ；

xp
~ xp步骤6 对于测试数据集Y中的待分类样本 ，根据最优核参数和步骤5的 ，用式(9)计算 的类别。
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4.3  步骤4单纯形目标函数的定义

F(±)

j1¡ P±ij

F(±) = j0:999¡ P±j

在第3节的单纯形子算法中，需要传入目标函

数的公式表达式 ，单纯形法在迭代过程中调用

此公式计算各单纯形顶点的目标函数值。首先，核

ELM的训练误差定义为 ，但由于核ELM的

训练误差为零时，存在过学习(过拟合)问题，故本

文的目标函数设计为： 。

±

±! 0

±!1

± 1

± 1! 0

±

使用高斯核函数的SVM，核参数 有两个特

性 [ 17 ,18 ]，当 时，所有训练样本均能正确分

类，即训练误差为0，此时SVM存在过学习；当

时，高斯核对样本点判断能力为0，即训练

误差趋于常数，SVM存在欠学习。在高斯核参数

从 逐渐趋于0的过程中，高斯核SVM的学习推

广能力经历了由低到高又变低的过程。即随着高斯

核参数 从 ，测试精度会随着训练精度的提

高而提高，当训练精度达到100%(训练误差为0)之
后，继续缩小核参数 ，训练精度依然维持100%，

但是会出现过学习现象。如图1所示。

j0:999¡ P±j
j1¡ P±ij

故应该选择合适的核参数使训练误差足够小，

但又不能陷入训练误差为0的区域。因此，在单纯

形目标函数设计中，用 代替训练误差

。

4.4  算法时间复杂度分析

算法的步骤1执行初始化操作，计算时间复杂

度是O(1)。步骤2数据预处理，计算量与数据集的

大小N成正比，计算时间复杂度是O(N)。步骤3用

插值法找出核参数的初始值，计算时间复杂度是

O(N2k)，其中k是插值点的数目。步骤4用单纯形法

搜索最优核参数，计算时间复杂度是O(N2t)，其中

t为单纯形子算法的迭代次数。步骤5计算极限学习

机的分类参数，计算时间复杂度是O(N2)。步骤6计
算待分类样本的类别，计算时间复杂度是O(N)。
综上分析，本文所提算法的计算时间复杂度为

O(1+N+N2k+N2t+N2+N)=O(N2(k+t+1)+2N+1)，
由此可见，本文算法的计算时间复杂度为多项式

时间。

5    仿真实验与分析

实验所用测试数据集如表3所示。其中前11个
为UCI数据集，最后1个是人造数据集。

将本文算法与传统核ELM算法作比较，表4是
两算法的分类精度比较结果。对于传统核ELM，

表 3  实验数据集列表

数据集 样本数目 属性数目 簇的数目 数据集 样本数目 属性数目 簇的数目

DNA 1967 180 3 Segment 2310 19 7

Letter 20000 16 26 Satellite 6435 36 6

Msplice 3044 240 3 Vowel 990 14 11

Musk 5692 166 2 Liver 345 7 2

Cnae 1080 857 9 Wilt 4839 5 2

Chess 28056 6 18 D31 3100 2 31

表 4  两种核极限学习机算法的分类精度比较

数据集
传统核ELM(%) KS-KELM

±=0.01 ±=0.1 ±=1 ±=10 ±=50 ±=100 最好精度 最差精度 平均精度 ±值 精度(%)

DNA 21.41 24.63 80.94 94.65 66.38 55.03 94.65 21.41 57.17 4.5 95.72

Letter 4.19 83.32 89.04 77.88 54.22 49.69 89.04 4.19 59.72 2.4521 96.92

Msplice 54.86 59.59 79.53 94.24 75.52 54.86 94.24 54.86 69.77 6 94.82

Musk 84.08 86.09 89.96 95.22 95.94 96.13 96.13 84.08 91.24 224 96.99

Cnae 9.27 80.39 91.38 88.58 71.55 49.35 91.38 9.27 65.09 1.6631 92.67

Chess 0.17 58.55 62.10 32.82 24.35 22.08 62.10 0.17 33.35 0.832 63.21

D31 89.33 95.67 96.67 92.33 23.50 16.33 96.67 16.33 68.97 1.7471 97.17

 

 
图 1 高斯核参数取值对训练精度和测试精度的影响
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± ±

±

±

±

由于事先不知道各数据集核参数 的最佳取值， 分

别取0.01, 0.1, 1, 10, 50, 100。由表4可知，在7个测

试数据集上，本文算法KS-KELM的分类精度比传

统KELM平均分类精度提高41.73%，并且均优于传

统核ELM的最好精度。以Cane数据集为例，传统

核ELM的平均精度65.09%，本文算法的分类精度

是92.67%，本文算法分类精度优于传统核ELM；

本文算法所获的最优 值是1.6631，而传统核ELM
最好精度所用的 值为1，两者较为接近，由此可

知，本文用K插值单纯形法搜索核ELM的最优核参

数 是可行的。对于高维数据集DNA, Msplice,
Musk, Cnae，本文算法的分类精度较传统核ELM
平均提高了38%，对于多类别数据集Letter, Chess,
D31，本文算法的分类精度较传统核ELM平均提高

了60.17%，由此可知，本文算法对复杂数据集具有

较好的自适应性。表4的实验结果表明：本文用

K插值单纯形法搜索核ELM的最优核参数是可行

的，此方法对各类数据集有较好的自适应性，从而

使本文算法能应用于更广泛的场合。

±0

由于单纯形法对待搜索参数的初始值较为敏

感，参数初值取值不当，可能会导致单纯形法搜索

失败。本文提出用K插值为单纯形法提供适当的核

参数初值，图2是6个测试数据集上，K插值对单纯

形法核ELM训练过程的影响。在图2中，用“Sim-
plex”表示普通单纯形法，其初始核参数 =100。

图2中一个数据点代表一次训练迭代，由图2可知，

使用K插值法后，单纯形法的核ELM在6个测试集

上平均迭代次数为12.33次，而普通单纯形法核

ELM的平均迭代次数为19.56次，因此，使用K插

值后，单纯形核ELM的训练迭代次数减少了36.96%，
有效地提高了核ELM的训练效率。以Letter数据集

为例，K插值单纯形法的迭代次数为14次，而普通

单纯形法的迭代次数为24，使用K插值后，核

ELM的训练迭代次数减少了41.67%。尤其在Ms-
plice数据集上，迭代次数减少50%。此外，由图2
还可以看出，K插值还能避免单纯形法陷入局部最

优解，以DNA和Musk数据集为例，普通单纯形法

在搜索核参数过程会陷入局部最优解，在图2上表

现为训练误差曲线近似水平并且停留在一个大于零

的值上，即：训练无法跳出局部最优，训练不收

敛；在使用K插值后，训练误差曲线能趋近于零，

表明单纯形法能避免陷入局部最优，训练快速收

敛。图2的实验结果表明：K插值能为单纯形法提

供一个适合的搜索初值，有效地解决了单纯形法对

搜索参数初值敏感的问题，加速了核ELM的训练

收敛。

表5给出本文算法与近两年4种相关算法的分类

精度比较。4种相比较的极限学习机算法分别是：

带权重变化和决策融合的极限学习机(WMOS-
2 0 1 7 ) [ 1 9 ]、基于文化基因算法的极限学习机

(M-2016)[20]、实例克隆极限学习机(IC-2017)[21]、
基于多层感知机的极限学习机(H-2016)[22]。表5相
关比较算法的分类精度取自相应的文献，表中的

“—”符号表示相比较算法文献未给出该数据集的

 

 
图 2 K插值法对单纯形核ELM训练收敛的影响

1864 电    子    与    信    息    学    报 第 40 卷



分类精度。由表5可知，在高维数据集(Satellite,
Letter, Vowel)，以及低维数据集(Liver, Wilt)上，

本文算法的分类精度均优于相比较的4种算法，分

类精度平均高出8.76%。在表3中，本文算法的分类

精度在Segment数据集上较M-2016低0.46%，但这

个分类精度偏差很小；在其余的数据集上，本文算

法的分类精度均优于相比较的算法，这说明本文引

入K插值单纯形法优化核ELM的参数是可行的、有

效的。

图3是本文算法的时间复杂度特征曲线图。将

6个测试数据集的数据规模以2,4,8,16倍复制扩展，

生成更大规模的数据集。然后在这些新数据集上，

应用本文算法学习新数据集，绘制出算法的训练时

间随数据集规模变化的趋势图。由图3可以看出，

当测试集的数据规模呈指数增长时，本文算法的训

练时间呈多项式曲线变化趋势，实验结果与本文算

法计算时间复杂度分析的结论符合。

6    结束语

本文提出用K插值单纯形法寻优极限学习机的

核参数，提高极限学习机的训练效率和分类精度，

由测试数据集上的实验结果分析可得到两个结论：

一是用Nelder-Mead单纯形法优化核极限学习机的

核参数是可行的，所提算法的分类精度优于相比较

的其它算法；二是用K插值为Nelder-Mead单纯形

法提供核参数搜索初值，能有效地减少单纯形法的

搜索迭代次数，从而提高了核极限学习机的训练效

率，并且此方法对数据集具有良好地自适应性，能

使所提算法适用于更广泛的场合。
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