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高斯白噪声背景下的 LFM 信号的分数阶 Fourier 域信噪比分析 

刘建成    刘  忠    王雪松    肖顺平    王国玉 
(国防科技大学电子科学与工程学院  长沙  410073) 

摘  要：目标大机动运动使雷达回波表现为频率和调频率参数均未知的 LFM 信号。未知参数 LFM 信号的检测和

估计采用分数阶 Fourier 变换来实现受到越来越多的关注，为此本文着重分析其分数阶 Fourier 变换的信噪比。首

先推导出时限线性调频信号的分数阶 Fourier 变换模平方，给出了在分数阶 Fourier 域的峰值点与未知参数的关系，

然后研究了附加白噪声 LFM 信号在分数阶 Fourier 域的统计特性，确定了其信噪比，并与理想情况(即参数频率和

调频率参数已知)下线性相位匹配滤波器的输出信噪比进行了比较。 
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SNR Analysis of LFM Signal with Gaussian White Noise in Fractional 

 Fourier Transform Domain 
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Abstract: Due to the motion of a target, radar return signals are usually LFM signals with unknown frequency and 
unknown frequency modulated rate. Fractional Fourier transform has recently attracted much attention in 
detection and parameter estimation of multi-component LFM signals. Fractional Fourier transform of LFM signal 
of finite duration is derived and a relation between coordinate of the peak and unknown parameters is given. 
Statistical characteristic of LFM signal with white noise in fractional Fourier domain is studied, a closed form 
expression is found for Signal-to-Noise Ratio(SNR), and it is compared with matched filter of ideal situation (i.e. 
parameters of LFM signal are known).  
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1  引言  

Fourier变换无疑是最常用、最有用的信号处理工具之

一。作为Fourier变换的广义形式，分数阶Fourier变换是由

Namias在不知前人工作的情况下以纯数学的方式提出的，并

将其用于解偏微分方程[1]。后来Cariolario给出了一所有类型

信号(包括一维和多维，连续和离散，周期和非周期)的分数

阶Fourier变换的统一定义[2]。由于具有很多传统Fourier变换

所不具备的性质，分数阶Fourier变换作为处理时变信号的重

要工具被广泛应用在解微分方程、光学系统设计和光学信号

处理、量子力学、信号检测、图像处理、模式识别 

等 。离散分数阶Fourier变换及其快速算法的出现 [6 ，

尽管还不完善，但还是加速了其在工程中的应用进程。

Almeida分析了分数阶Fourier变换和WVD的关系，并将其解

释为时频平面的旋转因子

[1,3 5]− 8]−

[9]，而LFM信号在时频面上对应的

是直线，因此分数阶Fourier变换适合处理未知参数LFM信

号。分数阶Fourier变换对多分量未知参数LFM信号的检测和
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估计受到越来越多的重视 [1 。但是文献对于为何分数阶

Fourier变换适于处理LFM信号均是从概念上说明，没从数学

上解释。从信噪比积累的角度考虑FRFT处理未知参数时限

LFM信号的统计性能也没有相关论述。本文从时限LFM信号

分数阶Fourier变换的幅度特性研究了峰值所在分数阶

Fourier域的位置，及对应的信号参数，因而在分数阶Fourier

域确切说明了分数阶Fourier变换适合处理未知参数LFM信

号。通过分析附加白噪声LFM信号的分数阶Fourier变换的统

计特性，从信噪比积累的角度，统计分析了分数阶Fourier

变换在处理未知参数LFM信号时的性能。 

0 12]−

本文第 2 节推导时限线性调频信号的分数阶 Fourier 变

换模平方，并分析其峰值及其所在位置，第 3 节分析附加白

噪声 LFM 信号分数阶 Fourier 变换模平方的统计特性，第 4

节进行信噪比分析，最后是结束语。 

2  时限 LFM 信号的分数阶 Fourier 变换模平方特

性 

考虑单分量 LFM 信号 
2

2( ) , | | /2
cjvt j t

s t Ae t T
+

= ≤            (1) 
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式中T 为信号时长， 和 为未知参数，前者为角频率，后

者为角调频率，为方便计，分别简称为频率和调频率。 

v c

分数阶Fourier变换定义为[9] 

( , ) ( , ) ( )dsF u K u t s t tαα
+∞

−∞
= ∫          (2) 

式中 
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cot( )⋅ 表示求余切， 表示求余割。 csc()⋅

不失一般性，仅考虑 。将式(1)和式(3)代入

式(2)，得到 
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下面分 4 种情况确定
2( , )sF uα ： 

(1)当 ，且 时 cot 0c α+ = csc 0v u α− =
2 2

2 csc
( , )

2s
A T

F u
αα

π
=            (5) 

(2)当 ，且 时 cot 0c α+ = csc 0v u α− ≠
2 2

2 2csc
( , ) sinc [( csc ) /2]

2s
A T

F u v u T
αα

π
= − α   (6) 

(3)当 ，且 时 csc 0v u α− = cot 0c α+ ≠
2 2 2 2

2
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θ π⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫ 分别表示 Fresnel 余弦函数和 Fresnel 正弦函

数。 

(4)当 ，且 时 csc 0v u α− ≠ cot 0c α+ ≠
2 2 2 2

2
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式 中
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T v u c
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图 1分 3种情况给出了
2( , )sF uα 归一化后的主瓣部分在

面上的示意图( ，图

1(a)-图 1(c)分别是式(6)，式(7)和式(8)归一化后的示意图。 

( , )uα 1 2( 1000rad s , 1000rad s )v c− −= ⋅ = ⋅

可以看出，当 ， 时，0cot 0c α+ = 0 0csc 0v u α− =
2( , )sF uα 达到峰值，即 ， 为1

0 cot ( )cα −= − 0 0sinu v α=
2( , )sF uα 的峰值点。由此可根据 和 确定 LFM 信号的

未知参数c 和 v 。 
0α 0u

令 ， ，图 2 给出了cotxc α=− cscxv u α= 2( , )s x xF v c 归 

一化后的主瓣部分在信号参数 ( , 面上的示意图( =  

， )。 

)x xv c v
11000rad s−⋅ 21000rad sc −= ⋅

 

图 1  时限 LFM 信号分数阶 Fourier 变换的 

 模平方主瓣部分 ( , 面上的示意图 )uα

 

图 2  时限 LFM 信号分数阶 Fourier 变换 

的模平方主瓣部分 面上示意图 ( , )x xv c

对于实际雷达信号，满足 | | ，所以 ，

则 

1c >> 0 0sinα α≈

0 0sinu v vα= ≈ 0α               (9) 

即
2( , )sF uα 的峰值点会出现在 ( , 面的直线 上。虽

然

)uα u vα=
2( , )sF uα 在 ，1

0 cot ( )cα −= − 0 21

v
u

c
=

+
点 达 到 

峰值，但
2( , )sF uα 从峰值点开始沿这条直线衰减没有沿 和

方向衰减的快，且在峰值点既不关于α 对称，也不关于u

对称。从图 1(c)可看出，在 α 轴上， dB 主瓣宽度约为

0.7rad，远大于图 1(a)的主瓣宽度。在u 轴上，3 dB 主瓣宽

度约 0.04，也远大于图 1(b)的主瓣宽度。而

α

u

3

2( ,s xF v )xc 在峰

值点可近似认为既关于 对称，也关于 对称。 xv xc
2( , )sF uα 的峰值为 

2 2 2
2

0 0
1( , )

2s
A T cF uα

π
+=           (10) 

同样由于 | | ，则1c >> 21 c c+ ≈ 。
2( , )sF uα 峰值可

近似为 
2 2

2
0 0( , )

2s
A T c

F uα
π

=               (11) 

从式(11)可以看出，
2( , )sF uα 的峰值与信号幅度平方、

时长平方和信号调频率c 成正比。信号幅度越大，峰值越大，

信号幅度越小，峰值越小。调频率越大，峰值越大。调频率

越小，峰值越小。如果仅从信号的角度看，调频率大的信号

比调频率小的信号更容易检测，然而事实上并不是如此。 
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3  高斯白噪声背景下的 LFM 信号的分数阶

Fourier 变换的模平方的统计特性 

考虑附加白噪声 LFM 信号 
( ) ( ) ( )r t s t n t= + ， | |            (12) /2t T≤

式中 如式(1)， 为零均值复高斯白噪声，且噪声方差

为 。T 为信号时长。其分数阶 Fourier 变换的模平

方为 

( )s t ( )n t
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2 *
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2 2 1 2
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确定其均值为 
2

2 2 csc
[ ( , ) ] ( , )

2
n

r s
T

E F u F u
σα α

π
= + α        (13) 

上式由两部分组成，第 1 项是信号项，第 2 项是由噪声

引起。只有白噪声时，其分数阶 Fourier 变换的模平方才是

第 2 项。噪声项引起的均值大小与 成正比。在信号峰

值点，

cscα
2

0csc 1 cα = + ≈ c ，即噪声项引起的均值大小近似

与调频率成正比。 

再确定 
2

4 4 2
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则得到附加噪声LFM信号分数阶Fourier变换的模平方

的方差为 
2 2

2 2 2 4
2

csc
VAR[ ( , ) ] [2 ]

4r
T

F u A T
αα

π
= +n nσ σ     (15) 

从上式可看出，方差与 成正比。在信号峰值点，

即满足 时, 

2csc α

0cot 0c α+ =
2 2

2 2 2 4
0 0 2
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4r
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当 | | 时 1c >>
2 2

2 2 2 4
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π

≈ +n nσ      (17) 

此时，方差近似与调频率的平方成正比，即峰值点的噪

声功率与调频率的平方成正比。 

4  信噪比分析 

由于分数阶Fourier变换具有在二维分数阶Fourier变换

域聚集信号而分散噪声的性质，传统的信噪比定义，即平均

信号功率与平均噪声功率的比，已不再适合。文献[13]提出

把二维变换域上的信号峰值平方作为信号功率，该处的噪声

方差作为噪声功率，则基于分数阶 Fourier 变换的输出信噪

比为 
4

0 0
out 2

0 0

( , )
SNR

VAR[ ( , ) ]
s

r

F u
F u
α

α
=            (18) 

式中 表示随机信号 的方差。 

(11)和

VAR{ }X X

把式 式(17)代入上式，得到 
4 2

ouSNR
A T=t 2 2 42 n nA Tσ σ+

             (19) 

从式(19)可以看出，输出信噪比与 c 无关。这是因为峰

值处的信号功率和噪声功率均与调频率成正比，而信噪比是

两者的比，故抵消了调频率的影响，因此调频率大的信号并

不比调频率小的信号更容易检测。 

如果用 outSNR 表示理想情况(即参数频率和调频率参数

已知)下线性相位匹配滤波器的输出信噪比，则 
2

outSNR A T=          2
nσ

      (20) 

把上式代入式(19)得到 
2

out
out

out

SNRSNR
2SNR +1

=            (21) 

当 outSNR 1>> 时，分数阶 Fourier 变换的

为 

输出信噪比

out
out

SNR
SNR

2
=               (22) 

即分数阶 Fourier 变换的输出信噪比比理想情况低 3dB。 

当 outSNR 1<< 时，分数阶 Fourier 变换的输出信噪比

为 

 
2
out

out
SNRSNR

2
=             (23) 

即分数阶 Fourier 变换的输出信噪比是理想情况的
outSNR

2

束语 

了分数阶Fourier变换检测未知参数LFM信号

中的

[1] Namias V. The fr rier transform and its 

[2] ework for the fractional 

[3] an, et al.. Convolution, filtering 

倍。 

5  结

本文研究

信噪比问题。首先从数学上解释了分数阶 Fourier 变换

适于处理未知参数 LFM 信号，然后研究了附加白噪声 LFM

信号在分数阶 Fourier 域的统计特性，噪声均值在峰值点处

近似与调频率成正比，噪声方差近似与调频率的平方成正

比。最后确定了分数阶 Fourier 变换处理未知参数 LFM 信号

的输出信噪比。在高信噪比条件下，与理想情况(即参数已知)

下的匹配滤波的输出信噪比比较，前者仅比后者低 3dB。 
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