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摘   要：多重信号分类(MUSIC)算法是一种经典的空间谱估计算法。该文以L型阵列为例，针对2D-MUSIC算法

在接收信号信噪比较小时对多个目标中方位相近的目标无法进行准确估计的问题，提出一种改进2D-MUSIC算

法。该算法对经典2D-MUSIC算法所构成的协方差矩阵进行共轭重组，并将重组后矩阵的平方与原协方差矩阵的

平方进行相加求平均，由此获得新的矩阵，再对该矩阵对应的噪声子空间进行加权处理，选取适当的加权系数构

造新的噪声子空间，最后通过谱峰搜索识别出目标位置。计算机仿真结果表明，与2D-MUSIC算法相比，改进后

的算法在接收信号信噪比较小时对多个目标中方位相近的目标也能够进行信号波达方向(DOA)估计，提高了L型

阵列2维DOA估计的分辨率，具有较好的工程应用价值。
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Abstract: The MUltiple SIgnal Classification (MUSIC) algorithm is a classical spatial spectrum estimation

algorithm. Taking L-shaped array as an example, an improved 2D-MUSIC algorithm is proposed for the

problem that 2D-MUSIC algorithm often fails to estimate accurately targets in close proximity among multiple

targets when the signal-to-noise ratio is low.The algorithm identifies the target location through spectrum peak

search by first performing conjugate recombination on the covariance matrix generated by the classical 2D-

MUSIC algorithm, then calculating the mean of sum of square of the recombined one and the original one as

the new matrix, whose corresponding noise subspace then weighted by applying appropriate coefficients to

obtain a new noise subspace. The computer simulation results show that compared with the 2D-MUSIC

algorithm, the improved algorithm performs well on DOA estimation for the targets in close proximity among

multiple targets when the received signal has low signal-to-noise ratio, which improves the resolution of 2D-

DOA estimation with L-shaped array, with better engineering application value.

Key  words:  Two  dimensional  Direction  Of  Arrival  (DOA)  estimation;  L-shaped  array;  Conjugate

recombination; Weighting

1    引言

信号波达方向(Direction Of Arrival，DOA)估
计是阵列信号处理研究中一个重要领域[1]，其在无

线通信、辐射源定位跟踪、安防及国防军工等领域

都有所应用，尤其在现代战争中为战场态势感知、

作战任务规划及雷达资源调度等提供有力支撑[2–8]。

与1维DOA估计相比，2维(Two-Dimensional,
2D)DOA估计对空间的划分更为精细，对目标位置

的描述更为具体，更加能够满足当今对信号波达角

估计的高精确性、高分辨率及高稳定性的要求，从

而更具有工程应用价值[9–11]。

经典多重信号分类(MUSIC)算法是基于接收信

号协方差矩阵的特征值分解，根据目标所对应的方

向向量与噪声子空间相互正交的特性估算出DOA[12–15]。
将该算法运用到2维DOA估计中，当接收信号处于
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小信噪比时，方位相近信源的空间谱峰会发生混

叠，导致DOA估计的分辨率大大下降，算法性能

变差。针对上述问题，本文提出一种改进2D-MUSIC
算法，并以L型阵列为例进行理论分析及仿真验

证。本文算法利用前后向空间平滑理论的特殊情况

对接收信号的协方差矩阵进行部分共轭重组，获得

具有平均意义的新的矩阵；又对原协方差矩阵与新

的矩阵的平方和求平均，得到最终矩阵并进行特征

值分解，增大了信号对应特征值与噪声对应特征值

的差距，等效于提高接收信号的信噪比；再对得到

的噪声子空间进行重构，利用各噪声对应特征值对

噪声子空间的列向量进行加权处理，通过选取适当

的权系数从而达到降噪的目的，以实现在待估计目

标方位接近且接收信号信噪比较小的情况下对多个

目标方位进行准确估计，提高波达角估计的分辨率。

2    天线模型与算法原理

2.1  L型天线阵列结构与信号模型

X Y
d

X Y N
2N ¡ 1

rk X Y

®X ®Y rk Z µ

rk X

¯

L型天线阵在两个方向上都是均匀线阵，交界

处为公共阵元，其结构简单，易于实现。其结构如

图1所示，阵元在相互垂直的 轴方向和 轴方向

上均匀排布，阵线中相邻两个阵元的间距均为 ，

轴方向和 轴方向上的阵元数均为 ，其中原点

处为公共阵元，天线阵列的总阵元数为 。假

设目标位置矢量 与 轴、 轴正方向的夹角

分别 和 ,  与 轴正方向的夹角为俯仰角 ,

在XY 轴平面的投影与 轴正方向的夹角为方

向角 ，则它们的关系满足

cos®X = sin µ cos¯
cos®Y= sin µ sin¯

¾
(1)

2.2  2D-MUSIC算法

假设到达阵列的信号均为平面波，空间中有

K r1(t) r2(t) rK(t)

µ1 µ2 µK ¯1 ¯2 ¯K

¸

¾2

个非相干的窄带信号( ,  , ···,  )以

俯仰角( ,  , ···,  )、方向角( ,  , ···,  )入射

到此L型天线阵列上，波长为 ，接收到的噪声为

均值为0方差为 的高斯白噪声，且假设信号和噪

声及各个阵元上的噪声互不相关。

X N X
= x + x

x X x X

= [ x(©1); x(©2); ¢¢¢; x(©K)]

x(©i) =
£
1; e¡j2 d sin µi cos¯i=¸; e¡j2 d¢2 sin µi cos¯i=¸;

¢¢¢; e¡j2 d(N¡1) sin µi cos¯i=¸
¤T

(²)T

轴上传感器的个数为 ，则 轴传感器的接

收信号为 ，其中 为信源矩阵，

为 轴接收的噪声矩阵， 为 轴方向上的阵

列流形，可表示为 ，

其中

,  表示矩阵转置。

Y N ¡ 1 Y
= y + y

y Y y Y

y = [ y(©1); y(©2); ¢¢¢; y(©K)]

y(©i) =
£
e¡j2 d sin µi sin¯i=¸; e¡j2 d¢2 sin µi sin¯i=¸; ¢¢¢

e¡j2 d(N¡1) sin µi sin¯i=¸
¤T

同理， 轴上传感器的个数为 ，则 轴

传感器的接收信号为可表示为  ，其

中 为 轴接收的噪声矩阵， 为 轴方向的阵

列 流 形 ， ， 其

中 ,

 。

由以上分析得L型阵列的接收信号 为

r =

· ¸
=

" #
+

· ¸
= + (2)

L型阵列下2D-MUSIC算法进行DOA估计的步

骤可归纳如下[16]：

=E[ H]= s
H+

(²)H s

= E
£ H¤ = ¾2

M = 2N ¡ 1 M £M

步骤 1　求协方差矩阵

，其中 表示矩阵共轭转置， 为信号的协

方差矩阵， 为噪声的协方

差矩阵，假设 ,  为 的单位矩阵；

s n

步骤 2　对协方差矩阵 进行特征值分解，构

造信号子空间 及噪声子空间 ；

(µi; ¯i) n

步骤 3　根据推导出的目标所对应的方向向量

与噪声子空间 正交的关系给出2D-MUSIC

算法的空间谱估计式

MUSIC =
1

H(µ; ¯) n
H
n (µ; ¯) (3)

(µ; ¯)

通过搜索2D-MUSIC算法空间谱的谱峰所对应

的 即为所估计目标的俯仰角与方向角。

2.3  改进的2D-MUSIC算法

在2D-MUSIC算法中对接收信号进行协方差矩

阵的特征值分解，其中各个特征值对应的分别是信

号或噪声的功率。当接收信号信噪比较大时，信号

对应特征值与噪声对应特征值差距较大，在空间谱

的估计中信号和噪声有明显的差别，容易识别DOA；

但当接收信号信噪比较小时，信号对应特征值与噪

声对应特征值相差很小，导致进行2D-MUSIC算法

处理后信号的空间谱峰不明显，且当多个信号的

 

 
图 1 L型天线阵列模型
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DOA接近时很可能会出现谱峰混叠的现象，使2D-

MUSIC算法的分辨率大大降低。为使在小信噪比

下协方差矩阵特征值分解的信号特征值与噪声特征

值也有明显区别，即增大信号功率和噪声功率的差

距、提高信噪比，考虑重新构建协方差矩阵和噪声

子空间。

y12.3.1  构造相关矩阵

y1=
H

M £M

y1 =
2

y1

°y1i = °i
2

y1i = i y1

y1

构造相关矩阵 。由2.2节分析可知，

协方差矩阵 为一个 的Hermite矩阵，可表

示为 。由此可知，对 进行特征值分

解，所得到的特征值为原协方差矩阵 所对应特征

值的平方，特征向量与 对应的特征向量相同，即

,  。所以 与 具有相同的信号

子空间和噪声子空间，用 作为协方差矩阵进行

处理同样满足2D-MUSIC算法的测向原理。

由文献[17]给出的对应MUSIC算法信号子空间

扰动的统计公式为

¹d 2MUSIC
³
ÃM

K ; ~ÃM
K

´
¼ 1

Nx

KX
i=1

MX
j=K+1

°j=°i

(1¡ °j=°i)
2 (4)

°i °j

° = °j=°i (i = 1; 2; ¢¢¢;K; j = K+1;K+
2; ¢¢¢;M) °

0 < ° · 1

其中， 为信号对应的特征值， 为噪声对应的特

征值。设 ,  
，可以看出，在实际工程运用中 满足

。

y1

0 < ° · 1
y1

由式(4)可得，由于 特征值分解得到的特征

值是 所对应特征值的平方，且 ，即由

特征值分解得到的信号子空间扰动始终小于

2D-MUSIC算法中 对应的信号子空间扰动。

y22.3.2  构造相关矩阵

y1

经2.2节和2.3.1节分析可以看出，2D-MUSIC
算法中的协方差矩阵 和相关矩阵 都只是利用

了接收的观测数据本身。在接收数据快拍数有限的

情况下如果能同时利用采样数据与其共轭数据，可

以增加被利用的数据长度，从而改善2D-MUSIC算
法的估计性能。

¤ = ¤ (²)¤

N £ N
2= N x = diag(e¡j2 d(N¡1) sin µ1 cos¯1=¸;

e¡j2 d(N¡1) sin µ2 cos¯2=¸; ¢¢¢; e¡j2 d(N¡1) sin µK cos¯K=¸) ¤¢
= K

由共轭倒序不变性可知，存在一个对角矩

阵 ，使得式 成立。其中

表示取复共轭， 为一个 的反对角矩阵，

满 足 ;  

, 

。
¤ =

¤ (N¡1)£ (N¡1)
2= N¡1 =diag(e¡j2 dN sin µ1 sin¯1=¸;

e¡j2 dN sin µ2 sin¯2=¸; ¢¢¢; e¡j2 dN sin µK sin¯K=¸) ¤ ¢ =

K

同理，存在一个对角矩阵 ，使得式

成立。其中 为一个 的反对

角矩阵，满足 ; 

, 

。

=

" #
¤ = ¤

=

24 s
H

s
H
y

s
H

s
H
y

35
s

H
s

H

J =

24 ( s
H)
¤

s
H

s
H ( s

H)
¤

35
J M £M

由2.2节分析可知，L型天线阵列的阵列流形

，即无法找到一个对角矩阵 ，能够

使得 成立，即无法对 直接进行共轭

倒序重排，而 ，可

对 中的 和 项进行共轭倒序重

排 ， 得 到 ,

也为 的Hermite矩阵。

J

可以看出，共轭倒序重排的本质就是前后向平

滑技术中子阵阵元数等于总阵元数的特殊情况。利

用矩阵的共轭性质及共轭倒序不变性可得，共轭重

排后的矩阵 与协方差矩阵 相比，他们的特征

值和张成的噪声子空间在空间谱上反映出的差距很

小，但利用数据长度与原来相比得以增加。

y2 =
H= 2

y2 J y2

构造另一新的矩阵 ，由

2.3.1节分析可以看出，在特征向量不变的情况下，

对应特征值是 对应特征值的平方，即 不

仅增加了利用数据长度，还使得信号与噪声对应的

特征值差距增大，等效于进一步提高了信噪比，减

小了信号子空间的扰动情况。

Y2.3.3  构造矩阵

y1

y2

= ( y1+ y2) =2

将由原采样数据构造相关矩阵 与该数据共

轭重排后的矩阵 进行相加求平均，得到最终矩

阵 ,  将代替原协方差矩阵

进行特征值分解。

可以看出，2D-MUSIC算法与本文算法形式是

完全相同的，仅是由于特征值分解的协方差数据不

同而导致特征值发生变化。特征值对DOA估计的

方差有直接影响，关系如式(5)所示

E
½³

µ̂t ¡ µt

´2¾
=

¾2

2Nt

24 KX
m=1

°m

(¾2¡°m)
2

¯̄
H(µt)vm

¯̄235
,24 MX

m=K+1

¯̄
H(µt)vm

¯̄235 (5)

(µt) = d (µt)=dµt (µt)

¾2;Nx;K;M m

其中， ,  为阵列流形的列向量，

均如式2.1节所示， 为特征向量。

°m(m = 1; 2; ¢¢¢;K) ¾2
由式(5)可得，信号子空间特征向量所对应的

特征值 越接近于噪声方差 ，

即越接近噪声对应的特征值，则DOA估计的方差

越大，反之则越小。通过重构协方差矩阵使得信号
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子空间对应的特征值与噪声子空间对应的特征值差

距增大，等效于提高了信噪比，减小DOA估计的

方差。此外也使得噪声特征值起伏更加明显、差距

更大，使得2.3.4节中加权处理的效果更好。

2.3.4  重构噪声子空间

n
H
n

n°

由以上分析可知，矩阵 与原协方差矩阵

进行特征值分解后在空间谱上反映出的差距很

小，由于原协方差矩阵 为Hermite矩阵，故原空

间功率谱中的 为一单位阵，与噪声功率无

关。为此可以对 对应的噪声子空间进行加权处

理，重新构造噪声子空间 如式(6)

n° = (°
n
K+1 K+1; °

n
K+2 K+2; ¢¢¢; °n

M M) (6)

°K+1; °K+2; ¢¢¢; °M M ¡K

°K+1 > °K+2 > ¢¢¢ > °M K+1; K+2; ¢¢¢; M

M ¡K n

°
H
°

其中， 为 较小的特征值，

且满足 , 

为 个较小特征值所对应的特征向量， 为加

权系数，则 可表示为

n° n°
H = (°n

K+1 K+1; ¢¢¢; °n
M M)

0BBB@
°n

K+1
¤
K+1

°n
K+2

¤
K+2

:::
°n

M
¤
M

1CCCA
=

MX
i=K+1

°2ni i
¤
i (7)

n n°

用噪声特征值对噪声对应的特征向量进行加

权，强化了不同噪声功率对应的特征向量对2D-

MUSIC谱的不同作用。通过选择适当的加权系数

得到新的噪声子空间 ，将其代入2D-MUSIC

算法空间谱的式(3)中，通过谱峰搜索即可估计出

信源的DOA。

3    复杂度分析

O
¡
NxM 2

¢

由2.2节和2.3节可知，2D-MUSIC算法与本文

算法都需要进行特征值分解与谱峰搜索，且这两部

分复杂度相同。两种算法复杂度差异主要体现在协

方差矩阵构造部分。2D-MUSIC算法构造协方差矩

阵的复杂度约为 ；由于本文算法对协方

O
³
NxM 2+N 3+(N¡1)3+M 3+(M¡K)M

´
Nx M

差矩阵与噪声子空间进行了重构，这两部分复杂度

约为 。由

于快拍数 远大于阵元总数 ，可知本文算法的

复杂度仅略微大于2D-MUSIC算法的复杂度。

4    仿真验证

X Y

0:5¸

为了验证本文所提算法的有效性，进行如下计

算机仿真。假设接收信号的天线阵型为L型，该阵

型 轴和 轴上的阵元个数均为8(包括公共阵元)，

总阵元数为15，阵元间距取 。

n = 6

仿真 1　对信噪比较低时2D-MUSIC算法与本

文算法DOA估计的空间谱进行对比。设信源数为

3个，信源a的入射角度(方向角 俯仰角)为(20° 20°)，
信源b的入射角度为(15° 25°)，信源c的入射角度为

(45° 30°)；接收信号信噪比为0 dB，快拍数为512，
空间谱的扫描精度为0.25°，加权系数取 。分

别采用2D-MUSIC算法与本文算法对信源a, b和c的
波达角进行估计。

仿真结果如图2(a)和图2(b)所示。

图2(a)和图2(b)所示分别为2D-MUSIC算法和

本文算法下DOA估计的空间谱图。由图2(a)可以看

出，当SNR = 0 dB时，由于目标位置较近，2D-
MUSIC算法下信源a和信源b在空间谱上形成的谱

峰完全混叠，分辨率低；而本文算法可以清晰地分

辨出3个信源的谱峰，且较为准确地估计出3个信源

的DOA，有效提高了2D-MUSIC算法的分辨率。

仿真 2　对2D-MUSIC算法与本文算法分辨成

功概率进行比较。除信噪比外其他参数均如仿真

1所示,比较接收信号信噪比取–1～10 dB时两种算

法的分辨成功概率情况。仿真结果如图3所示。

由图3可以看出，当信噪比为–1 dB和0 dB

时，2D-MUSIC算法的分辨成功率约为67%，目标

不能被全部估计出，而本文算法的分辨率始终为

100%。该图说明在接收信号信噪比较低时，本文

算法与2D-MUSIC算法相比具有更高的分辨能力。

仿真 3　对构造的3种协方差矩阵进行性能比
 

 
图 2 SNR = 0 dB时DOA估计空间谱图
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较。由2.3节分析可以看出，协方差矩阵的重新构

造是提高2D-MUSIC算法分辨率的一个关键点，而

协方差矩阵的信号子空间扰动情况可以直接反映出

信号对应特征值与噪声对应特征值之间的差值情

况，侧面反映出构造的矩阵对应信噪比的大小。根

据式(4)，计算接收信号信噪比分别为取0～20 dB
时矩阵 ,  和 的信号子空间扰动情况。比较

结果如图4所示。

y1

由图4可以看出，在小信噪比情况下，协方差

矩阵 对应的信号子空间扰动最大， 次之，

最小。同一信噪比下，信号子空间扰动越小则

说明信号对应特征值与噪声对应特征值的差值越

大，等同于处理后的矩阵对应的信噪比越大，则

DOA估计的分辨率就越高。该图证明了本文算法

通过重构协方差矩阵，降低了信号子空间的扰动，

提高了DOA估计的分辨率。

RMSE=

vuut 1
MtK

MtX
mt=1

KX
k=1

³
µ̂k;mt¡µk

´2
+
³
^̄

k;mt
¡¯ḱ

2

Mt K

Mt = 300

仿真 4　对两种算法DOA估计的均方根误差与

克拉美罗限(Cramer-Rao Bound, CRB)进行比较。

2D-MUSIC算法DOA估计的均方根误差定义为：

，

其中 为蒙特卡洛实验次数， 为信源个数。取

，除信噪比外其他参数与仿真1相同，计

算接收信号信噪比分别取0～10 dB时2D-MUSIC算

法与本文算法分别对信源b的DOA估计的均方根误

差及信源a, b与c的DOA估计总的均方根误差，由

此观测两种算法在不同信噪比下的DOA估计性

能。仿真结果如图5(a)和图5(b)所示。

由图5(a)可以看出，在小信噪比下，2D-MUSIC

算法的分辨率差，信源b的DOA已不能被准确估计

出，导致均方根误差很大；而本文算法对信源b的

DOA估计的均方根误差始终保持很小的水平且一

直低于2D-MUSIC算法。由图5(b)可以看出，在信

噪比为0 dB时，2D-MUSIC算法对DOA估计的均

方根误差较大，随着信噪比的增大均方根误差逐渐

减小。而本文算法的DOA估计总的均方根误差一

直处于较低水平，且随着信噪比的增大，本文算法

与2D-MUSIC算法的总均方根误差保持相近的水

平。该图说明在信噪比较小时本文算法的DOA估

计性能优于2D-MUSIC算法，且在信噪比较大时也

能保持与2D-MUSIC算法相近的估计性能。

5    结论

在充分研究分析经典2维MUSIC算法基础上，

本文提出了一种在待估计目标位置相近且接收信号

信噪比较小情况下，能有效保持分辨率的改进2维
MUSIC算法，并以L型阵列为例进行了理论分析与

 

 
图 3 两种算法的分辨成功率随信噪比的变化图

 

 
y1 Y图 4 协方差矩阵R,  和 的信号子空间扰动情况

随信噪比的变化图

 

 
图 5 DOA估计的均方根误差随信噪比的变化
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仿真验证。该算法基于信号子空间扰动理论与前后

向空间平滑理论的特殊情况，对2维MUSIC算法的

协方差矩阵进行多次重构得到新的矩阵，降低了信

号子空间的扰动，增大了信号对应特征值与噪声对

应特征值之间的差距，等效于提高了信噪比。并通

过使用噪声对应的特征值对噪声子空间列向量进行

加权处理，加强不同功率噪声相应的特征向量对空

间谱的作用，进一步改善2维MUSIC算法的性能，

达到总体上抑制噪声功率、提高2维MUSIC算法分

辨率的作用。仿真结果表明，在待估计目标的位置

相近且信噪比较小的情况下，该改进的MUSIC算
法能够有效地提高分辨率，且在信噪比较高的情况

下，也能够保持与MUSIC算法相近的DOA估计

性能。
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