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11f信号的积分多小波变换表示1
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摘 要: 在积分多小波变换理论的基础上，研究了1/f信号的积分多小波变换表示，给出了用积分多
小彼逆变换产生1/f信号(非近似1/f信号)的条件.并对1/f信号的积分多小波变换的统计特性进行
了研究，证明1/f信号的统计自相似性在多小波域内可由积分多小波系数的自相关函数矩阵来表达.基于
单小波变换的1/f信号表示是其特例.
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Integral Multiwavelet Representation of 11f Signal
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Abstract     Based on the theory of integral multiwavelet transformation, the representation

of 11f signal (not near-1/ f signal) is explored by inverse integral multiwavelet transforma-
tion, and the conditions of representing 11f signal are acquired. The statistical characteris-
tics of integral multiwavelets transformation are studied, and it is proved that the self-similar
characteristics of 11f signal can be represented by the autocorrelation matrix of coefficients
of integral multiwavelet in multiwavelet domain. The representation of 11f signal妙singular
wavelet is only the special case of the representation.

Key words  11f signal, Self-similar, Integral multiwavelet transformation, Fractal Brown
motion

1引言

    若信号x(t)具有如下形式的功率谱密度:

S=(W)=a2/lud (1)

则X(t)被称为广义统计自相似信号(11f信号).这里尹为一正实数，7称为谱指数，与x(t)

的自相似参数H的关系为-y=2H+1，通常'y>0.自相似性是1/f信号的一个基本特性，

广义统计自相似性是指X(t)满足如下条件:

E[x(at)]=a'E[x(t)],    E[x(at)x(as)]=a2HE[x(t)x(s)],    ̀da>0 (2)
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    1/f信号研究的一个重要方向是1/f信号合成，即建立分形信号模型.Wornell得到的是

近似1/f信号[Ill，文献[[2]证明利用积分小波变换可以合成1/f信号(非近似的).多小波具有
单小波不能同时具备的正交性、紧支撑、对称性、高逼近阶和线性相位[[3].能否基于多小波变
换产生11f信号却从未有研究报道.本文证明利用积分多小波逆变换可以合成11f信号(非近

似的)，且多小波系数矩阵的相关结构对11f信号的多小波表示有影响.在多小波重数:二1

时，文献[[2]结论是本文结论的特例.本文假设所用多小波都是平衡多小波[’]，对非平衡多小
波，应加上相应的预滤波器.

2积分多小波变换

设TI(t)二[01 (t)⋯0r (t)]T是一基本多小波，

00, Vi(W)
义为

表示V)i(t)的Fourier变换(1<i<r)，

亦即满足允许条件

则L2 (R)上信号

:c‘一f+} m z0 -I dW<
x(约的积分多小波变换定

Wx (a, b)=[W j，二(a, b)⋯Wr，二(a,一， 1   f 00

b)1‘一,a, L二x (t)犷
t一b

a, b E R, a 54 0 (3) 
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这里a和b分别是扩展和时移，*表示共扼，以下皆同.实际信号分析中，只考虑尺度a的正
值.当a>0时，若
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这里a>0,Cl,C2,...,Cr均为常数.

3 1/f信号的积分多小波变换表示

设W(a, b)=[w1 (a, b)⋯w, (a, b)]T , a〔R十，b E R(R+是正实数集，R为实数集)是零
均值的r维向量随机过程(并不是某信号的多小波变换)，为方便起见，对州a, b)作假设:
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假设1州a, b)=[wl(a,b)⋯w, (a, b)]T的相关函数矩阵可以表达为

E[W(al，b1) WT (a2, b2)]=E([w1 (al，b1 )⋯。二(al，b1)]T[w1(a2, b2)⋯
P11(al，a2, b1一b2)

Prl(al，a2, b1一b2)

Plr(al，a2, b1一b2

Prr(al，a2, b1一b2

-.
.
.
.
.
.
.
.
.
L

 
 
 
 

一-

=Rw (al，a2,bi一b2)

相关函数pzj (a,, a2,句，(1<i,j<门，关于b在R上绝对可积，并且存在实数'Y>0，使得对

饰任R+，有

    Pij (pal, pat, b)=p7pij (a,，a2,p-1 b),    dal，a2 E R+,  b E R,  i, j=1, 2,⋯，r   (6)
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亦即矩阵Rw(al, a2, b)满足关系Rw伽1, Pat, b)=川Rw(a,,a2,P 1b).
        _ r _ ，T

设呵(a,“)=I -LCl W,，二(a,“)击w2,. (a,c, “)⋯去‘·，二(a,“)」
定义随机过程

x(t) =关一    J                     [W0fo 00 00(一“)]”Ct - b)   1 dbdaa ) f  a2 (7)

等价形式为
        r00 r00「 。_ ， ，T 、-一

X (t)=Jo J-. lw--(a-'，b), TI(a(‘一。)),/adbda (8)

这里,P(t)

    引理

    证明

是基本多小波函数.

1若W(a, b)满足假设1，则式(7)定义的信号x(t)是广义统计自相似信号.

凡(t, s)=

显然E[二(t)]=0.

P-LXh)Xls)J=J0  yalual

x !P(al(‘一“1)) [可 (a21,

fo一二d一}   }!呵‘·f                100 ldal J-  J_   [}(a-，“1，]Tbl )
。2))Tb2)]  !P(a2(一。2))dbldb2

一10一二d一关}dal J0。一00 foo e‘一(‘一“1))
x

击 P11(

4C,C, Prl(

，b:一b2)⋯ 艺4CiC,, Pl r

, b1一b2)⋯ 瑞r Prr (

，b1一

咧a2 (s一b2)dbl db2
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一fo一二d一丈00dal I。一f 00.fmco e‘一‘t - bl))Rw(al 1, a2 1, bl一b2)
x咧a2(。一b2))dbl db2

其中RCw一【C Cj Pij}，、r    ,rxr‘:乞，J<r.设p>0，由上式可得
一， 、 一r，.I，、， f00一， f00二， f 00 f 00 _,T,
nx Wt, PS)==}Lxwt)xlps)1=1,.  Valaal /,.  Va2aa2 / l        T lallpi

                                                                        J U                   J U                   1 - 00 1 一 ‘X,

                    x RW(ai l，a-12，b1一b2)f,(a2 (Ps一b2))dbldb2

作积分变量替换:令b1二pdl, b2=pd2，则有

Rx (pt, ps ) = 0foo。一I一二‘一成/--:“一;(‘一“1))

再作积分变量替换:令alp

x嵘(a1 -1，a-12
二C1, a2P=C2，

,p(d1一d2))咧a2p(s一d2))p2ddidd2

并利用式(6)可得

R}Jpt, ps) =，一‘1000。一f,*0。一成成e(一(‘一“1))
  x磷 (P(cl)一’, P(C2)一1，p(d,一d2))T'(C2(8一d2))ddidd2

一，一1 00。一I一二‘一f 000. foooo(一(‘一“1))
x Rw ((C1)-1, (C2) -1, dl一d2)T(c2(s一d2)) dd1 dd2=p，一‘Rx
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令y=2H+1，那么x(t)是自相似参数为H的广义统计自相似信号.

引理2若基本假设1成立，则存在常数凡，>0, A>0,6>0,1<i,j<:

    证毕

使得

当al >A, a2 > A时，

防ij (al, a2,。)}三凡j(ala2)什‘ w〔R (9)

当0<al<b, 0<a2<b时，

1Pij (al，a2, w) I <_ Kij, w〔R (10)

其中Pij (al, a2, w)为Ptj (al, a2, b)关于b的Fourier变换.

    证明 已知P抓al, a2, b)关于b在R上绝对可积，故

，。‘，‘一 ，‘:成，。*，(一“)一}db:成.。‘，(一“)ddb<+0o (11)

又I Pij (al, a2, b) I < Pij (al, a2, 0)·Pij (al, a2, 0) :5 (ala2)"[Pij (l,1, 0)]2所以，liIrial-,O,a2-+0
Pij (al, a2, b) = 0且该极限关于b是一致的.从而由式(11)可知，关于。一致的有liMai-r0,a2-r0
Pij (al, a2, w)=0，即式(10)成立.再根据假设1的式(6)，有Pij (pal, Pa2, w)=川+1 pij (a1, a2, Pw
从而

            Pij (pal ,Pa2,。)

由式(10)知存在常数A>0，使得当a1 >式

‘Pij (1/a2,1/a1, ala2W)

a2>A时，对dwER

(al a2 )7+1P-Y+1

有

      1      Pij

    定理 1

小波函数，

    证明

(a1，a2, w)=(a,a2)''+1Pij(1/a2,1/al，ala2w) < Kij(alaz)'Y+1 证毕

  设州a,句满足基本假设1，咧约

且。<y + 1/2<R，则式(7)定义的
根据式(8)

二!01(t)⋯0r(t)]T是具有R阶消失矩的多
x(t)是谱指数为y的1/f过程.

Ejx(t) 12一fo"0。一l.一二dal J_  Foo e‘一‘t - b1))
ail，
…
可

击P11(a1
一1

x TI(a2 (t一b2)dbldb2
  4 ‘ 1_一1
万二瓦Nrl kU'l

b1一b2)

，b1一b2)

c c,Plr(ai 1，a2 _l, b1一b2)

矗PTT(ai 1，a-12，b1一b2)

loo0、一f  a2d0
x TI(a2 (t一b2))dbidb2

f一  V/a--,dal f一 /-a--2do "o

一F.反,PT(一(t-bi))二、(al -i，a21 , bi一。2)

一成f7 e00(一(t - b1))二;(·-1，。 -(a, 1, a2 1，。)
    x T/(a2(t一b一bl))dbldb

利用Parseval定理，可得

El x(t)12
1

2r[一。al厂00。aZ厂          00al      a2da2/-
沙 U J U 口 一 ‘〕口 J 一 0忆，

1

al02

x i(-ai lw)TRC(ai 1，a-12，b)T*(一a2 1w)e-jwbdwdb

(-al lw)Rc(ai 1，a-12，w) If(a2 1w)dw
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其中教。)是咧t)的*urier变换，立吞(al, a2, w)是r阶矩阵二异(a,, a2, b)关于。的。urier
变换.由上式知，x(t)关于时间t的平均功率谱密度为

S-(w)一关一dal关00dal ffo"o       0揣Re[TT(-al lw)R异(a-11，a-12，w)I'(a2lw)]da2      (12)

这里Re[.]代表实部.当。>0时，令a护。二。，a尹。=。，则有

S-(w)=1 00 00" w(二)一‘2Re[e(一)Rw (u/w, v/w, w)!il(v)]dudv
1芜     ao丈   00lwlti J0  J0(二)一‘2Re[IT(一)Rw (u, v,1)!P(v)]dudv          (13)

当。<0时，同样可得式(13).

    现在考虑式(13)右端积分的存在性.已假设TI(t)=[01 (t)⋯lpr(t)]T具有R阶消失矩，

由引理2知存在常数L>0，使得

  (UV)-1/2 IRe[e(一。)Rw(u, v, l)!(v)]l:L(uv)R-3/2,(。一。+，。一。+)
  (。。)，一3/2IRe[!T(一。)Rw (u,。，1)}(v)]I:;(。。)一R+:一“，，(。一00,。一00)
    注意到y>0，当0<-y + 1/2<R时，式(13)右端的积分存在且与。无关，记该积分为

尹，则式(13)可写为又(哟=尹/}。}，，结合引理1知定理1成立. 证毕

4  1/f过程的积分多小波变换分析

    前述讨论表明二维随机过程满足基本假设1时，可由多小波逆变换公式合成1/f过程.而

1/f过程的多小波变换能否满足基本假设1却是未知的，这一部分讨论这一间题.下面的讨论

中a可以是任意实数.首先给出统计自相似信号在多小波域内的刻画.

    定理2设W(t)=[0l (t)⋯V), (t)]T是一基本多小波，低(a, b)=['w1 (a, b)⋯,w,-(a, b)]T
是信号x(t)的积分多小波变换，则x(t)是相似参数为H的广义统计自相似信号的充要条件是

对饰E R+, Val, a2, bi, b2 E R有如下等式成立:

    E[W. (Pal, bi )]=PH+1/2E[W.(al,plbi)]

Rw (Pal, Pat, bi, b2)二P}'Rw (al，a2,P lbi,p 1b2)

(14)

(15)

其中Rw

    证明

=E[Wx (al，bi)呵(a2, b2)],y=2H+1.

必要性 根据广义统计自相似信号的定义，并利用适当的积分变量替换可得

E[W.(pal，bi)] F E[x(t)]T* (t - bi) dt-CC            pal
 
 
一 
 
伽  

d

‘、
、
1
了
了

      1

一丫IPai I

  夕1/z 尹E[x(plt)]!r
P -1t一P-lbi

        口1

=P H+1/2 E[W, (al, P-1 bi )]
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Rw (pal,:一“1，b2，一揣箭00    001   I J-少           (1-bi)Rx(t,Ipalpaz   o0 f 0o      pal ·，‘(8-12) dtdspat
      下      1面      00  r o0 . Cpu - b1 / R.(pu, pv)e Cpv , b21 p2dudvp Iajazl   o0   0o      pal pa 2
      一I渝      f 00}  ro0 V Cu - p lb11 p7-1R} (u,, v) TH Cv -p- 1b2 1 dudvJ-  J              Jala2l         0o       al                     a2
=p7Rw(a,,a2,p-1bl,p 1b2)

式中*表示共扼，H表示共扼转置.

    充分性 根据式(14)与式(15)，有

二!·。!)卜f 00二}(、(一。))T]   1，(罕)                 db daa        T2-71=al T, (')
    一F.二{(、*，·“))’一揣!P (L- b) dbdaa )   a2一“E[x(t)]

Ry (pt, ps，一E[x(pt)x(ps)，一/--:00    1成成                }T(  pt - b1)  RcIala;I f. 00 f00   C           al  ) w‘一“1，b2)
    ·TI(导)dbl db2黯
  一f 00'00 foo揣箭                 m    00 9VT(       b1)R   w_.o 71palpa2l f 00 f .0                           Rc (pal，一“2)
    ·，(宁)dbl db2黯
    一00 0o p-y               00fl fl    Ipalpa2l f./--:I}T Ct-bll Rc H'a  )1‘一“1，b2)
    ·，(导)dbldb2箫
        =p2HRx(t, s)

证毕

由式(15)，各尺度间多小波系数相关函数满足关系矩阵:

Rw (a, a, b1，b2)=a-'Rw (1, 1, a-1 b1, a-1 b2) (16)

信号处理中，尺度a为采样间隔，如一b;为时移，尺度a上的时移b2一b:与尺度1上的时移

a-1 b:一a-1 b1相同.因此式(16)说明任意两个尺度上的多小波系数矩阵相关结构是相同的.

可把式(16)理解为信号的统计自相似性在多小波域内的表现形式.

    根据定理2，当信号多小波变换Wx (a, b)=[w1 (a, b)⋯w, (a, b)]T关于b广义平稳时，假
设1是其为1/f信号的充要条件.实际中，只需考虑相应于离散尺度a的离散多小波变换，特

别是当a二2时.为方便起见，且多小波变换具有去相关性，可忽视不同尺度相关系数间的相

关性，这意味着在一固定尺度W, (a,句关于b平稳Ill.在此，对分形布朗运动(Fractal Brown
Motion, FBM)做一简单讨论.有关FBM的离散小波变换的详细讨论可参阅文献踌，6].FBM
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是非平稳的自相似过程，Barton和Poor [7]给出的FBM如下:

广
/
句

                1

‘(亡)=F(H + 1而 (It一二IH-1/2一IT I H-1/2)w(二)dT+ ，‘一 ‘2w(T)dT}   (17)
其中1/2<H<1，亦即2<7<3,w(T)是零均值平稳白噪声.容易得到x(t)的自相关函数:

Rx (t, s)=E[x(t)二(s)]=(or 2/2)(1312H+Iti2H一It一812H) (18)

其中Q爹=F(1一2H) cos 7rH/ (irH).
    定理 3

[w1(a,b)二
基本假设 1

    证明

若x(t)是分形布朗运动，T,(t)=[?Vl (t)⋯VG,(t)]T是一基本多小波，讯(a, b)二
·w, (a, b)]T是信号x(t)的多小波变换，那么Wx (a, b)关于时移是平稳的，且满足

T,(t)满足充分条件，即J几!P(t)dt = 0,,1，由式(18)可得

Rw (al，a2, b1，b2)
    1

了lala2l
t一b1

  a1
五二(t, s)护

s一b2

  口2
dtds

t一b1

  口1

It一sI2HgH s一b2

  O2
dtds

_一了Iaia2lUi
          2

T/*(u)lalu+b1一a2v一b2I2He (v)dudv

说明Wy (a, b)关于时移b=b，一b2是平稳的.易证基本假设1中式(6)成立.

当多小波重数:=1时，本文结论对应单小波情形，文献冈结论是本文的特例.

  证毕

同时，由

于多小波的高逼近阶、

合理选择多小波基函数

短支撑、对称性和线性相位，可以预计，若对1/f信号作有限项逼近，

，逼近误差会小于使用同样支撑的单小波函数.
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