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传输线的随机建模及瞬态响应数值实验分析 
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摘  要  该文考虑集成电路制造过程中传输线制造工艺参数随机扰动对传输线传输性能的影响，建立了传输线的随

机模型，针对该模型提出了基于蒙特卡洛法的传输线瞬态响应统计分析方法。统计分析中采用精细积分算法求解

传输线样本瞬态响应，并对模型输出的正态性进行偏度-峰度检验，给出了最差情况估计。试验结果表明该文提出
的传输线随机模型及统计分析方法可以对传输线的传输性能进行有效的评估，对于传输线制造过程的控制及优化

有着重要意义。 
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Abstract  The random perturbation of technological parameters is always existent during manufacturing, which has a 
definite impact on transmission performance of transmission lines. Considering the impact the stochastic model for 
transmission lines is proposed, and Monte Carlo method based statistical analysis method for transient simulation is 
presented. During the analysis process the precise integration algorithm is used to solve the transient simulation of each 
transmission line sample, and Jarque-Bera test is made for the normality of the model’s output, finally the worst-case 
estimation is given. Experimental results demonstrate that the proposed stochastic model and the statistical analysis method 
can evaluate the transmission performance of transmission lines effectively, and have great significance for the control and 
optimization of transmission lines’ fabrication process. 
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1   引言  

随着当前亚微米及深亚微米技术的高速发展，超大规模

集成电路(VLSI)的特征尺寸已小至 0.13~0.08 µm，传输线寄

生耦合效应的存在使得电路系统性能更加难于预测，因此传

输线的性能分析对于集成电路(IC)制造具有重要意义。 

传输线性能的分析主要分为两步：首先进行传输线分布

参数的提取，然后将分布参数代入传输线方程进行传输线传

输性能的分析。鉴于目前传输线结构的复杂性，其分布参数

的解析解一般很难得到，通常采用数值方法进行参数提取。

常用的数值方法包括有限差分法，有限元法，边界元法等等，

目前有不少文章对参数提取方法进行了改进，并提出了很多

新方法[1-5]，使得传输线分布参数的提取更加快速准确。传输

线的瞬态响应是分析传输线传输性能的重要手段，有了分布

参数即可进行传输线的瞬态响应分析。目前一般认为传输线

的分布参数沿线均匀分布(即均匀传输线)或者是对长度坐标

                                                        
 2004-12-13收到，2005-05-23改回 

变量满足一定的函数关系(即非均匀传输线)，因此将分布参

数代入到传输线电报方程，求解后即可得到传输线各处的状

态物理量。 

随着半导体制造工艺和技术的提高, 器件尺寸的持续减

小, 而刻蚀、注入等工艺步骤的扰动并没有相应的减小, 因

而集成电路特性对工艺扰动的灵敏度在增加[6]。同样的问题

也存在于传输线的制造过程中，电路设计者需要知道制造工

艺参数产生的扰动对传输线传输性能的影响，因此有必要对

传输线的传输性能进行估计与预测[7 − 9]。 
针对上述问题，本文考虑工艺参数扰动对传输线分布参

数的影响，将传输线沿线的分布参数看做一个随机过程，首

次提出传输线的随机模型，并采用蒙特卡洛法对该传输线随

机模型的瞬态响应进行数值实验仿真与分析。 

2   传输线随机模型的提出 

目前随着集成电路集成度的的不断提高，集成电路中传 

输线的寄生耦合效应已不能被忽略，从而形成分布参数电
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路。设传输线的电容、电感、电导和电阻分布参数分别为

( ), ( ), ( )C z L z G z 和 ( )R z ，其中 z为传输线长度坐标，于是有

经典的时域电报方程 

( , ) ( , )( ) ( , ) ( )
(1)

( , ) ( , )( ) ( , ) ( )

u z t i z tR z i z t L z
z t

i z t u z tG z u z t C z
z t

∂ ∂ ⎫− = + ⎪⎪∂ ∂
⎬∂ ∂ ⎪− = +
⎪∂ ∂ ⎭

 

其复频域形式为 

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

u z s R z i z t sL z i z s
z

i z s G z u z t sC z u z s
z

∂ ⎫− = + ⎪⎪∂
⎬∂ ⎪− = +
⎪∂ ⎭

         (2) 

均匀传输线时 ( ), ( ), ( )C z L z G z 和 ( )R z 为常量。 

传输线的分布参数由传输线内导体形状与尺寸以及介

质的材料与分布等工艺参数决定，在生产过程中这些工艺参

数不可避免地会产生一些随机扰动，目前所考虑的模型都将

这些随机扰动所引起的分布参数的偏差忽略掉了。但随着传

输线的尺寸越来越小，而工艺步骤的扰动并没有相应的减

小，这些偏差就有必要给予足够的重视。下面举一例来说明

该问题。 

图 1所示微带传输线(长度单位:mil)，用测度不变方程法

(MEI)[3]进行电容分布参数提取。当导体截面尺寸无偏差时其

电容参数为1.61613pF/inch，当右导体向上下左右 4 个方向

均产生 0.05mil的偏差时电容参数为1.72280pF/inch，与尺寸

无偏差情况相比误差达到 6.6%，这还尚未考虑另一个导体

的尺寸以及介质因素等的随机扰动。因此对传输线传输特性

的分析有必要考虑这些工艺参数的随机扰动对传输线性能

的影响。 

考虑分布参数沿传输线的扰动，则传输线方程形式变为 

( , ) ( , )( ) ( , ) ( )

( , ) ( , )( ) ( , ) ( )

u z t i z tR z i z t L z
z t

i z t u z tG z u z t C z
z t

∂ ∂ ⎫− = + ⎪⎪∂ ∂
⎬∂ ∂ ⎪− = +
⎪∂ ∂ ⎭

% %

% %
          (3) 

其中 ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )G RG z G z X z R z R z X z= + = +% ， ( ) ( )C z C z=%  

( ), ( ) ( ) ( )C LX z L z L z X z+ = +% 。这里 ( ), ( ), ( ), ( )R z L z G z C z 为由

传输线工艺参数的标称值得到的分布参数标称值，

( ), ( ), ( ), ( )R L G CX z X z X z X z 为传输线工艺步骤的扰动所导致

的分布参数偏差，是关于 z的随机过程。式(3)即为传输线的

时域随机模型。 

 

图 1  传输线中的导体尺寸发生随机偏差 
Fig.1  The conductor with random size variation in the line 

将式(3)转换到复频域可得到复频域随机模型： 

       

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

u z s R z i z s sL z i z s
z

i z s G z u z s sC z u z s
z

∂ ⎫− = + ⎪⎪∂
⎬∂ ⎪− = +
⎪∂ ⎭

% %

% %
       (4) 

若为多传输线系统，则模型式(3)，式(4)中各随机变量相应改

为向量形式即可。 

若将传输线看作一个控制系统，则由于其工艺参数的随

机扰动使得该系统成为一个随机系统，对于确定的输入信号

其输出(传输线远端和近端电压电流均视为输出)成为随机信

号，于是可表述成图 2的系统模型。 

考虑到生产过程的实际情况，设 ( ), ( ), ( ),R L GX z X z X z  

( )CX z 为宽平稳的高斯随机过程，于是得到 

( , ) ( , )( ( ) ( )) ( , ) ( ( ) ( ))

( , ) ( , )( ( ) ( )) ( , ) ( ( ) ( ))

R L

G C

u z t i z tR z W z i z t L z W z
z t

i z t u z tG z W z u z t C z W z
z t

∂ ∂ ⎫− = + + + ⎪⎪∂ ∂
⎬∂ ∂ ⎪− = + + +
⎪∂ ∂ ⎭

(5) 

其中 ( ), ( ), ( ), ( )R L G CW z W z W z W z 为宽平稳的高斯随机过程。 

 
图 2  随机传输线系统模型 

Fig.2  The stochastic model of transmission lines 

3 蒙特卡洛法分析随机模型的瞬态响应 

通过传输线的随机模型式(3)和式(4)可以对传输线的传

输性能如延时、串扰、瞬态响应等等进行统计分析。本文通

过蒙特卡洛(Monte Carlo)法对高斯偏差情况下传输线随机模

型式(5)的瞬态响应进行仿真, 并与经典的未考虑工艺参数扰

动的传输线模型式(1)的输出进行比较分析。 

蒙特卡洛法也称为随机模拟(Random simulation)法，有

时也称为随机抽样 (Random sampling)技术或统计实验

(Statistical testing)法，是统计数学的一个分支，利用随机数

进行统计实验，将求得的统计特征值作为被研究问题的近似

解[12]。采用蒙特卡洛法对传输线随机模型进行瞬态响应的数

值仿真与分析分为 4个步骤：(1) 产生传输线随机样本；(2) 

每个传输线样本的瞬态响应数值求解；(3) 对传输线样本的

瞬态响应数值结果进行统计分析；(4) 利用统计分析结果对

传输线性能进行评估。 

3.1  瞬态响应数值求解 
仿真流程中传输线样本的瞬态响应求解与经典的传输

线模型式(1)的求解相同，目前已有较多的数值方法[13 − 17]。

本文采用电流电压间隔取点的精细积分算法[16 − 18]。对传输

线进行空间离散，将传输线分为 2 1M − 等份，步长

/(2 1)x l M∆ = − ，设某一传输线样本在各个离散点的分布参

数为 , , , , 1, ,2i i i iC L G R i M=% %% % L ，电流电压采用空间间隔取点并
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进行差分，而保留对时间的解析形式，结合边界条件，于是

得到关于各个离散点上电流电压关于时间的常微分方程组： 

d
dt

= +
X HX F% %                    (6) 

其中 T
0 1 1 1 2( ( ), ( ), , ( ), ( ), ( ), , ( ))M Mi t i t i t v t v t v t−=X L L , 

1 1
1 1 1

1 1 1
3 3 3 3

1 1 1
2 1 2 1 2 1 2 1

1 1 1
2 2 2 2

1
4 4

1 1
2( 1) 2( 1)

1 1
2 2 2

10 0

1 1
2 2

1 10 0
2 2

1 1 0 0
2 2

1 1
2 2

10 0

M M M M

M M

M M M

L R L
x

L R L L
x x

L R L L
x x

C C C G
x x

C G

C C
x x

C C G
x

− −

− − −

− − −
− − − −

− − −

−

− −
− −

− −

⎡ − −⎢ ∆⎢
⎢ − −⎢ ∆ ∆
⎢
⎢
⎢

− −⎢
∆ ∆⎢=

− −
∆ ∆

−

−
∆ ∆

−
∆⎣

H

% % %

% % % %

O O O

% % % %

%

% % % %

% %O O

% % O

% % %

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎦

T
1 1

0
1 1( ), , ( )mL v t C i t
x x∆

− −⎛ ⎞= ⎜ ⎟∆⎝ ⎠
F %% % L 。 

采用精细积分算法求解式(6)即可得到该传输线样本的
瞬态响应。 

3.2  偏度-峰度检验  
在对随机模型式(5)的输出信号进行分析时，估计出输出

随机信号的概率分布类型对于模型的分析是很有意义的。本

文采用偏度-峰度(Jarque-Bera)检验对输出信号的正态性进
行检验。 

定义随机变量 x 的偏度和峰度分别为 x 的标准化变量

[ ]( ) ( )x E x D x− 的三阶中心矩和四阶中心矩： 
3 3

1 3 2

4 4

2 2

( ( ))( )
( ( ))( )

( ( ))( )
( ( ))( )

E x E xx E xv E
D xD x

E x E xx E xv E
D xD x

⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎛ ⎞− ⎣ ⎦ ⎪⎢ ⎥= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎪⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎪
⎬

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎪−⎛ ⎞− ⎣ ⎦⎢ ⎥= = ⎪⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎪⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎭

        (7) 

定义样本偏度和样本峰度分别为 
3 2 2

1 3 2 2 4 2,g B B g B B= =               (8) 
其中 , 2,3,4kB k = 为样本的 k 阶中心矩。样本偏度和峰度

1 2,g g 分别依概率收敛于总体偏度和峰度 1 2,v v 。 
设样本个数为 n，对于假设 H0: x 为正态总体，取统计

量： 

1 1 1 2 2 2 2, ( )u g u gσ µ σ= = −            (9) 

其中 1 2 2
6( 2) 24 ( 2)( 3), ,

( 1)( 3) ( 1) ( 3)( 5)
n n n n

n n n n n
σ σ− − −

= =
+ + + + + 2µ =  

3 6 ( 1)n− + 。 
设显著性水平为α ，则 H0的拒绝域为 

1 1 2 2| |  | |  u k u k≥ ≥或             (10) 

其 中 1 2k k， 由 式 子
0 01 1 2 2{| | } 0.5 , {| | }H HP u k P u kα≥ = ≥  

0.5α= 确定，记号
0
{}HP ⋅ 表示当 H0为真时{}⋅ 的概率。 

4   数值实验结果及分析 

在下面的数值实验中令 iV 为传输线模型式(1)的电压输
出，令 iV% 为传输线随机模型式(5)的电压输出。 

例 1  图 3 所示为单根均匀传输线，其分布参数为
100 / m, 0S/ m, 500nH/m, 200pF/mR G L C= Ω = = = ，线

长 0.3ml = , 激励信号为一单位脉冲，上升/下降均为1.5ns，
最高电平 1V持续时间为 4.5ns。 

 
图 3 单根均匀传输线 

Fig.3 One single uniform transmission line 

加在分布参数上的高斯偏差的均方差取为标称值的

5%[10, 11]，得到传输线随机模型式(5)的 10个传输线的 1 2,V V% % 输

出电压样本如图 4。可以看到加在传输线分布参数上的高斯

偏差将导致其传输线的电压输出成为一个随机信号。以下实

验的传输线样本个数均取 2000个。 

1 2,V V% % 的均值与传输线模型式(1)的输出电压信号 1 2,V V

的比较结果如图 5，两者基本上完全重合； 1 2,V V% % 的方差如图

6。从图 5、图 6容易看出 1 2,V V% % 在 1 2,V V 附近摆动，并且在电

压的稳定值区域摆动幅度较大。 

图 7为输出电压 1V 在达到峰值时刻处 1V% 输出的直方图。

该峰值出现在 7.5ns时刻， 1V 在该时刻的峰值为 0.6027V； 1V%

在 7.5ns时刻输出电压的均值为 0.6032V，均方差为 0.019。 

由图7可对电压输出 1V% 做高斯随机过程的假设。对 1V% 在

任一时刻的正态性进行显著性水平 0.01α = 的偏度-峰度 

(Jarque-Bera)检验，结果接受假设，因此可将 1V% 近似视为唯

一高斯随机过程。于是可以用 3σ 值对输出的最差情况进行

估计，如图8所示。当分布参数高斯偏差的均方差为标称值
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的10%时输出的最差情况估计如图9所示，显然当分布参数扰

动变大时随机模型式(5)电压输出的最差情况偏离传输线模

型(1)的理想输出更加严重。 

 
图 4 1 2,V V% % 的 10个            图 5  1 2,V V% % 的均值 
随机输出信号样本               与 1 2,V V 比较 

Fig.4  Ten random output      Fig.5  Comparison between 
samples of 1 2,V V% %         1 2,V V and the mean value of 1 2,V V% %  

 
图 6  1 2,V V% % 输出的方差          图 7  1V% 在 1V 达到峰值时刻 
Fig.6  The variance                 处的输出的直方图 
     of 1 2,V V% %                  Fig.7  The histograph of the 

1V% output at the time where 

1V  reach the peak value 

 
图 8  偏差均方差为标称值的   图 9  偏差均方差为标称值的 
5%时 1 2,V V% % 的最差情况估计     10%时 1 2,V V% % 的最差情况估计 
Fig.8  Worst-case estimation     Fig.9  Worst-case estimation 
of 1 2,V V% %  as the standard          of 1 2,V V% %  as the standard 
variation of the deviation          variation of the deviation 

is 5% of the nominal value        is 10% of the nominal value 

 例2  再来看一个较为复杂的例子，图10所示为双导体
非均匀传输线，其分布参数为 

( )
( )

( )

( ) 387 [1 ( )] nH / m , ( ) ( ) ( )

( ) 104.13 [1 ( )] pF/ m , ( ) ( ) ( )

( ) 0.25[1 0.6sin( 4)], ( ) 1.2 / m
( ) ( ) 0

m

m

m

L z k z L z k z L z

C z k z C z k z C z

k z z R z
G z G z

π π

= + =

= − = −

= + + = Ω

= =

 

 
传输线长0.08m。激励信号为一单位脉冲, 上升/下降均为
1.5ns，持续时间为4.5ns。 

 

图 10  非均匀传输线 

Fig.10  Nonuniform transmission line 

与例1相似我们可以做出输出电压 1 2 3 4, , ,V V V V% % % % 的均值方

差分别如图11~图14所示。图15，16为输出的最差情况估计。
可以看到与例1相比同样是5%的偏差，当导线结构变得复杂
时其影响也愈加显著。 

 
       图11  1 3,V V% % 的均值            图12  2 4,V V% % 的均值 

与 1 3,V V 的比较                与 2 4,V V 的比较 
Fig.11 Comparison between       Fig.12 Comparison between 

1 3,V V  and the mean value         2 4,V V  and the mean value 
of 1 3,V V% %                        of 2 4,V V% %  

 
图13  1 3,V V% % 输出的方差           图14  2 4,V V% % 输出的方差  
Fig.13  The variance of            Fig.14  The variance of 

1 3,V V% %  output                    2 4,V V% %  output 

 
图15  1 3,V V% % 输出电压的       图16  2 4,V V% % 输出电压的 

最差情况估计                最差情况估计 
Fig.15  Worst-case estimation   Fig.16  Worst-case estimation 

of 1 3,V V% %  output                of 2 4,V V% %  output 
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5  结束语 

本文考虑在生产过程中工艺参数的扰动对传输线方程

中分布参数的影响，首次提出传输线的随机模型，并采用蒙

特卡洛法对该传输线随机模型的瞬态响应进行数值实验仿

真与分析。实验结果表明该传输线的随机模型可以对传输线

的传输性能进行有效的评估，对于采用统计的方法进行传输

线制造过程的控制及优化有着重要意义，在以后的工作中将

对本文提出的模型及其分析方法在工程中的应用做进一步

的研究。 
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